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RESUMO

DONAY MARTINS, Anderson. Analise de vibracoes em estruturas otimizadas
com materiais piezelétricos. 2022. 74 f. Dissertagcao (Mestrado em Modelagem
Matematica) — Programa de P6s-Graduacao em Modelagem Matematica, Instituto de
Fisica e Matematica, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2022.

O objetivo desse trabalho é resolver um problema de otimizagcao topoldgica para
encontrar a estrutura mais rigida possivel sujeita a uma determinada restricao de
volume e computar as vibragoes dessa estrutura. Sao obtidas estruturas com apenas
um material (aluminio) e com dois materiais (aluminio e material piezelétrico). E
abordado o tema da piezeletricidade, sendo citadas algumas contribuicoes histéricas
importantes, além do comportamento mecanico das ceramicas piezelétricas. Sao
apresentadas as equacoes da piezeletricidade, que serdo utilizadas nos problemas
de otimizacdo com materiais piezelétricos, para definir a melhor localizagao para o
material piezelétrico. E apresentada a teoria da otimizagao topolégica. Sao colocadas
contribuicdes historicas importantes para a otimizacao estrutural, com enfoque maior
na otimizagdo topolégica. E explicado o problema da minima flexibilidade, que
tem como objetivo obter a topologia com maior rigidez satisfazendo a condicao de
equilibrio e a restricao de volume. Para resolver o problema, sao apresentados os
conceitos do método das densidades e critério 6timo, além do esquema iterativo
utilizado. O dominio é discretizado com a utilizacado do método dos elementos finitos.
Sao apresentados os possiveis problemas de instabilidade numérica que podem
ocorrer e o filtro de sensibilidades, um recurso para evitar essas instabilidades.
Sao colocados alguns conceitos da dinamica das estruturas, conceitos que sao
necessarios para poder computar as frequéncias e modos de vibragao. Os resul-
tados sao representados, com os graficos das estruturas otimizadas e os graficos
correspondentes aos trés primeiros modos de vibracao.

Palavras-chave: Piezeletricidade, Otimizacao topoldgica, Problemas de otimizagao
estrutural, Vibragoes.



ABSTRACT

DONAY MARTINS, Anderson. Vibration Analysis in Composite Structures with
Piezoelectric Materials and Optimized. 2022. 74 f. Dissertagao (Mestrado em
Modelagem Matematica) — Programa de Pés-Graduagcao em Modelagem Matematica,
Instituto de Fisica e Matematica, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2022.

The objective of this work is to solve a topology optimization problem to find the
most rigid structure possible for a given volume constraint and compute the vibrations
of this structure. Structures are obtained with only one material (aluminum) and with
two materials (aluminum and piezoelectric material). The topic of piezoelectricity is
addressed, citing some important historical contributions, in addition to the mechanical
behavior of piezoelectric ceramics. The equations of piezoelectricity are presented,
which will be used in the optimization problems with piezoelectric materials, to define
the best location for the piezoelectric material. The theory of topology optimization is
presented. Important historical contributions to structural optimization are presented,
with main focus on topology optimization. The problem of minimal compliance is pre-
sented, which aims to obtain the topology with maximal stiffness satisfying the equi-
librium condition and the volume constraint. To solve the problem, the concepts of
the density method and optimality criterion are presented, in addition to the iterative
scheme used. To solve the problem, the domain is discretized using the finite element
method. Possible problems of numerical instability that can occur are presented to-
gether with the sensitivity filter, a resource to avoid these instabilities. Some concepts
of the dynamics of structures are presented, that are necessary to compute the fre-
guencies and modes of vibration. The results are presented by means of figures of the
optimized structures and the figures corresponding to the first three vibration modes.

Keywords: Piezoelectricity, Topology optimization, Structural optimization problems,
Vibrations.
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1 INTRODUCAO

1.1 Motivacao

Materiais compdsitos sdo materiais que sao originados pela combinagao de dois ou
mais materiais com propriedades diferentes e que nao se dissolvem ou se misturam.
Esses materiais podem inclusive ser originados de forma natural, como a madeira, que
€ composta por fibras de celulose conectadas por uma substancia chamada lignina
(NGO, 2020).

O uso desses materiais € muito importante, pois é possivel obter propriedades
melhores com a utilizacdo desses materiais, como por exemplo, uma estrutura mais
rigida ou com melhor condugao de eletricidade. Nos ultimos anos, uma area que tem
aumentado o uso de materiais compositos de forma consideravel é a area de geragao
de energia renovavel, onde as fibras do material compoésito sao alinhadas de forma
a aumentar a resisténcia em uma diregao, e diminuindo em outra direcao que nao
necessite uma resisténcia tdo grande (NGO, 2020).

Entre os materiais compositos, estdao alguns materiais chamados de materiais in-
teligentes. Esse materiais se caracterizam pela capacidade de alterar algumas pro-
priedades e realizar fungoes em resposta a algum estimulo, como por exemplo, tem-
peratura, pressao e campo elétrico. Esses materiais costumam ser colocados em
estruturas que sao melhoradas pelas propriedades ou fungdes que esse material
possibilita. Entre os materiais inteligentes, estdo os materiais piezelétricos, que sao
caracterizados por gerar um campo elétrico através de uma pressao mecanica (no
caso dos sensores) e produzir uma resposta mecanica ao ser estimulado por um
campo elétrico (no caso dos atuadores) (GHAREEB; FARHAT, 2018). A fim de mi-
nimizar custos de producao, ou para serem mais leves e versateis, é natural que se
busque uma otimizacao das estruturas, minimizando a quantidade de material e ao
mesmo tempo mantendo suas funcionalidades, pincipalmente ao se tratar de materi-
ais compositos, em que a composicao ja € motivada para atender algumas funcionali-
dades especificas, como por exemplo, inclusao de atuadores numa estrutura.

Para obter estruturas otimizadas, é utilizado um método de otimizagao estrutural,
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permitindo encontrar uma estrutura que maximize a utilidade de uma quantidade fixa
de recursos para cumprir um objetivo estabelecido (KINGMAN; TSAVDARIDIS; TORO-
POV, 2014). Em geral, o método de otimizacao topoldgica é preferido em relacdo aos
outros métodos (dimensionamento e forma), pois permite mais detalhes na estrutura,
como o numero, tamanho, localizagao e formato de buracos.

A medida que as estruturas vao ficando mais leves, as vibragdes estruturais ten-
dem a ficar com amplitudes maiores, muitas vezes necessitando um controle de
vibragcoes. Um excesso de vibragcées pode causar varios danos a determinadas es-
truturas e suas fungdes. Esses prejuizos podem ser de varias naturezas, como falhas
estruturais (fadiga de uma pecga de uma maquina), desconforto (vibragao de um carro
com um amortecedor ruim na suspensao) e diminuicdo na precisao de algum dis-
positivo (alguns ramos da engenharia trabalham com precisées milimétricas) (PREU-
MONTH, 2011). Eliminar essas vibracoes em sua totalidade nao é algo possivel, mas
existem meios para diminuir essas vibragdes. Uma das possibilidades é a utilizagao de
atuadores piezelétricos. Por outro lado, vibracdes com amplitudes maiores podem ser
uUteis para o uso em conversores e coletores de energia (SAFAEI; ANTON; SODANO,
2019; PRIYA, 2007). Mas para isto é necessario encontrar a melhor localizagao para a
colocagao dos conversores que, em geral, sdo compostos por materiais piezelétricos
(BENDINE; HAMDAOUI; BOUKHOULDA, 2019; HE et al., 2021; ZHENG; CHANG;
GEA, 2009).

1.2 Objetivos

O objetivo geral desse trabalho € analisar vibragdes em estruturas compostas
(com materiais piezelétricos e nao-piezelétricos) e otimizadas, nas quais o tipo de
otimizagao utilizado é a otimizacgao topolégica.

Como objetivos especificos, tem-se:

« Discretizar o dominio das estruturas utilizando o Método dos Elementos Finitos
e resolver as equacoes tanto da estatica quanto da dinamica das estruturas.

» Formular um problema de otimizacao topoldgica para projetar a localizacao de
materiais piezelétricos;

» Resolver o problema de otimizacao topolégica de estruturas continuas em
dominios bidimensionais;

» Computar as vibragoes das estruturas otimizadas;

» Comparar a amplitude das vibracdes nas estruturas com diferentes combinacgoes
dos materiais (material piezelétrico e material nao-piezelétrico).
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1.3 Organizacao do Trabalho

Esse trabalho esta organizado em 7 capitulos. No capitulo 1 é feita uma introducao
ao tema, com a motivacao e os objetivos do trabalho. No capitulo 2 € feita uma abor-
dagem historica sobre o fendmeno da piezeletricidade, onde sdo abordadas questdes
fisicas (como o comportamento) e matematicas (equacoes) que sao utilizadas pos-
teriormente. O capitulo 3 consiste na otimizacao topoldgica em problemas estaticos,
abordando aspectos historicos (a evolugao do método ao longo do tempo) e como
ocorre a otimizagao topolégica. E apresentado o problema da otimizagdo da minima
flexibilidade, como discretiza-lo através do método dos elementos finitos e como re-
solvé-lo através da otimizagao topolégica. Também sao abordadas algumas insta-
bilidades numéricas que surgem na aplicacdo do método (e como resolvé-las). No
capitulo 4, o problema classico da minima flexiblidade é extendido ao uso de materiais
piezelétricos. No capitulo 5, sao apresentados alguns conceitos envolvendo dinamica
das estruturas e como calcular as frequéncias e modos de vibragéo, através de um
problema de autovalor e autovetor. No capitulo 6 sdo apresentados os resultados ob-
tidos, através da otimizacao topologica apresentada nos capitulos 3 e 4 (onde sao
obtidas estruturas otimizadas) e o calculo das frequéncias e modos de vibragdo (com
0s conceitos do capitulo 5). Por fim, no capitulo 7, sao colocadas as conclusoes e
perspectivas futuras para continuagao do trabalho.



2 PIEZELETRICIDADE

2.1 Introducao

De acordo com o Online Etymology Dictionary, o prefixo piezo deriva da palavra
grega piezein, que significa pressionar, ou seja, piezeletricidade é a eletricidade pro-
duzida através de pressao.

A primeira publicacao cientifica envolvendo piezeletricidade é de 1880, de auto-
ria dos irmaos Jacques e Pierre Curie (MOHEIMANI; FLEMING, 2006). Os irmaos
Curie descrevem experimentos com alguns cristais que geram eletricidade conforme
sdo submetidos a uma variacao de pressao, um efeito analogo a piroeletricidade
(fenbmeno que remete a geragao de eletricidade devido a variagcao de temperatura)
que ja era conhecida naquela época e que ocorria nos mesmos cristais utilizados nos
experimentos (CURIE; CURIE, 1880). Esse efeito € conhecido como efeito piezelétrico
direto. No ano seguinte, através das leis fundamentais da termodinamica, o efeito pie-
zelétrico inverso, que € a ocorréncia de uma deformacao mecénica devido a acao de
um campo elétrico, foi previsto matematicamente por LIPPMANN (1881).

A primeira importante aplicacdo de materiais piezelétricos surgiu durante a pri-
meira guerra mundial, cerca de 35 anos depois da descoberta dos irmaos Curie,
quando Langevin criou um sonar composto por placas piezelétricas. Apds 0 su-
cesso da invengcao de Langevin, materiais piezelétricos foram utilizados em muitas
aplicagées como, por exemplo, em transdutores ultrassénicos e estabilizadores de
frequéncia para osciladores de tubo de vacuo (MOHEIMANI; FLEMING, 2006).

Com o passar dos anos, foram descobertas propriedades piezelétricas em varios
materiais. Conforme ZHU (2010), Busch e Scherrer descobriram propriedades pie-
zelétricas no dihidrogenofosfato de potassio na década de 1930, e Jaffe e seus co-
legas de trabalho descobriram efeitos piezelétricos no titanato-zirconato de chumbo
(PZT), na década de 1950.

No final da década de 1960, cientistas japoneses descobriram que o fluoreto de
polivinilideno possuia altas propriedades piezelétricas apds polarizacdo em alta tem-
peratura e pressao (HU et al., 2018), enquanto na década de 1980 ocorreu o desen-



18

volvimento das ceramicas de niobato de chumbo e magnésio (HAERTLING, 1999) e
no inicio dos anos 2000 alguns estudos mostraram altos coeficientes piezelétricos, na
ordem de mais de 1500 pC/N, em cristais de titanato de chumbo e niobato de chumbo
e magnésio (ZHANG et al., 2018).

2.2 Ceramicas piezelétricas

Segundo HAO et al. (2019), as ceramicas piezelétricas que possuem as melhores
propriedades sao as que cristalizam em uma estrutura do tipo perovskita. Conforme
ASSIREY (2019) , uma estrutura é dita perovskita quando é da forma genérica ABXs,
onde A e B sao cations de tamanhos diferentes e X € um anion ligado a ambos (ge-
ralmente oxigénio), e possui a mesma estrutura cristalografica do titanato de calcio
(CaTiOs3), que também é conhecido como Perovskita, em homenagem a Lev Perovski.
Na figura 1 tem-se a representacao de uma estrutura do tipo ABO;, onde A é um
cation bivalente e B € um cétion tetravalente.

2+

>

4+

o w

Figura 1: Estrutura perovskita ABO; (ASSIREY, 2019).

Para preparar uma ceramica piezelétrica perovskita, mistura-se pos finos de éxidos
de metal em uma proporcao especifica. Entao, a mistura € aquecida (formando um
pd uniforme), misturada com um ligante organico e moldada em formas especificas.
Essas formas sdo aquecidas formando uma estrutura cristalina densa. Em seguida
sao resfriadas e colocados eletrodos nas superficies apropriadas da estrutura. Apds
esse processo, os cristais da estrutura ndo tém a mesma diregao de polarizagao (figura
2 (a)), e entao a estrutura é submetida a um campo elétrico, fazendo com que todos
os cristais tenham a mesma direcao de polarizacao (figura 2 (b)). Apos a retirada
desse campo elétrico, os cristais ndo voltam para a configuracao antiga e os dipolos
ficam alinhados na mesma diregao com leves alterac¢oes (figura 2 (c)) (MOHEIMANI;
FLEMING, 2006).

Essa ceramica polarizada sofre deformagdes quando submetida a estimulos
elétricos e produz diferenca de potencial elétrico quando submetida a acdes
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Figura 2: Polarizacao da estrutura perovskita, onde (a) € a polarizacao inicial, (b)
€ a polarizacao enquanto a estrutura € submetida a um campo elétrico e (c) € a
polarizagao apoés a retirada desse campo elétrico (MOHEIMANI; FLEMING, 2006).

mecanicas. A figura 3 reproduz as reagdes ocorridas na ceramica polarizada. Quando
ocorre a agao de uma forga comprimindo a estrutura no sentido da polarizagao (e con-
sequentemente deixando-a levemente mais baixa e larga), € gerada uma diferenca
de potencial elétrico de mesma polaridade que a ceramica (figura 3(b)). Quando
tem-se uma tensao no sentido da polarizacao (deixando a estrutura levemente mais
alta e fina), ocorre a geracao de uma diferenca de potencial elétrico de polaridade
oposta (figura 3(c)). E quando alguma diferenca de potencial elétrico for aplicada,
uma deformacao na estrutura vai ocorrer, e essa deformacao depende do sentido da
polaridade da diferenca de potencial elétrico. Se a polaridade da diferenca de poten-
cial elétrico for no mesmo sentido da ceramica, entdao a ceramica ficara maior e mais
fina (figura 3(d)). Caso seja no sentido oposto, entao ficara menor e mais larga (figura
3(e)) (MOHEIMANI; FLEMING, 2006).

g () 0 "

5

(+) (-) (+) (-)

fal il icl idh [

Figura 3: Reacdes da ceramica polarizada, (a) representa o sentido da polarizagao
da estrutura. (b) e (c) representam, respectivamente, a diferenga de potencial elétrico
gerada na estrutura apdés uma compressao € uma tensao no sentido de polarizagao.
(d) e (e) representam, respectivamente, as reagcdes mecanicas na estrutura apds a
aplicagcao de uma diferenca de poténcial de mesmo sentido e de sentido oposto a
polaridade da ceramica (MOHEIMANI; FLEMING, 2006).
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2.3 Equacoes da piezeletricidade

Segundo AWRUCH; LINN; MORSCH (2018), um problema estatico de elasticidade
linear é definido se sdo satisfeitas as equacdes de equilibrio, equagcdes de compatibi-
lidade de deformacgdes, equagOes constitutivas e condigdes de contorno. No caso de
um problema dinamico, ainda é necessario que sejam satisfeitas algumas condigdes
iniciais para as componentes de deslocamento e de velocidade.

Na teoria de elasticidade linear, segundo AWRUCH; LINN; MORSCH (2018), sao
chamadas de equacoes (ou relacoes) constitutivas as relagdes entre as componentes
de tensao e de deformacao especifica. Essas equacdes sao conhecidas como a Lei
de Hooke generalizada.

Ampliando esses conceitos para os problemas de piezeletricidade linear, sao
acrescentadas novas variaveis, equacoes e condicoes relacionadas a piezeletrici-
dade. As equacgdes constitutivas, além de relacionar os componentes de tensao e
de deformacao especifica, também vao envolver os componentes do campo elétrico e
do deslocamento elétrico.

Conforme YANG (2005), a teoria da piezeletricidade linear consiste nas seguintes
equacgoes:

oT; .
87]+Pfi = pPUj, (1)
Ly
0D,
1 — 2
Tij = Cijricr — erij L, (3)
D; = eipep + €Ly, (4)
1 Bul an
il T g (axj + ax,-> ! ®)
_ 09

em que T;; e ¢;; S&0 0s tensores de tensdes e deformagdes, p € a densidade de massa
do material, p; é a densidade das cargas elétricas livres, f; & a for¢a de corpo por
unidade de massa, u; € D; sao os deslocamentos mecanicos e elétricos, E;. € ¢ sao
o campo elétrico e o potencial elétrico, e c;ju, ek, €, SA0 as propriedades elasticas,
piezelétricas e dielétricas.

As equacoes (1) e (2) representam as equagdes de movimento e de carga, as
equacoes (3) e (4) sao as relacoes constitutivas e as equacgoes (5) e (6) sao as
relacoes entre deformagao e deslocamento mecanicos e entre campo e potencial
elétricos. Além de satisfazer essas equacgoes, o problema também precisa satisfazer
as condicoes iniciais e de contorno.
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Tabela 1: Troca de indices

ij (ou ki) p (ou q)
11

22
33
23 ou 32
31 0u 13
12 ou 21

OO wWN =

2.3.1 Tensores e a notacao matricial

Uma forma de simplificar os indices das relagdes constitutivas, é utilizar a notacao
matricial compacta (YANG, 2005). A forma compacta troca os pares de indices ij e k/
por novos indices p e q, de acordo com a tabela 1.

Utilizando a troca de indices da tabela 1 nas equacodes (3) e (4), obtém-se as
relagdes constitutivas na notagao matricial compacta:

Ty, = cpgeq — expE (7)

Di = €iq€q -+ EikEk- (8)

Considerando, i,k = 1,2,3 e p,q = 1,2,3,4,5,6, € possivel escrever as equagdes
(7) e (8) na forma matricial:

T Ci1 Ci2 C13 Cia Ci5 Cip €1 €11 €21 €31
T C21 Cg2 Co3 Coqa Co5 Co6 €2 €12 €22 €32 E
T3 _ C31 C32 C33 C34 C35 Czp €| | €13 €23 €33 El (9)
T, Cq1 Cq2 C43 Caqa C45 Cyp €4 €14 €24 €34 E2
T Cs1 Cs2 Cs3 Csqa Cs5 Csp €5 €15 €25 €35 ’
| Ts ] | C61 Ce2 C63 Cea Co5 Ce6 | | €6 | | €16 €26 €36 |
e
€1
€2
D, €11 €12 €13 €14 €15 €16 €11 €12 €13 Ey
€3
Dy | =] ea1 €22 €23 €24 €25 €26 c + | €21 €22 €23 E, |. (10)
Ds €31 €32 €33 €34 €35 €36 : €31 €32 €33 Es
5
€6
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De acordo com TIERSTEN (1969), as ceramicas polarizadas ferroelétricas (dentre
as quais, as ceramicas perovskitas) possuem a mesma simetria dos cristais hexago-
nais da classe Cs, = 6mm. E possivel reduzir a quantidade de constantes utilizadas
nas equacoes (9) e (10), visto que algumas dessas constantes serao iguais devido
as simetrias do material e outras serdao nulas devido as propriedades do material.
Considerando o eixo z3 sendo a diregao da polarizagao, as matrizes das constantes
elasticas, piezelétricas e dielétricas sao dadas por:

i1 Ci2 Ci3 0 O
Ci2 Ci11 Ci13 0 0
C13 €13 C33 0 0 7 (11)
0 0 0 cg 0O O
0 ca O
0 0 «cg

0 0 0 0 €15 0
0 0 0 e5 0 0 (12)

€31 €31 €33 0 0 0

e
€11 0 0
0 €11 0 5 (13)
0 0 €33

com cgg = (Cll — 012)/2.

2.3.2 Constantes do material: elasticas, piezelétricas e dielétricas

As constantes utilizadas nas relagoes constitutivas mostradas nas equacodes (9) e
(10) representam propriedades do material utilizado. Conforme as normas de pieze-
letricidade propostas em 1987 pelo |IEEE (The Institute of Electrical and Electronics
Engineers), os valores dessas constantes sao obtidos através de amostras e técnicas
experimentais (IEEE, 1987).

O significado dos trés tipos de constantes (elasticas, piezelétricas e dielétricas) é
apresentado por MOHEIMANI; FLEMING (2006). A constante elastica ¢;; € dada pela
razao entre a deformacao na direcao i e a tensao na dire¢ao j (desde que nao ocorra
mudanca de tensao nas outras duas direcoes). Os indices 1, 2 e 3 indicam tensoes e
deformagoes diretas, enquanto que os indices 4, 5 e 6 indicam tensdes e deformacoes
por cisalhamento. A constante piezéletrica ¢;; € dada pela razao entre a deformagéao
na direcdo j e o campo elétrico aplicado ao longo do eixo i (desde que as tensdes
se mantenham constantes). Por fim, a constante dielétrica ¢;; determina a carga por
unidade de area no eixo i devido a acao de um campo elétrico aplicado ao longo do
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3 OTIMIZACAO TOPOLOGICA

3.1 Introducao

Uma forma de diminuir os custos de fabricacao de estruturas e pegas em grande
escala é reduzindo a quantidade de material utilizado. Mas certamente, uma estrutura
de uma construcao, ou até mesmo uma peca de um aviao, precisa ser projetada com
capacidade para exercer uma determinada funcao fisica, e com seguranca.

Conforme QUERIN et al. (2017), a otimizacao estrutural é o processo de deter-
minar a melhor distribuicao de material dentro de um dominio de volume fisico, que
satisfaca determinadas restricoes de projeto e de fabricacao impostas. Exemplos de
restricdes podem ser dados por uma quantidade de volume de material, pela presenca
(devido a um engaste ou pela aplicacao de carga em determinado ponto) e auséncia
(devido a necessidade de algum furo) de material em determinados locais da estru-
tura.

A melhor distribuicao de material € considerada aquela (dentre as que satisfagam
todas as restricoes de projeto e de fabricacao impostas) que otimiza (maximiza ou mi-
nimiza) uma determinada funcao, chamada de fungao objetivo. Na area de otimizacao
estrutural, o objetivo mais comum € o de minimizar a flexibilidade da estrutura (equi-
valente a maximizar a rigidez) satisfazendo as equagoes de equilibrio e um determi-
nado volume de material (BENDSOE; SIGMUND, 2003). Outro exemplo de objetivo é
apresentado por BRUGGI; DUYSINX (2012), no qual é minimizada a quantidade de
material da estrutura sujeita a condicoes de flexibilidade e esforcos de tensao realiza-
dos. Além disso, alguns exemplos de outras caracteristicas que podem ser utilizadas
nas fungdes objetivo para problemas estruturais sao: controle de vibragdes e custo de
fabricacdo (HAFTKA; GURDAL, 1992).

De acordo com BENDSOE; SIGMUND (2003), existem trés categorias de
otimizagao estrutural: de dimensionamento, de forma e topologica. Otimizacdes de
dimensionamento e de forma envolvem, respectivamente, encontrar as dimensodes e
formatos dos contornos da estrutura, de modo que satisfagam as restricoes e otimizem
a fungao objetivo.
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A otimizacao topoldgica € uma categoria mais geral de otimizacao estrutural, que
abrange mais aspectos que as duas categorias anteriores. O material pode ser posi-
cionado em qualquer posicao, desde que nao tenha uma restricao imposta. Por ser
mais abrangente, a otimizacao topoldgica permite encontrar o leiaute ideal para uma
estrutura dentro de um dominio especifico (BENDSOE; SIGMUND, 2003).

A figura 4 exemplifica 0 que ocorre nas otimizagoes de dimensionamento (figura
4(a)), de forma (figura 4(b)) e topoldgica (figura 4(c)). No lado esquerdo estao repre-
sentados os dominios (posicdes que podem ter material) e no lado direito estao as
estruturas otimizadas.

a)

T B¥avava]

Figura 4: Categorias de otimizacao. Em (a) ocorre a otimizacao de dimensionamento,
em (b) ocorre a otimizacao de forma e em (c) ocorre a otimizagao topolégica (BEND-
SOE; SIGMUND, 20083).

3.2 Aspectos historicos

De acordo com KIRSCH (1993), acredita-se que Maxwell (no final do século XIX) e
Michell (no inicio do século XX) escreveram os primeiros trabalhos envolvendo concei-
tos de otimizagao estrutural para encontrar cotas inferiores para o peso de estruturas
trelicadas.

Apesar do desenvolvimento da teoria ter ocorrido no inicio do século XX, nao foram
feitos tantos avangos praticos nos anos seguintes. Apenas na década de 1960, com a
criacao do Método dos Elementos Finitos (MEF) e o surgimento de computadores di-
gitais modernos, a otimizagao foi introduzida naturalmente nas praticas de engenharia
(GUO; CHENG, 2010).

No final dos anos 1960, Prager (de forma analitica) e Venkaya (de forma numérica)
apresentaram uma abordagem alternativa, chamado de Critério Otimo. Durante os
anos 1970 e 1980, ocorreram avancos na programacao matematica e no Critério
Otimo, possibilitando solugdes mais eficientes (KIRSCH, 1993).
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Para os casos de volume de material total prescrito, BENDSOE (1999) apresentou
um método baseado em uma fungao densidade, que determina a densidade de ma-
terial de cada elemento finito da estrutura. Mais tarde, esse método ficou conhecido
pela sigla inglesa SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization).

Para o problema de minimizagao de flexibilidade de estruturas carregadas estati-
camente, SIGMUND (2001) contribuiu com um cddigo compacto de 99 linhas capaz
de resolver um problema de otimizagao bem posto.

3.3 Problema da minima flexibilidade

O problema da minima flexibilidade consiste em encontrar, dentro das possibilida-
des permitidas, a topologia da estrutura que tenha a flexibilidade minima. Essa estru-
tura precisa satisfazer as equacdes de equilibrio, a restricao de volume de material,
além de possuir material nos locais de aplicacao dos carregamentos.

Considerando a forma bilinear da energia a(u, v) e a forma linear dos carregamen-
tos I(u) dadas por

a(,0) = [ epy(2)ep(u)z, (v)d0 (14)

l(u) = /Q fudQ+ [ tuds, (15)

BENDSOE; SIGMUND (2003) descrevem o problema de minimizac¢ao da flexibilidade
na forma continua (outras restricoes podem ser acrescentadas de acordo com a ne-
cessidade do projeto):

rréi[rjl l(u)
s.a. a(u,v) = I(v),paratodov € U - (16)
Vmat = QVQ

em que U é o espaco dos campos de deslocamentos admissiveis, V,,..;, Vo € Q repre-
sentam o volume da estrutura otimizada, o volume do dominio considerado, também
chamado de dominio fixo estendido conforme BENDSOE; SIGMUND (2003) e a fracao
de volume desejada (em relacao ao dominio fixo estendido).

3.4 Metodo das densidades

Para a obtencao da topologia 6tima de uma estrutura, € necessario determinar
quais pontos do espaco devem ser ocupados por cada tipo de material (BENDSOE;
SIGMUND, 2003), e consequentemente quais pontos ndo devem possuir material ne-
nhum.
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O primeiro passo para encontrar a estrutura otimizada é restringir o dominio para
a regiao no qual o material isotrépico pode ser colocado, chamada de dominio fixo
estendido e denotada por Q.

Em uma estrutura qualquer, denota-se o conjunto de pontos que possuem material
por Q,..:, que & um subconjunto de 2. Com isso, define-se uma funcao densidade d,
para qualquer ponto z € Q:

1 Q
dQ (x) _ 9 Se xr 6 mat 7 (1 7)
0, se x & Qat

ou seja, a fungao dqn(x) assume valor unitario para os pontos que possuem material e
valor nulo para os pontos que nao possuem.

Considerando cgq o tensor constitutivo do material isotropico da estrutura, pode-se
reescrever o tensor constitutivo para cada ponto:

Cpg(T) = dﬂ($)cgq- (18)

Quanto ao volume da estrutura, pode-se considera-lo na forma de uma integral:

Vs = /Q doy(x)dS2. (19)

De acordo com BENDSOE; SIGMUND (2003), a abordagem mais utilizada para
abordar esse problema envolve substituir a fungao densidade dq(x), que é de natu-
reza discreta, assumindo apenas valores unitario e nulo, por uma fungao densidade
p(x) que seja de natureza continua, podendo assumir qualquer valor entre 0 e 1, e
entao introduzir um expoente de penalidade p na fungao p(x), com o objetivo de apro-
ximar as densidades intermediarias para os valores 0 ou 1, evitando as escalas de
cinza que podem ocorrer na implementacao computacional (que utiliza a cor preta
para indicar onde tem material isotropico, branca para onde nao tem e escalas de
cinza para densidades intermediarias).

Substituindo as funcboes de densidade (a discreta pela continua) e aplicando a
penalizagao (apenas na expressao do tensor constitutivo), tem-se o método SIMP, e
as equacoes (18) e (19) sao reescritas como

Cpg(T) = p(ﬁﬂ)pcgq- (20)

Vo = /Q p(x)dS. (21)

Para problemas da minimizacdo de flexibilidade com restricdo de volume, as
praticas computacionais garantem que a otimizagao resulta em uma topologia "0-1”
para algum p suficientemente grande, sendo que para problemas considerados em
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Tabela 2: Relagao entre o expoente p e a flexibilidade

expoente p flexibilidade I(u)
1 107,3787
2 126,6040
3 127,2321
4 128,8668

duas dimensoes, tem-se que

2 4
- , 22
b= aX{l—y’l—i—V}’ (22)

em que v € o coeficiente de Poisson do material isotropico (BENDSOE; SIGMUND,
2003), que é determinado pela razao entre a deformacao na direcao transversal e a
deformacao na direcao da tensao aplicada.

A tabela 2 e a figura 5 remetem a um dominio de projeto com 60 x 24 elementos,
com distribuicdo de 50% de material isotropico que possui coeficiente de Poisson v =
1/3, extremidade do lado esquerdo engastada e do lado direito livre, além de uma
carga unitaria aplicada no canto inferior direito do dominio de projeto.

A tabela 2 mostra a relagao entre a escolha do expoente de penalidade e a flexibili-
dade, mostrando que quanto menor for o expoente, menor sera a flexibilidade (funcao
objetivo que deve ser minimizada). Essa relacao leva a crer que quanto menor o0 ex-
poente, melhor € a solugao, pois o objetivo € menor, mas a figura5 mostraquep =1e
p = 2 levam a resultados com muitos pontos de densidades intermediarias, e portanto
nao devem ser utilizados. Ja para expoentes de penalidade iguais a 3 e 4, nota-se
uma estrutura do tipo "0-1"com bordas bem definidas, evidenciando que p deve ser
maior ou igual a 3 (para v = 1/3) conforme o critério determinado em (22).

Expoentes maiores (p > 5) trazem duas desvantagens:

» Fornecem estruturas com flexibilidade maior (menos rigidas) do que as solugdes
de expoente p =3 e p =4,

« Exigem um custo computacional maior por causa da poténcia maior, além de
problemas de condicionamento de matrizes.

3.5 Critério Otimo

Uma das maneiras de resolver um problema de otimizacao de uma funcao sujeita
a uma restricao (ou restricoes) é utilizando Multiplicadores de Lagrange. Conforme
STEWART (2010), se em um ponto P(xg, yo, 20) OCOrre uma solugao de um problema
do tipo
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Figura 5: Estruturas obtidas para diferentes expoentes de penalidade p.

max /min f(z,y, 2)

s.a. 9(r,y,2) =0, (23)
h(x,y,2) =0
entao existem \;, A\, tais que
V f(xo, Y0, 20) = MV g(z0, Y0, 20) + X2V h(z0, Y0, 20), (24)

em que V é o operador gradiente e A\, A, sdo nimeros chamados de Multiplicadores
de Lagrange.
Considerando (16) e (21), obtém-se o problema de otimizacao:

216151 I(w)
s.a. a(u,v) =I(v),paratodov € U . (25)
Vinat = Jo p(2)dQ2 = QVq
0<pmin<p<1
Adaptando a equacao (24) ao problema abordado na equacao (25), tem-se
Vi(u) = MV [a(u, v) — 1(0)] + AV { | plwyd - Qva) . (26)

Um obstaculo para resolver esse problema é o fato de existirem infinitas variaveis
para serem avaliadas, visto que a densidade em cada um dos infinitos pontos € uma
variavel. Para evitar essa situagao, a estrutura é dividida em n partes (elementos), e a
restricao de volume é considerada em notacao de somatério:

S0V = QVa, (27)
e=1

em que p. é a densidade do e-ésimo elemento e V. € o volume do e-ésimo elemento.
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Da mesma forma, pode-se reescrever a forma bilinear da energia:

a(u,v) = ip’e"/ecgqu(u)aq(v), (28)

e=1
Pelo fato das variaveis do problema de otimizacao serem as densidades dos n
elementos, tem-se que o operador gradiente é dado por

0 0 0
V=—,—, -, — | . 29
(apl Op2 apn) (29)

Para uma componente vetorial e arbitraria, considerando a equacgao (26), a
restricdo do volume na forma de somatorio obtida em (27) e o operador gradiente
dado em (29), tem-se que a equacao (26) é dada por

0 _ 0 [a(u,v) — (V)] + Ay aie [z”: peVe — QVo

e=1

. (30)

Considerando a equacao (15), tem-se que as derivadas parciais das formas linea-
res dos carregamentos sao nulas (pois nao dependem das densidades), e acrescen-
tando a equacao (28), obtem-se

0 [& RS
)‘18 > pﬁVecgqsp(u)eq(v)] + )\28 [Z peVe — QVQ] =0,
pe e=1 pe e=1
It Ipe
Alv@c??q%(“)gq(v) 9p. + )\QVeape =0,
>\1PP§_102q5p(u)5q(U) + X2 =0,
PPE pgEn(1)gg(v) = A, (31)

com A = —Xg/A;.
As condi¢des de otimalidade com respeito as variagées do campo de deslocamen-
tos w implicam em u = v (BENDSOE; SIGMUND, 2003), e entao, segue que:

pPE epgEp(w)eq(u) = A,

pp’é’_lcgqé?p(u)éq (u)
A

3.5.1 Encontrando a solucao: método iterativo

~ 1. (32)

Para encontrar a distribuicao das densidades p. é utilizado um método iterativo, re-
presentado pelo esquema da figura 6, onde By € dado pelo lado esquerdo da equacao
(32), considerando a N-ésima iteracao (densidade, deslocamentos e o multiplicador
de Lagrange sao atualizados em cada iteracao), e &, é um parametro de ajuste:
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— é-(l,
p - (b)) )
Ay
De forma analitica, 0 esquema representado pela figura 6 € dado por:
max(pmim (1 - Opezv) S€ ey - Bn < max<pmim (1 - C),OeN)
Penr = § MIN(L, (14 C)pey) S€  pey - By = min(1L, (1 + ()pey) . (34)

Pex * BN caso contrario

Além disso, é introduzido um limite mével {, que evita grandes variagcdes na densi-
dade de um elemento (entre duas iteracoes consecutivas), e uma densidade minima
Pmin, Para evitar a singularidade da matriz de rigidez. De acordo com a teoria, o0s
valores usuais para p,..», &, © ¢ sao, respectivamente, 0,001, 0,5 e 0,2 (BENDSOE;
SIGMUND, 2003).

pEN'BN pe(N+1)

peNlBN N"""-N.__

min{(1 + p. . 1)

min{(1 +{)p,,. 1}
Pe, By Pe, By

max{(1 —{)pe,, Pmin}

max{(1 — {)p. v Pmin}

pE’N . B"\u’ /

Figura 6: Esquema iterativo para as densidades dos elementos

Com a regra da atualizagdo da densidade exibida na figura 6, obtém-se o seguinte
algoritmo para resolver o problema:

1. Para iniciar o processo, é determinado que todos os elementos iniciem com uma
densidade que satisfaca a restricao de volume. Usualmente, utiliza-se p. = Q (a
configuracao inicial é considerada a iteracao 0 para o esquema da figura 6);

2. Calcula-se os deslocamentos;

3. Atualiza-se o multiplicador de Lagrange Ay. Para isso, € considerado um in-
tervalo [0, L2] com L2 suficientemente grande. Quando Ay — 0, tem-se que
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By — +oo e consequentemente todas as densidades aumentam ou para
(14 ¢)pe, Ou para 1 (o menor desses valores, mas que ainda € maior que p.,,), €
portanto, o volume total aumenta. Quando Ay assumir um valor suficientemente
grande, tem-se que By — 0 e consequentemente todas as densidades diminuem
ou para (1 — ¢)p., OU para p,:, (0 maior desses valores, mas que ainda € me-
nor que p., ), € portanto, o volume total diminui. Com a utilizagdo do método da
bisseccao (ou outro método como, por exemplo, 0 método de Newton-Raphson)
€ possivel encontrar Ay, de modo que ao atualizar as densidades, o volume total
€ mantido (dentro de uma margem de tolerancia). Quando isso ocorrer, tem-se o
valor de Ay atualizado. Em seu algoritmo de 99 linhas, SIGMUND (2001) utiliza
L2 = 100000;

4. Atualiza-se as densidades, de acordo com o esquema da figura 6;

5. Se a diferenca entre as densidades da iteracao anterior e da atual € menor que
uma tolerancia pré-determinada, em todos os elementos, entdo o processo itera-
tivo acaba. Caso contrario, volta-se para o passo 2 (e temos uma nova iteracao);

6. Ao acabar o processo iterativo, € gerada uma representacao grafica, similar as
representacoes apresentadas na figura 5.

A figura 7 exibe um fluxograma do método apresentado nessa subsecao.

3.6 Instabilidades numéricas

Conforme SIGMUND; PETERSSON (1998), na otimizacao topologica existem trés
tipos de problemas de instabilidade numérica:

 Tabuleiros de damas;
» Dependéncia de malha;

* Minimos locais.

3.6.1 Tabuleiros de damas

Esse tipo de problema ocorre quando a estrutura obtida apresenta uma regiao
(ou regides) em que se alternam elementos com material (graficamente representa-
dos pela cor preta) e elementos sem material (graficamente representados pela cor
branca), formando uma regidao quadriculada similar a um tabuleiro de damas (alguns
autores utilizam o termo “tabuleiro de xadrez”).

Na figura 8 tem-se um exemplo de uma mesma estrutura discretizada em 882,
3362 e 13122 elementos, onde € possivel notar a presenca dos tabuleiros de damas.
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Todos os elementos com
densidades iguais

Calcular e

deslocamentos

4

Atualizar os
multiplicadores de
Lagrange

4

Atualizar densidades

4

Diferenca entre as densidades NAO

dessa iteracgéo e da anterior € |

menor que uma tolerancia pre-
determinada?

\l, SIM

Gerar janela grafica

Figura 7: Fluxograma do método iterativo proposto na subsecao 3.5.1

Figura 8: Exemplos de tabuleiros de damas (ARAUJO; LAGES; CAVALCANTE, 2020).
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Conforme DIAZ; SIGMUND (1995), esse padrao decorre de instabilidades numéricas,
e nao por ser uma distribuigdo 6tima de material. Além disso, pelo ponto de vista de
fabricacao, essas estruturas nao sao satisfatorias. Assim, € necessario utilizar algum
artificio para que néo ocorram essas regidoes quadriculadas.

De acordo com DIAZ; SIGMUND (1995), o padrao quadriculado ocorre pois € um
padrao artificialmente mais rigido, apresentando uma rigidez maior que outros padroes
(como a disposicao em camadas, por exemplo). Isso acontece, pois o padrao qua-
driculado acaba tendo uma rigidez muito préxima de um material homogéneo com
densidade p = 0,5. Na figura 5 e na tabela 2, é possivel notar que a estrutura que
contém mais elementos de densidades intermediarias (a obtida com p = 1) possui
uma flexibilidade menor (e consequentemente uma rigidez maior) que as estruturas
gue possuem uma topologia mais proxima da “0-1” (aquelas obtidas com p > 1).

Uma das maneiras de eliminar os tabuleiros de damas, segundo SIGMUND; PE-
TERSSON (1998), € utilizando uma técnica chamada de filtro de sensibilidades. Essa
técnica é apresentada na segao 3.7.

3.6.2 Dependéncia da malha

Para resolver um problema de otimizacao topdgica, além de escolher um dominio,
€ necessario determinar a malha de elementos finitos a ser utilizada. Quando se
considera uma malha mais refinada (dividida em mais elementos, que consequente-
mente possuem tamanhos menores), a tendéncia natural € que a estrutura figue mais
eficiente devido ao aumento no numero de possibilidades para as estruturas. Em con-
trapartida, um refinamento na malha torna o processo mais lento, visto que aumenta
0 numero de elementos (e consequentemente 0 nimero de operagdes No processo).

Figura 9: Dependéncia de malha (SIGMUND; PETERSSON, 1998).

A figura 9 mostra duas topologias 6timas obtidas para 0 mesmo problema, mas
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a primeira sendo obtida com uma malha discretizada em 600 elementos, enquanto a
segunda sendo obtida com uma malha de 5400 elementos.

Conforme SIGMUND; PETERSSON (1998), um refinamento da malha deveria re-
sultar em um melhor modelamento por elementos finitos e uma melhor descricao do
contorno, e nao em uma estrutura mais detalhada como na figura 9. Existem varios
métodos para evitar esse problema. Um desses métodos € o filtro de sensibilidades
(0 mesmo que ajuda no problema de tabuleiro de damas).

3.6.3 Minimos locais

Esse tipo de problema ocorre quando a solugao converge para um minimo local
da funcao objetivo ao invés de convergir para 0 minimo global da mesma. Conforme
SIGMUND; PETERSSON (1998), pequenas alteragées nos parametros podem levar
a drasticas mudancas na topologia 6tima encontrada, ou seja, duas escolhas aproxi-
madas nos valores dos parametros podem fazer com que a solugao convirja para dois
minimos locais diferentes (ou uma para um minimo local e outra para o global). Alguns
exemplos desses parametros sdo: numero de elementos, limites méveis e parametros
do filtro.

Para diminuir esse problema, BENDSOE; SIGMUND (2003) recomendam o0s
métodos de continuagao, que sao métodos que mudam o problema da natureza nao-
convexa para convexa em um determinado numero de passos. Alguns exemplos des-
ses métodos de continuagao envolvem alteracao nos parametros em determinadas
iteracoes, aumentando gradualmente (ou diminuindo) os valores dos parametros.

Para o SIMP, uma opcao é considerar p = 1 (sem penalizacao) na primeira iteracao,
considerar p = 1 + Ap na segunda iteracao e aumentando linearmente até p = p,az-
Apesar de nao ser garantido que a solugcao encontrada sera um 6timo global, aumen-
tar o expoente de penalizagcao gradativamente fornece, na maioria dos casos, uma
solucao melhor do que considerar p = p,... desde a primeira iteracao (ROZVANY,
2007).

Ja para o filtro de sensibilidades, BENDSOE; SIGMUND (2003) recomendam
comecar com um raio de filtragem maior, e entao diminuir o tamanho do raio de fil-
tragem conforme aumenta o nimero de iteragdes.

3.7 Filtro de sensibilidades

Esse método foi introduzido por SIGMUND (1994) como uma alternativa para pre-
venir o surgimento de padroes como os tabuleiros de damas e ao mesmo tempo eli-
minar o problema de dependéncia da malha.

O filtro de sensibilidades consiste em modificar a sensibilidade (variacao das
restricoes ou da fungao objetivo em relacao as densidades) de um elemento consi-
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derando uma média ponderada das sensibilidades dos elementos vizinhos.

Segundo BENDSOE; SIGMUND (2003), esse filtro exige pouco tempo computaci-
onal extra, € simples de ser implementado e nao adiciona complexidade ao problema.
As sensibilidades atualizadas pelo filtro sao dadas pela equacao

of _ ;1 [ " op: (35)
0P p> (1]

=1
em que H; = r,;, — dist(e, i), se a distancia dist(e, i) entre o centro do elemento i e 0
centro do elemento ¢ € menor que o raio de filtragem r,,.;,,, € H; = 0, caso contrario.

Na equagao (35), o termo do lado esquerdo representa a sensibilidade atualizada,
o fator H; € um fator de peso (que implica que elementos mais prdéximos do elemento
e possuem um fator maior e elementos fora do raio de filtragem possuem fator nulo), e
a funcao f representa uma das restricdes ou a funcao objetivo. O filtro € utilizado para
atualizar as sensibilidades a cada nova iteragao.

O filtro de sensibilidades € heuristico. Ele é bastante eficiente para resolver proble-
mas com restricao de volume, mas nao é eficiente para problemas com restricao de
tensoes. Nesse caso, € necessario utilizar um filtro de densidades ao invés do filtro de
sensibilidades.

3.8 Meétodo dos elementos finitos

O Método dos Elementos Finitos (MEF) € um método numérico utilizado para re-
solver problemas em varias areas da modelagem matematica, como por exemplo, na
mecanica dos solidos, condugao de calor e eletromagnetismo.

Conforme SORIANO (2009), a primeira abordagem foi realizada na década de
1950, decorrido da evolugao da andlise matricial de estruturas e o surgimento dos
computadores. Com o passar dos anos, o MEF foi aprimorado, e consequentemente,
aumentou a possibilidade de aplicacoes, nas quais, 0 método é eficiente.

O MEF é utilizado para realizar o segundo passo do esquema iterativo mostrado
na sec¢ao 3.5.1, ou seja, calcular os deslocamentos em cada iteracao.

O primeiro passo para a aplicacao do MEF é discretizar o dominio. O dominio € di-
vidido em varios pedacos, chamados de elementos finitos (o0 conjunto de todos os ele-
mentos forma a malha de elementos finitos). Geralmente, para casos bidimensionais
sao utilizados elementos triangulares ou quadrilaterais, enquanto que em problemas
tridimensionais sao utilizados elementos tetraédricos ou hexaédricos.

Para os problemas de otimizagao estrutural aqui abordados, cujo dominio é retan-
gular, sdo utilizados elementos retangulares na maioria das vezes, visto que € a malha
mais simples de ser implementada. Nesse caso, o dominio € dividido em m linhas e n
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colunas, totalizando m - n elementos. Os vértices desses elementos retangulares sao
chamados de pontos nodais (ou nds), e sao nesses pontos que os deslocamentos sao
calculados pelo MEF. Claramente, o dominio contém (m + 1)(n + 1) pontos nodais.

A figura 10 mostra um exemplo de um dominio retangular dividido em 4 linhas e 7
colunas, totalizando 28 elementos e 40 pontos nodais (destacados em vermelho).

8 9 10 11 12 13 14
15 16 17 18 19 20 21

22 23 24 25 26 27 28

Figura 10: Exemplo de malha com 28 elementos e 40 pontos nodais.

Um procedimento importante do MEF € o de normalizar os elementos, através
de uma mudanca de coordenadas, com o uso de funcdes de interpolacdo. Ou seja,
um elemento de dimensdes a x b, que possui 0s nds (os vértices do retangulo) nos
pontos (—a/2,—b/2),(—a/2,b/2),(a/2,—b/2), (a/2,b/2) vai passar a possuir 0os nds Nos
pontos (—1,—-1),(-1,1),(1,-1),(1,1), apés a mudanga das coordenadas. Na figura 11
€ representado um elemento retangular de dimensodes a x b nas coordenadas originais,
e 0 mesmo elemento apos a transformacao das coordenadas, que sao representadas

por &, 7.

(-1.1) (1,1)

L., [f—>| L:

| - (-1,-1) (1,-1)

Figura 11: Elemento finito de dimensdes a x b € a mudanca de coordenadas.

3.8.1 Formulacao dos deslocamentos

Em problemas bidimensionais, pode-se considerar que o deslocamento de um
ponto é dado por um vetor de duas componentes, onde cada componente indica o
deslocamento em uma das direcoes. Sendo assim, considera-se
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T
u=|u ul . (36)
Em um ponto qualquer do elemento, através de fungdes de interpolagao, o deslo-
camento em uma direcdo é dado por uma combinacao linear entre os deslocamentos
(na mesma direcao) nos pontos nodais. Assim, o deslocamento (componente u) em
um ponto x &€ dado por

4
u(z) = z_: N, (37)

onde Ny, N,, N3, N, sao fungoes de interpolagao e uq, us, us, uy $a0 0s deslocamentos
nos pontos nodais (ocorre de maneira similar para a componente v do deslocamento).
Considerando o elemento finito da figura 12 em coordenadas &, n, fica claro que
quando o ponto = for exatamente o ponto 1, tem-se que a fungao de interpolacao NV,
assume valor unitario e as demais funcdes de interpolagcao assumem um valor nulo (o
mesmo vale para os pontos 2, 3 e 4 e as fungoes de interpolagao N, N3 e N,).

2, .1

n

¢

3 - & 4

Figura 12: Elemento finito com nds numerados.

Segundo SORIANO (2009), uma das maneiras de obter essas funcbes de
interpolacao é através da multiplicacao de fungdes lineares na coordenada £ com
funcoes lineares na coordenada »n, de modo que a fungcdo assuma valor unitario em
um ponto nodal e valor nulo nos demais.

Com essa ideia, a fungao interpoladora N; € dada por Ny (&, 7n) = Z1(£)II;(n). Como
N; € nula nos pontos 2, 3 e 4, tem-se que =;(—1) = 0 e II;(—1) = 0, resultando em
=1 =(1+¢&) ell; = (1+n). Nesse caso, ocorreria que N;(1,1) = (1 +1)(1 + 1) = 4,
mas para corrigir isso e a fungao ter valor unitario, basta dividir a fungao N, por 4. De
forma similar sao obtidas as demais fungdes de interpolacao, dadas por
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Ni(&m) =1+ +n)/4
Na(&,m) = (1= &) (1 +7)/4 (38)
Ns(&m) =(1=&A—n)/4

Ny(§m) = (1+6)(1—n)/4

Considerando o vetor dos deslocamentos em (36) e a utilizacao das funcdes de
interpolagao em (37), obtém-se

Uy
U1
U2
u:N10N20N30N40 fU2‘ (39)

0 Ny 0O Ny 0O N3 0 Ny us
U3
Uy

V4

Existem relacoes entre os deslocamentos, as deformacoes e as tensdes. Con-
forme SORIANO (2009), a relagao entre deslocamentos e deformacoes é dada pela
equacao ¢ = Lu, que na forma matricial & dada por

Cyy | = 0 9/0y
Vey 0/0y 0/0x

€z d/0x 0
CI

onde ¢,,, ¢, SA0, respectivamente, as deformagoes ao longo do eixo x e do eixo y, e
7zy € @ deformagéo de cisalhamento.
Substituindo a equacao (39) na equacao (40), segue que

Uy
U1
U2
Ny, 0 Ny O Ny 0O Ng O Vg
0O Ny 0 Ny 0O N3 0 Ny Us

U3

Exp d/0x 0
Eyy | = 0 9/oy
Vey 0/0y 0/0x

(41)

Uy

Uy

Considerando a regra da cadeia para derivadas parciais, obtém-se
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ON; ON;0x _ON;dy

o Ox 06 Oy O’ (42)
on  Ox On + oy On (43)
As equacodes (42) e (43) podem ser escritas na forma matricial como
ON;/O& | | 0x/0& Oy/o¢ ON; /Ox (44)
ONifon | | 0x/on dy/on | | ONi/oy |’
e de acordo com a figura 11, tem-se que = = (a/2)¢ e y = (b/2)n, e portanto,
ON;/O¢ | | a/2 0 ON,/0z (45)
ON;/on | | 0 b2 || oN;/oy |
e consequentemente,
ON; 2 ON,
or a 0O’ (46)
ON; 2 ON;
dy b on (47)

Substituindo as derivadas parciais encontradas em (46) e (47) na equacao (41),
tem-se que

_ " .
U1
Uz
81‘33
VU
ew | =B 7, (48)
us
Vay
U3
Uy
V4
em que
(1;;77) 0 _ (12+a77) 0 _ (12*(177) 0 (12*(177) 0
— (1+9 1-9 =9 1+
B = 0 2b 0 2b 0 ) 0 DY) : (49)
a+8  (A+n) a-= QO+ _ (0= _(A-n _(1+H (A=n)
2b 2a 2b 2a 2b 2a 2b 2a

Conforme SORIANO (2009), a relacao entre as tensoes e deformacoes é dada por
o = ELu + o, onde o € o vetor de tensdes, E € a matriz das propriedades elasticas e
oy € 0 vetor de tensdes iniciais.
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Um conceito muito importante para a mecanica dos soélidos € o Principio dos Des-
locamentos Virtuais. Esse principio determina que com a suposicao de um campo
de deslocamentos virtuais (gerando um campo de deformacdes virtuais) em um sélido
em equilibrio estatico, o trabalho virtual das forcas externas € igual ao das forcas inter-
nas (SORIANO, 2009). Considerando o campo de deslocamentos virtuais u*, tem-se
que o trabalho das forgas externas, W*, é dado por

/ prurdv + | t'uds, (50)

em que a primeira integral representa o trabalho realizado pelo peso p da estrutura
em todo o volume e a segunda integral representa o trabalho realizado pelas cargas
aplicadas t no contorno da estrutura. Ja o trabalho das forgas internas (tensdes) é
dado por
/' oTerdV, (51)
\%

e pelo Principio dos Deslocamentos Virtuais, tem-se

/V oTerdV — /V p urdV — /C t'u*dC = 0. (52)

As equacoes diferenciais, condigdes de contorno e condi¢des iniciais sao obtidas
através da condicao de estacionariedade do funcional apresentado em (52), ou seja,
quando a variagao desse mesmo funcional é nula. Considerando os deslocamentos
virtuais como infinitesimais, é possivel considerar os deslocamentos como reais e,
€* = € e U* = u, ao aplicar o operador variacional, a equacao (52) € dada por

5 ( /V oTedV — /V pudV — /C tTudC> — 0. (53)

Considerando ¢ = Lu e o = ELu + o, a equagao (53) é reescrita como
T [ AT s _
o (/V(ELu + o9)" LudV /Vp udV /Ct udC> 0,

5 ( / (LwELu+ofLu)av — [ pludv - [ tTudc) — 0,

/V ((Lou)"ELu + o Léu) dV — /V p’oudV — /C t'6udC = 0. (54)

Considerando as propriedades de transposicao de matrizes e as relacées u = Nu,
e B = LN colocadas nas equagoes (39), (41) e (48), obtém-se

/V ((LNsu,)"ELNu, + o/ LNéu,) dV' - /V p"Nou,dV — /C t'Nou,dC = 0,
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/ (5 (LN)"ELNu, + su? (LN)" o) dV — / Su'N"pdV — / Su'N"tdC = 0,
JV 1% C
/ su” (LN)”ELNu,dV + / uT (LN)ToodV — / Su'N"pdV — / SuTN"tdC = 0,
1% Vv 1% C
T T _ TNT TNT _ T T
/V su” (LN)"ELNu.dV = /V Su'N”pdV + /C SuN”tdC /V su” (LN)T odV,

/ su’B"EBu,dV = / SuTN"pdV + / SuTN"tdC — / SuTB o,dV.  (55)
1% Vv C 1%

Como a equacao (55) € valida para qualquer variacao de deslocamento, para cada
elemento tem-se que

( | BTEBdVe> u, = /V N”pdV, + /C N"tdC, — /V B o, dV.. (56)

Ve
A equacao (55) pode ser simplificada como um conjunto de sistemas da forma
K.u, =f., onde

K.= | B'EBdV, (57)

Ve

f, = /V N”pdV, + /C NTtdC, — /V BT o,dV.. (58)

Como todos os elementos contidos nas integrais sao conhecidos, a matriz de ri-
gidez K, e o vetor de cargas f. do elemento e podem ser calculadas através de um
método numérico (integracao de Gauss). A matriz de rigidez e o vetor de cargas do
elemento e possuem, respectivamente, dimensdes 8 x 8 e 8 x 1. A matriz de rigidez
e 0 vetor de cargas do elemento e sao acoplados em uma matriz de rigidez global K
e um vetor de cargas global f, de acordo com a numeragao dos nés do e-ésimo ele-
mento. Considerando a numeracao global ¢, g2, g3, g4 para os nés do elemento e (de
numeracao local 1,2, 3,4), entdo ocorre a correspondéncia bi-univoca apresentada na
tabela 3.

Tabela 3: Conversao de indices locais para globais

indice local indice global
1 291 — 1

2 201

3 290 — 1

4 292

5 2g3 — 1

6 203

7 2g4 -1

8 2g4
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Dessa forma, em um elemento com nés, cuja numeracao global é 15, 14, 22 e 23
(de acordo com a numeracao local vista na figura 12), o indice 1 da matriz de rigidez
e do vetor de cargas do elemento correspondera ao indice 2 - 15 — 1 = 29 da matriz e
do vetor global, assim como o indice local 2 correspondera ao indice global 2- 15 = 30,
o indice local 3 correspondera ao indice global 2 - 14 — 1 = 27, até o indice local 8 que
corresponderd ao indice global 2 - 23 = 46. A figura 13 fornece uma representagao de
como é feita a numeragao global dos graus de liberdade a partir da numeragao dos
nos.

—330

15 16 17 18 19 20 21 43 22 23 ,.

L L L] L L L L L

22 23 24 25 26 27 28 —aa — 46

Figura 13: Numeragao global dos graus de liberdade de um elemento.

Ao acoplar as matrizes de rigidez e vetores de cargas de todos os elementos na
matriz de rigidez e vetor de cargas global, tem-se um sistema Kd = f com a quanti-
dade de equagdes sendo o dobro do nimero de nés (visto que cada n6 possui duas
componentes de deslocamento). O vetor d obtido através da resolucao desse sistema
€ o vetor de deslocamentos obtido no segundo passo do esquema iterativo mostrado
na Secao 3.5.1.



4 OTIMIZACAO TOPOLOGICA PARA ENCONTRAR A
POSIGAO OTIMA DE ATUADORES PIEZELETRICOS

Nesse capitulo, o Método de Otimizacao Topoldgica visto no Capitulo 3 é utilizado
para definir a melhor posicao para a colocagao de um atuador piezelétrico. Para isso,
também é utilizado a teoria da piezeletricidade vista no Capitulo 2. Com a utilizagao
do material piezelétrico, as principais diferencas sao que agora sao utilizadas duas
variaveis de projeto para cada elemento da malha (uma para a densidade do material
nao-piezelétrico e outra para a densidade do material piezelétrico) e que o problema
de otimizacao vai ter mais restrigoes.

O material piezelétrico € considerado como continuo (assim como o material nao
piezelétrico), e apos a utilizagdo do programa de otimizagao topologica, ao invés de
gerar uma topologia 0-1 (preto e branco), vai gerar uma topologia com uma terceira
cor (vermelho) que indica a localizagdo do material piezelétrico. O local com uma
incidéncia maior de pontos vermelhos na janela grafica indica a melhor localizagao
para o atuador piezelétrico.

4.1 Introducao

Com os avancgos tecnologicos nas diversas areas da engenharia, cada vez mais
sao utilizados materiais piezelétricos para obtencao de estruturas otimizadas. Con-
forme UCHINO (2003), algumas aplicagdes dos atuadores piezelétricos sdo motores
ultrassénicos e amortecedores mecanicos.

Para a colocagao de atuadores, conforme citado por UCHINO (2003), algumas
aplicacdes, como por exemplo lasers e cameras, podem exigir a precisao de um
décimo de micrometro.

Uma colocagao de um atuador piezelétrico em um local mais adequado melhora al-
gumas propriedades desejadas, dadas pela funcao objetivo. Alguns exemplos dessas
propriedades sao a flexibilidade estrutural e as vibragoes.
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4.2 Problema de otimizacao da minima flexibilidade

De maneira similar ao método de otimizagcdo com apenas material isotrépico, o
problema da minima flexibilidade consiste em encontrar a topologia com menor fle-
xibilidade, satisfazendo as equacdes de equilibrio. Mas agora, além da restricao de
volume do material nao-piezelétrico, também ocorre uma restricao de volume para
o material piezelétrico. Para os locais em que forem aplicados os carregamentos, é
necessario que a estrutura possua material.

Além dos deslocamentos u e v devido as forgcas mecanicas, a forma bilinear de
energia também dependera dos potenciais elétricos ¢, e ¢, gerados pelo material
piezelétrico e das densidades dos materiais ndo-piezelétrico (p.,) e piezelétrico (p,).
Assim, a forma bilinear de energia € dada por

CL(U,7 v, ¢ua gbva Pus P¢) = /Q (Wu + W¢) dQ - /Q (&‘jﬂj - E1D1> dQ) (59)

onde W, e W, sao, respectivamente, os trabalhos realizados pela tensao e pelo campo
elétrico. De acordo com as equagdes constitutivas da teoria da piezeletricidade vistas
em (3) e (4), obtém-se

CL(U, v, ¢u7 ¢va Pus P¢) = /Qgij (Cpng - ekak) - Ei(eing + EZkEk)dQ (60)

Quanto a forma linear dos carregamentos [(u, ¢), além dos termos referentes as
forcas de corpo e cargas aplicadas vistos na equacgao (15), também é acrescido um
termo referente ao trabalho realizado pelas cargas elétricas, resultando na equacgao

l(u, §) = /Q fuudQ + /F tuds - /F Juods (61)

onde f,; é dado pelas cargas elétricas e ¢ € dado pelos potenciais elétricos.

De forma similar ao problema de otimizacao visto no capitulo 3, obtém-se o pro-
blema de otimizacao de estruturas com a utilizagdo de um material isotrépico e um
material piezelétrico simultaneamente:

min L, ¢y,)
u€U,py €P
s.a. a(u, v, P, Gu, Pus po) = L(v, ¢,), paratodo v € U, ¢, € ® > (62)

Vmat = QVQ ; V(b = MVQ

em que ® é o espaco dos potenciais elétricos admissiveis, V; € o volume do material
piezelétrico e M € a fracao de volume desejada do material piezelétrico em relacao ao
dominio fixo estendido.
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4.3 Meétodo das densidades

Para obter a solugao do problema de otimizagao visto em (62), € necessario deter-
minar quais pontos do espaco devem ser ocupados por material isotrépico e quais que
devem ser ocupados por material piezelétrico, levando em consideracéo as fragoes de
cada material em relacao ao total do volume do dominio fixo estendido. Cada ponto
do dominio possui uma densidade de material p (Que leva em conta o material total do
ponto) e uma densidade p; (que determina o percentual de material piezelétrico em
relagéo ao total de material). Consequentemente, tem-se que (1 — p,) é a densidade
do material isotrépico em relacao ao total de material.

As constantes utilizadas (elasticas, piezelétricas e dielétricas) sao baseadas nas
densidades dos materiais em cada ponto de forma linear, conforme BENDSOE; SIG-
MUND (2003). Para as constantes elasticas, tem-se que

epg(2) = p() [ps () oy + (1 = py(@))eu] (63)

onde p(z) remete a densidade total de material, 0 que compreende a soma (p,, + ps),
enquanto que p, e (1 — ps) remetem aos percentuais (densidades) correspondentes
de material piezelétrico e isotrdpico e ¢, ¢, S@0 0s tensores constitutivos do material
piezelétrico e do material ndo-piezelétrico. Exemplificando, para um elemento h que
possui metade de material (e a outra metade sem material), sendo essa metade com
mesma quantidade de material isotropico e de material piezelétrico, utiliza-se p(z) =
0,5 (densidade total) e p,(z) = 0,5 (percentual de material piezelétrico em relacéo ao
total), e entao, o tensor de elasticidade é dado por

cpg(h) = 0,50, 5¢4 + 0,5¢,] = 0,25¢4 + 0, 25¢,. (64)

O mesmo conceito vale para as propriedades piezelétricas e dielétricas do material,
mas como essas propriedades s6 ocorrem no material piezelétrico, os tensores dessas
propriedades sao dados por

epi(7) = p()py ()€Y, (65)

() = p(a)py(x)e,. (66)

Assim como ocorre no método de otimizagao topoldgica com utilizagdo apenas de
material isotropico, também é possivel utilizar um expoente de penalizacao para as
densidades no problema de otimizacao abordado em (62). Utilizando um expoente de
penalizacao p para a densidade total p e um expoente ¢ para a densidade do material
piezelétrico, as equacdes (63)-(66) sao reescritas como:
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cpg(T) = p(@)P [pg(x)cy + (1 — pg(x))eu] (67)
epi (1) = ()P pg () ey (68)

e
ep(2) = p(a)Ppy()le). (69)

No caso em que ps = 0, ou seja, sem material piezelétrico, a equagao (67) resulta
na equagao c;;x = p(x)Pc,, que é equivalente a equagao do tensor de elasticidade
para o problema do Capitulo 3.

4.4 Critério Otimo

Para resolver o problema de otimiza¢do colocado em (62) é utilizada a metodo-
logia dos multiplicadores de Lagrange de maneira similar ao que foi feito na secao
3.5. Nesse caso, é acrescentada uma outra restricao (e consequentemente um ou-
tro multiplicador de Lagrange) referente ao volume de material piezelétrico. Assim,
considerando o dominio dividido em n elementos finitos, o operador gradiente é dado
por

:<a ) o 9 0 a>7 (70)

9p1 9ps”  Opn Oper’ Opsz’ Opom
em que as n primeiras derivadas parciais sao em relagao as densidades totais e as n
derivadas parciais seguintes sdo em relagao as densidades de material piezelétrico.
Utilizando os multiplicadores de Lagrange do problema de otimizacao descrito em
(62), tem-se que

Vi, 6) = MV [a(tt, U, by G pus o) — L0, 00)] + AV [ [ puta)de - Qva

T AV [ /Q po()dQ — Mvﬂ} , (71)

em que no lado esquerdo esta o gradiente da funcao a ser otimizada e no lado direito
da equacao estao os produtos dos multiplicadores de Lagrange pelos gradientes das
restricoes que aparecem no problema (62).

Considerando a derivada parcial em relacao a uma densidade total arbitraria p.,
pela equacao (71), tem-se que

0 0 0
87,0(](“’ ¢) - Alaipe [a(ua v, (buv ¢v7 Pus pv) - Z(U, ¢v)] + )\2 3/)6

UQ pu(2)dQ — QVy
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aie [ /Q po()dQ2 — Mvg] , (72)

assim como, considerando a derivada parcial em relacao a uma densidade de material
piezelétrico arbitraria p,., obtem-se

l(u,¢) = A

0
[a(ua v, ¢u7 ¢v7 Pus pv) - Z(U, ¢v)} + >\Qap¢e |:/Q pu(x)dﬂ — QVQ

1
aque ap¢>e

+)\38§¢e { /Q po()dQ) — MVQ} . (73)

Os termos l(u, ¢) e I(v, ¢,) nas equagdes (72) e (73) podem ser desconsiderados,
visto que nao dependem das densidades e consequentemente as derivadas parciais
serdo nulas. Os termos a(u, v, ¢y, Pu, Pus Pv), Jo pu(z)d2 € [ py(2)d2 podem ser repre-
sentados como somatorios, de maneira similar ao que foi feito na sec¢ao 3.5. Dessa
forma, tem-se que

a(“a v, ¢u7 ¢v7 Pus p¢) = /Qsp(cpng - ekak> - Ei(eing + ezkEk)dQ
= [ alo Jico + (1= po)t)e] g — p(2) po(w)'e}, B0
- / Ex(p e + p()po() 1), By ) A

= Vi [eplpe@)” [pocl@) e + (1= pucle) e &g — pele)poe (@)l )]

e=1

n

-2V Ei(pe(@)? poe () €%y + pe()? poc () € Ex) |, (74)
[ paydo =3 vip, (75)

e
[ po(e)d2 =3 Vip (76)

Entao, as equacoes (72) e (73) sao simplificadas como

O SV, [ep )P [poe(@)ies + (1= po(@)?)ea] £g — pol@) picl2) el )]

eel

—Ais O S Vo [Bpew) poclw)el ey + pol@)poc(@)iel, )]
e e=1
el znjv gl znjv =0 (77)
Qape Z ePe Sape ] ePpe =
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SV [£0(pe (@) [pse ()5 + (1 = poe(@))eu 2y — pe()pe()ef, B

apd)e e=1
iy S Bt e B
oD Vepe + o — D Vepoe =0 78)
ve e=1 Pge e=1

Da equacao (77), segue que

)\168,06‘/5 [529(108(1‘)79 [p¢e(l')q6¢ + (1 - P¢e($)q)0u] €q — pe(‘r)ppW(z)qengk)}

0

“hig Ve [Ei(pe(x)poe() €024 + pe() poc(®) €hEr)| + Do —Ve

MV [ep (507 (e (0706 + (1 pe)7)eu) 20 — Do) picl)iel, By
— MV | Bi(ppe(0)P ™ poe (2) €y + ppe(@)P ™ poe(@) eQ Er) | + AoV = 0,
pPPe(2)P " [pge(2)1cs + (1 = poe(2)?)cu] £g — pppe(2)P ™ poe() e}, Er
—Eippe(2)" " poe(x)eyeq — Eippe(r)" " poe () €, By = Ay, (79)

onde A, = — Xy /).
De forma similar, utilizando a equagao (78),

MgV [l [l + (1= pele)ed 0 = a0y )

0
M5 Ve [Bi(pe()” pge () €020 + pe()” pge ()€}, B) | + Ay

0
~—Vepge = 0,
Dpoe P¢

Dpge
M Ve [ep(pe(@)? [apoc(x)"" ¢s — apoe(@)* ™ cu| € = pe(@) apoe(x)"" €}, Er)]
MV [Eilpe(@)Papoc(@)T b q + pe(w) apoe () €).Bi)| + AsVe = 0,
EpPe(X)qpge(2)T" [ — cul €g — eppe(w)Pape ()T €, By
—Eipe(2)P4pse ()" €ygq — Eipe(w)Papse(r)" € B = Ny, (80)
onde Ay, = —A3/\1.
4.4.1 Encontrando a solucao: método iterativo

De forma analoga ao procedimento realizado na secao 3.5.1, utilizando as
equacoes (79) e (80), obtém-se
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TuN ¢
= 1
T 13
Boy = (AW) , (82)
oN

em que B,y, B,n sao0 utilizados para a atualizagado das densidades em cada iteracao,
conforme o esquema proposto na figura 6, T, n, T,x representam o lado esquerdo das
equacoes (79) e (80) na N-ésima iteragdo, enquanto A,,, A,, sdo os multiplicadores
de Lagrange que sao atualizados na N-ésima iteracao.

O processo iterativo consiste do seguinte passo-a-passo:

1. Para a primeira iteracao, sao consideradas densidades iguais (dos dois mate-
riais) para todos os elementos (densidades equivalentes as fragcdes de volume
correspondentes);

2. Calcula-se os deslocamentos e os potenciais elétricos (utilizando o MEF);

3. Atualiza-se os dois multiplicadores de Lagrange, utilizando o método da
bisseccao (ou outro método numeérico similar);

4. Atualiza-se as densidades p e p, de cada elemento, de acordo com o esquema
da figura 6;

5. O processo € repetido até que a diferenca entre as densidades (tanto p
quanto ps) da iteragdo anterior e da atual seja menor que uma tolerancia pré-
determinada, em todos os elementos;

6. Geracao de uma representacao grafica com 3 cores. Nesse trabalho foi utilizada
a cor preta para representar o material isotrépico, a cor vermelha para represen-
tar o material piezelétrico e a cor branca para representar a auséncia de material.

4.5 Meétodo dos elementos finitos

O MEF é utilizado para realizar o calculo dos deslocamentos e potenciais elétricos
citados no passo-a-passo da secao 4.4.1. Apos a escolha da malha a ser utilizada, sdo
escolhidas as fungdes de interpolacao (as mesmas funcdes de interpolacao citadas
em (38) podem ser utilizadas).

Para a parte referente aos deslocamentos, sao utilizadas as equacoes (36)-(49),
desenvolvidas na secao 3.8.1. Para a parte referente aos potenciais elétricos, € feito
um processo similar, considerando

4
(b = Z Ne¢e7 (83)
e=1
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em que Np, N,, N3, N, sdo as mesmas funcoes de interpolacao utilizadas nos deslo-
camentos € ¢1, ¢9, ¢3, ¢4 SA0 0S potenciais elétricos nos pontos nodais.
Utilizando a forma matricial, a equacao (83) € dada por

1
_ 2
=[N No Ny N | (84)
3
P
Considerando a equagéo do campo elétrico, dada em (6), obtem-se
b1
=— N1y Ny N3 N 85
5 [8/8y][1 > N5 N, ] 5 (85)
P

De acordo com NADAL; PIGACHE (2009), a escolha mais apropriada para resolver
o problema é utilizar o Principio de Hamilton, que é determinado pela condicao de
estacionariedade do Hamiltoniano,

to
5[ (c+wydt=o, (86)

t1
em que L é o Lagrangeano do sistema e 1 é o trabalho realizado pelas forgas exter-
nas. Pela equacao (59), tem-se a energia (variagao do trabalho) e pela equacgao (61),
tem-se o Lagrangeano do sistema, e portanto, a equacao resulta em

5 ( /Q (64T — EiD; + fuu)dQ + /F tuds - /F ¢ fd,gbds) — 0. (87)

Para o problema com apenas material isotropico, conforme visto anteriormente,
considera-se u = Nu, e B = LN, e consequentemente, e = Lu = LNu, = Bu,.. Para
o problema com ambos os materiais, as matrizes de fun¢des de interpolacao e ope-
radores diferenciais sao diferentes, entao sao colocados indices u e ¢ para diferenciar
matrizes referentes ao material isotrépico e ao material piezelétrico. Para o material
isotropico, tem-se as mesmas equacodes ja colocadas no problema com apenas ma-
terial isotrépico (com o indice v nas matrizes L,N e B). Para o material piezelétrico,
tem-se a equagao E = —B,¢., dada em (85), onde B; = L;N,. Considerando essas
relacoes, além das relagoes constitutivas vistas em (3) e (4), tem-se que

5 ( /Q Lou (o)™ + ¢ (Lso)") + Loo (e(Lu)” — e(Lod)”) + fuud§2>

+6 /F tuds — § /F foéds = 0. (88)
T [
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Considerando as fungdes de interpolagéo, tem-se u = N,u. e ¢ = N4¢., a equagao
(88) é reescrita como:

J /Q (LuNuue (e(LuNyu )" + e (LoNgoe)") + LoNgoe (e(LuN,u.)” — e(LsNyoe)" ) ) dO

4 /Q £.NLu.dQ + 6 /F IN,uds 5 /F SNyods =0,

5 [ (Bu (c(Buu) + " (Byo)”) +Byo (e(Buu)” — (Byo.)")) d2
+6 /Q fuNuQ 45 [ iNuds — /F TNoods =0. (89)

Aplicando as variacoes, obtém-se

| (Buou. (c(Buu.)” + " (Byén)") +Bydo. (e(B,u.)” — (Byo)")) dO2

+ /Q £.N,5u,d0 + /F N, du,ds /F JNudods =0,
su’ /Q B,cBdQu, + su’ /Q B.e”BLdQ, + 667 /Q B,eBdOu, — 667 /Q B, B! d¢,
+ou” /Q N7 £,d + ou” /F Ntds - do! /F ¢ N f,ds = 0,

oug [/ BuchdQue+/ BueTBnggbe—|—/ NgfudQ+/ N’ tds
Q Q Q T

T T . T o T _
vy [ /Q B,¢BZdQu, /Q B, B! d¢, /F N f¢ds] 0. (90)
Como a equagao (90) é vélida para quaisquer variagdes su’ e §¢!, entdo
/ B,B7dOu, + / B.e"B’d¢, + / N7 £,dQ + / NZtds = 0, (91)
Q Q Q I'r

T
/Q B,cB”dQu, — /Q B, B! dQ¢, — /F NEjuds=0. (92)

As equacoes (91) e (92), na forma matricial, formam o sistema

Kd)u def) ¢e qu
em que
Ke, = / B.cB’dQ, (94)
Q

K, = /Q B.<"B1dQ, (95)
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Ke — [ B,eBTdQ
Pu /Q #€ ud ) (96)
K, = — [ BueBIde (97)
e _ T o T
fo = /Q N7 £,d) /F N[ids, (98)
e _ NT
fi= | NEfods. (99)

com essas integrais sendo calculadas numericamente. Da mesma forma que no pro-
blema de otimizagdo com apenas material isotrdpico, as matrizes de rigidez dos ele-
mentos sao utilizadas para montar as matrizes globais (que sao utilizadas para calcu-
lar os deslocamentos e potenciais elétricos de cada elemento no segundo passo do
esquema iterativo descrito na secao 4.4.1).



5 DINAMICA DAS ESTRUTURAS

Nos capitulos anteriores foram abordados conceitos e teorias relacionados a pro-
blemas estaticos de otimizacao estrutural. Nesse capitulo, sera abordada a parte
tedrica dos problemas dinamicos, considerando o acréscimo de uma variavel tempo-
ral.

Conforme SORIANO (2009), para estudar o comportamento dinamico dos modelos
discretos das estruturas, € necessario compreender o comportamento de modelos
denominados osciladores simples.

O comportamento dinamico € causado por vibragdes na estrutura, podendo ser
vibragoes livres (causadas pelas condic¢oes iniciais de deslocamento e velocidade) ou
forcadas (causadas por acoes externas ao longo do tempo, como por exemplo, um
terremoto ou uma corrente maritima)(SORIANO, 2009). No caso desse trabalho, o
foco sera nas vibracoes livres das estruturas.

5.1 Equacao do equilibrio dinamico

Da mesma forma que a equacao do equilibrio estatico no problema de otimizacao
topologica com dois materiais (piezelétrico e ndo-piezelétrico), a equagao do equilibrio
dinamico também pode ser obtida através da utilizagao do principio de Hamilton apre-
sentado na equacao (86).

Conforme LIU; QUEK (2003), o Lagrangeano de um sistema dinamico é dado pela
diferenca entre a energia cinética (T') e a energia potencial (I1):

L=T—TI, (100)
em que
s
T = Q/qu ude, (101)
L
M= 2/95 cedQ. (102)

Aplicando a equacéo (100) no principio de Hamilton, obtém-se
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1)
5[ (T - +W)dt=0, (103)

t1
em que o trabalho das forcas externas W é dado por:
_ T T
W—/Qu fdQ+/FTu tds. (104)

Assim como foi feito para o problema estatico, no problema dinamico também é
utilizado o MEF, utilizando a relacao entre deslocamentos e deformagodes = Lu, e as
relacoes do MEF obtidas na Subsecao 3.8.1, dadas por u = Nu,. e B = LN.

Aplicando essas relagcoes na equacao da energia cinética, obtém-se

T = 2/qu ud = 2/queN Nu.dQ = Ju/ /QpN NdQ)a,,  (105)
enquanto que aplicando as substituicdes na equacgao da energia potencial, obtém-se

1 _1[yrgr —1T( T )
H—Q/QsCsdQ—2/QueB cBu,dQ — _u! /QB cBdQ ) u,, (106)

e o trabalho das forgas externas fica representado por

wz/QquolsH/F uTtds:/QuZNdeQJr/r u”N”¢ds,

W= u’ ( /Q N7 fdo + NTtds> . (107)
I'r

Fazendo a substituicao de 7', 11 e W obtidas em (105)-(107) na equagao (103),
obtém-se

t2 l.T . . 1 T T > o
5/t1 <2ueMeue SuTK.u, +ulf,) dt =0, (108)
em que

M, = / SNTNdQ, (109)

Q
K, — / B’ cBd(, (110)

Q
fez/ N”fdQ + [ N7tds. (111)

Q T'r

As matrizes M. e K, sdo denominadas, respectivamente, matriz de massa e matriz
de rigidez do e-ésimo elemento finito, enquanto o vetor f, € chamado de vetor nodal
de forcas do e-ésimo elemento finito.

Aplicando as variacoes nos deslocamentos na equacao (108), segue que
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t2 . . . ) 1
/ (;5ueTMeue + ;UZMeéue _ ;5ueTKeue — SuTK.du, + 6qu@) dt—0, (112)
t1

e devido a comutatividade do operador variacional, & possivel agrupar os termos da
equacao (112):

/ * (507M,u, — Su”K.u, + ou’t,) dt = 0. (113)

t1
Quanto ao primeiro termo do integrando da equacao (113), aplica-se uma integral
por partes:

t=to ta el t2
— [ su'M.i.dt =~ [ SulM.u.dt. (114)

t2 . T . T .
SU M, u.dt = ‘5ue M.u,
t=t1 t1 t1

t1

O primeiro termo originado da integragcao por partes acaba sendo nulo pois as
condicoes inicial e final devem ser satisfeitas para qualquer u, e portanto, nao existem
variagbes emt =t; et = t.

Substituindo (114) na equagéo (113) e colocando o termo Ju?’ em evidéncia, tem-
se que

to
su” (—M.u, — K.u, +f.)dt = 0. (115)

t1
Como o Principio de Hamilton é valido para qualquer deslocamento, entao tem-se
que

_Meue - Keue + fe = 07

M.i, + K.u, = f.. (116)

As matrizes de massa, as matrizes de rigidez e os vetores de forcas de cada ele-
mento sao utilizados para formar a matriz de massa, a matriz de rigidez e o vetor de
forga global do problema, da mesma forma que a matriz de rigidez e o vetor de forcas
global sdo formados no problema estatico, conforme a subsegao 3.8.1. Considerando
o problema como global, a equacéo (116) é representada como

Mi + Ku = f. (117)
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5.2 Resolvendo a equacao do equilibrio dinamico

Conforme MEIROVITCH (2001), no estudo de vibragdes existe um interesse con-
sideravel em sistemas conservativos, ou seja, que possuem energia constante. Esses
sistemas conservativos nao estao sujeitos a forcas de amortecimento e forcas exter-
nas. Portanto, nesses sistemas, é considerado f = 0 na equacao (117), e obtém-se

Mi + Ku = 0. (118)

Conforme SORIANO (2009), esse tipo de sistema de equacgdes diferenciais admite
uma solucado harménica, da forma

u=,cos(w;t —0;), (119)

em que ®; € um vetor chamado de j-ésimo modo natural de vibragdo, w; e 0; séo a
frequéncia natural da vibragao e o angulo de fase correspondentes ao j-ésimo modo
natural de vibragao.
Substitituindo a solugao harmdnica u na equacao (118), tem-se que
d2

M@ (P, cos (wjt — 0;)) + K®; cos (w;t — ;) =0,

—w?Mqu cos (wjt — 0;) + K®; cos (w;t — ;) =0,
(K — wjz-M) ®; cos (w;t —0;) =0,
(K—wj?M) d,; = 0. (120)

A equacgao (120) representa um sistema homogéneo, e consequentemente, sé ad-
mite solucdo n&o trivial se o determinante da matriz (K - wJQ-M) for nulo. O determi-
nante dessa matriz vai resultar em uma expressao polinomial em wf. Para cada valor
de w7 (que é o quadrado da frequéncia natural), vai existir um vetor ®;, que € o modo
natural de vibragao correspondente a frequéncia natural w;. Em geral, as frequéncias
naturais vao ser numeros reais e positivos, e o nimero de frequéncias naturais (e mo-
dos de vibragao correspondentes) € igual ao nimero de graus de liberdade do modelo
(que vai ser a ordem das matrizes de massa e rigidez). Ordenando as frequéncias
em ordem crescente, denomina-se frequéncia fundamental como sendo a menor das
frequéncias naturais, e consequentemente, o0 modo de vibragao associado € denomi-
nado modo fundamental de vibragao.

5.2.1 Modelo modal

Conforme SORIANO (2009), em toda vibragao de estrutura existe dissipagao de
energia. Essa dissipacao de energia € representada pelo amortecimento. Adicionando
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o0 amortecimento na equacao de equilibrio, e considerando o vetor das forcas, tem-se

Mii + Cu + Ku = f, (121)

em que o C € a matriz de amortecimento.

De acordo com CHOWDHURY; DASGUPTA (2003), a forma mais eficaz de consi-
derar o amortecimento, € utilizando uma combinagao linear entre a massa e a rigidez,
da forma C = a ;M + axK, em que as constantes a,,, ax sao pré-definidas.

De acordo com GAWRONSKI (2004), uma das opg¢des mais convenientes para
solucionar a equacao (121) € utilizar o modelo modal. Para isso, considera-se a quan-
tidade de n primeiros modos de vibragao, de acordo com a ordem crescente das
frequéncias naturais. Entdo, monta-se uma matriz modal ®, com nimero de linhas
igual ao numero de graus de liberdade e nimero de colunas igual a quantidade de
modos de vibracao considerados, de modo que

q):[q)l By - D, |, (122)

em que &, é o vetor correspondente ao i-ésimo modo natural de vibracao. Apds a
construcao da matriz modal, é utilizada uma substituicao de coordenadas, através de
u = ®d, onde o deslocamento é considerado em funcao das coordenadas modais.
Aplicando essa substituicao de coordenadas na equacao (121), tem-se que

Mod + Cod + Kod = f. (123)

Multiplicando ambos os lados da equacgao (123) por &%, obtem-se

d"Mod + ¢"Codd + ¢TKdd = 3. (124)

Multiplicando ambos os lados da equagdo (124) por (®"M®)~!, e utilizando uma
notacao apropriada, conforme GAWRONSKI (2004), a equacao (124) fica simplificada:

d+2d+Dd=f, (125)
em que
Clwl 0 0
Z:2 0 CQCL}Q O ’ (126)
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w? 0 0

p_| 0 « o (127)
0 0 w?

' = (e"M®) ' d7f, (128)

e (; representa o amortecimento em relacao ao i-ésimo modo de vibragao.

As condicdes iniciais em coordenadas modais podem ser facilmente obtidas
através de manipulagdes algébricas e o conhecimento das condigdes iniciais u(0) e
u(0):

od = u,

(®TM®) 'o"Mod = (¢"Md) 'd"Mu,
d=(®"M®) ' ¢ "Mu,
d(0) = (®"M®)~'®"Mu(0), (129)
d(0) = (®"M®)'d"Mu(0). (130)

Computacionalmente, a equagao (125) € muito mais simples de ser resolvida que
a equacao (121), pois o vetor solucao possui menos variaveis (nao é necessario con-
siderar todos os modos de vibragao, diferentemente dos graus de liberdade), além do
fato das matrizes da equagao serem matrizes diagonais (Z,D), tornando-se um sis-
tema com equacdes diferenciais de segunda ordem desacopladas. Claramente, apos
resolver o problema em (125) com as condi¢des iniciais em (129) e (130), basta retor-
nar a coordenada u, através de u = &d para ter os deslocamentos reais.

5.2.2 Transformacao para Espacos de Estados

Uma opcgao para resolver a equacao (125) é utilizar o espaco de estados, reduzindo
a ordem da equagdo diferencial. E introduzida uma nova variavel vetorial d = p, e
consequentemente, a equacao (125) pode ser reescrita como

d=p (131)
p—t_-2Zp—Dd

Na forma de espago de estados, as variaveis do vetor de estados E sdo o desloca-
T
mento e a velocidade modal, E = { d p } , € a equacao (125) fica representada na

forma de estados por
O a9 (132)
-D -Z p f
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onde 0 e | sdo as matrizes nula e identidade, com ordem igual a n.

5.3 Analise Dinamica com Material Piezelétrico

Para obter as equagdes da dinamica com material piezelétrico, vamos considerar o
sistema de equacdes com material piezelétrico para a parte estatica, visto na equacao
(93) e acrescentar os termos referentes a parte dinamica, vistos na equagao (121).

Quanto as cargas elétricas, elas ndo sao influenciadas pela massa, e portanto
nao terao os termos referentes a parte dindmica, restando apenas o que ja esta na
segunda linha do sistema visto na equagao (93).

Quanto as cargas mecanicas, elas terao a influéncia da massa, e portanto, serao
acrescidos os termos Mu+ Cu na primeira equacgao do sistema em (93). Sendo assim,
a equacao de equilibrio dinamico com o uso de materiais piezelétricos, € dada por

BRI b W A R

Uma maneira de resolver essa equacao € utilizando as mesmas ideias da secao
5.2, comecgando por considerar um sistema conservativo, ou seja, sem amortecimento
e forcas externas (mecanicas ou elétricas):

u 0
= . (134)
) 0

)

Entéo, considera-se uma solu¢do harmdnica, tanto para u quanto para ¢, da forma
D,

3]- [

Substituindo (135) em (134) obtém-se

M 0
0 0

Kuu Kugf)
Kou Koo

M 0
0 0

Kuu Kuqb
Ko Kos

cos (w;t — ;). (135)

M 0 D, K.. Ki D, 0
—w? 7 cos (wjt — 0;) + ¢ 7| cos (wit — 0;) = :
K., —w’M K, D, 0
I e = ] . (136)
Kow Koo | [ Oy 0




6 RESULTADOS E DISCUSSOES

Nessa secao, sao apresentados os resultados obtidos em algumas simulagoes
(com o uso do programa Matlab), com o grafico da estrutura otimizada e as frequéncias
naturais das mesmas. Sao considerados 3 casos:

» Caso 1: viga engastada do lado direito com forca aplicada na extremidade infe-
rior do lado esquerdo;

» Caso 2: viga biapoiada com forca aplicada no meio da viga, na parte inferior;

» Caso 3: viga biapoiada com forca aplicada no meio da viga, na parte superior.

Em todos os casos, sdo consideradas as estruturas otimizadas com 50% de mate-
rial do dominio, e apresentados os resultados sem material piezelétrico e com material
piezelétrico em 10% do total de material.

Para a obtencao dos resultados, considera-se:

« Uma viga com 1 metro de comprimento e 40 centimetros de largura;

* Uma malha retangular, com 100 elementos finitos retangulares na horizontal e
40 na vertical;

« Forgca de modulo igual a 10 x 101°N.

6.1 Valores das constantes dos materiais e dos parametros utili-
zados

Além da malha de elementos finitos, da geometria da viga e da for¢a aplicada, é
necessario colocar no cédigo os valores das constantes mecénicas e elétricas dos
materiais utilizados. Os valores utilizados no cédigo (e apresentados nessa secao)
sao os mesmos utilizados por SILVEIRA (2012).

As matrizes das constantes elasticas, piezelétricas e dielétricas do material pie-
zelétrico, apresentadas em (11)-(13), sdo dadas respectivamente por:
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12,1 7,54 7,52 0
7.54 12,1 7,52 0
7.52 7,52 11,1 0
o 0 0 211
o 0 0 211
O 0 0 0 22

- 10°N/m?, (137)

o O o O

0
0
0
0
0

0 0 12,3 0 0 |C/m? (138)

0

0
0 0 0 0 12,3 0
0
-5,4 —=5,4 15,8 O 0 O

e
8,11 0 0
0 811 0 |-107°C*/(Nm?). (139)
0 0 7,35

O material piezelétrico utiliza 0 modo ds;, modo que é caracterizado por um deslo-
camento na diregcdo 1 (eixo z) e polarizagao na diregao 3 (eixo z) (ZHANG; LU, 2017).

E possivel notar uma grande diferenca na escala dos elementos das matrizes das
constantes, o que acaba gerando um mau condicionamento na matriz global de ri-
gidez do problema (uma diferenca de ordem de 10'?). Para resolver esse mau con-
dicionamento, é feita uma troca na unidade de forga, considerando N* = 10'°N, e
consequentemente, as matrizes em (137)-(139) sao reescritas como:

(12,1 7,54 7,52 0 0 0

754 12,1 7,52 0 0 0

7,52 7,52 11,1 0 0 0 N (140)
0O 0 0 211 0 0

0o 0 0 0 211 0

o 0 0 0 0 22

0 0 0 0 12,3 0
0 0 0 12,3 0 0|C/m? (141)
—5,4 =54 15,8 0 0 0

e
81,1 0 0
0 81,1 0 |-C*/(N*m?). (142)
0 0 73,5

Para calcular os modos de vibragao, nao ocorre o problema do mau condiciona-
mento, e portanto, as matrizes colocadas em (140)-(142) nao sao mais utilizadas (sao
utilizadas apenas para a otimizacdao). Também nao sao mais necessarios 0s expo-
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entes de penalizagao, e por isso, a forma constitutiva da equacao de rigidez dada na
equacao (67) é reescrita como

Cijin = p() [po(2)cy + (1 = po(x))cd] - (143)

Para montar a matriz global de massa, considera-se a equacao (109), onde sao
montadas as matrizes locais de massa e agrupadas com a utilizacao do MEF. Com os
dois tipos de materiais, a equacao (109) é adaptada para a seguinte equagao:

Me = p(l’)

05 /Q P NTNQ + (1= py) /Q pelaStNTNdQ] , (144)

em que p,.: & a densidade do material piezelétrico e p..;: € a densidade do ma-
terial ndo-piezelétrico. Nesse trabalho sao utilizados os materiais PZT5A (material
piezelétrico) e aluminio (material nao-piezelétrico), cujas densidades sao, respecti-
vamente, 7750 kg/m?® e 2700 kg/m?3. O modulo de Young do aluminio é dado por
E =71-10°N/m? e o coeficiente de Poisson é dado por 0, 33 (SILVEIRA, 2012).

Os modos de vibracao sao obtidos por meio das solucdes da equacao (120),
no problema de autovalor (o quadrado da frequéncia natural) e autovetor (modo de
vibracao correspondente). Ja as trajetorias temporais sao calculadas a partir da pri-
meira equacao matricial do sistema dinamico apresentado em (133).

A seguir, tem-se os resultados obtidos, com os graficos dos modos de vibracao
e suas respectivas amplitudes, além das frequéncias naturais relativas a cada modo
de vibragdo. As amplitudes sdo obtidas através da Transformada Rapida de Fourier
(FFT). As trajetorias temporais do sistema, no espaco modal, sao calculadas pela
equacao (132). A forca aplicada foi considerada, para o caso 1, na diregao y do ultimo
né da discretizacdo, sendo este o do canto inferior no final da parte livre. Para os
casos 2 e 3, na direcao y logo acima do grau de liberdade anterior.

Para as simulacgdées, foram utilizados expoentes de penalizagédo p = ¢ = 3, além de
um raio de filtragem r,,,;, = 1, 2mm.

6.2 Caso 1l

Na figura 14 é apresentada a estruturada otimizada com os trés primeiros modos
de vibragao.

Figura 14: Estrutura otimizada do caso 1, sem material piezelétrico, com o 12, 2% e 3°
modos de vibragao, respectivamente.
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A figura 15 mostra a amplitude das vibragoes dos trés modos de vibragao que estao
representados na figura 14.

log10(amplitude)

I I I I I
0 125 250 375 500 625 750 875 1000 1125 1250 1375 1500

Figura 15: Amplitudes de vibracdo da estrutura do caso 1, com frequéncias iguais a
347,9 Hz, 845,08 Hz e 1087,61 Hz, respectivamente.

A figura 16 apresenta os modos de vibragao da estrutura otimizada com o material
piezelétrico (destacado em vermelho).

Figura 16: Estrutura otimizada do caso 1, com material piezelétrico, com o0 1°, 22 e 3°
modos de vibragao, respectivamente.

E a figura 17 fornece a amplitude das vibracdes dos trés modos de vibragao repre-
sentados na figura 16.

log10(amplitude)

I I I I I I I I I I I
0 125 250 375 500 625 750 875 1000 1125 1250 1375 1500
Frequéncia(Hz)

Figura 17: Amplitudes de vibragao da estrutura do caso 1, com frequéncias iguais a
419,48 Hz, 891,43 Hz e 1275,16 Hz, respectivamente.
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6.3 Caso 2

Na figura 18 é apresentada a estruturada otimizada com os trés primeiros modos
de vibragao.

Figura 18: Estrutura otimizada do caso 2, sem material piezelétrico, com o0 12, 22 e 3°
modos de vibragao, respectivamente.

A figura 19 mostra a amplitude das vibragdes dos trés modos de vibracao que estao
representados na figura 18.
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log10(amplitude)

-9.2
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-98

10 1 1 1 1 | 1 | 1 1 1 1
0 125 250 375 500 625 750 875 1000 1125 1250 1375 1500

Frequéncia(Hz)

Figura 19: Amplitudes de vibragao da estrutura do caso 2, com frequéncias iguais a
378,67 Hz, 656,44 Hz e 988,44 Hz, respectivamente.

A figura 20 apresenta os modos de vibra¢ao da estrutura otimizada com o material
piezelétrico (destacado em vermelho).

Figura 20: Estrutura otimizada do caso 2, com material piezelétrico, com o0 1¢, 22 e 3°
modos de vibragao, respectivamente.

E a figura 21 fornece a amplitude das vibragdes dos trés modos de vibracao repre-
sentados na figura 20.
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Figura 21: Amplitudes de vibragao da estrutura do caso 2, com frequéncias iguais a
547,93 Hz, 785,05 Hz e 838,22 Hz, respectivamente.

6.4 Caso3

Na figura 22 é apresentada a estruturada otimizada com os trés primeiros modos
de vibragao.

Figura 22: Estrutura otimizada do caso 3, sem material piezelétrico, com o0 12, 22 e 3°
modos de vibracao, respectivamente.

A figura 23 mostra a amplitude das vibracoes dos trés modos de vibragao que estao
representados na figura 22.
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Figura 23: Amplitudes de vibragao da estrutura do caso 3, com frequéncias iguais a
405,62 Hz, 680,21 Hz e 1099,51 Hz, respectivamente.

A figura 24 apresenta os modos de vibragao da estrutura otimizada com o material
piezelétrico (destacado em vermelho).
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Figura 24: Estrutura otimizada do caso 3, com material piezelétrico, com o 12, 2% e 3°
modos de vibragao, respectivamente.

E a figura 25 fornece a amplitude das vibragdes dos trés modos de vibragao repre-
sentados na figura 24.
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Figura 25: Amplitudes de vibragao da estrutura do caso 3, com frequéncias iguais a
549,9 Hz, 705,54 Hz e 997,02 Hz, respectivamente.

A tabela 4 fornece as frequéncias obtidas nos trés primeiros modos de vibragao
em todos os casos analisados.

Tabela 4: Frequéncia dos trés primeiros modos de vibracao (em Hz)

Estrutura 12 modo 2° modo 32 modo
Caso 1 sem piezelétrico 347,9 845,08 1087,61
Caso 1 com piezelétrico 419,48 891,43 1275,16
Caso 2 sem piezelétrico 378,67 656,44 988,44
Caso 2 com piezelétrico 547,93 785,05 838,22
Caso 3 sem piezelétrico 405,62 680,21 1099,51
Caso 3 com piezelétrico 549,9 705,54 997,02

6.5 Analise dos Resultados

No processo de otimizacdo topoldgica, a estrutura é otimizada através da
minimizacao da fungao objetivo, que nesse caso, é a minimizacao da flexibilidade (que
equivale a maximizagao da rigidez). Essas fungdes sao apresentadas nos problemas
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de otimizacao abordados no capitulo 3 (para o problema com apenas um material) e
no capitulo 4 (para a situacao com o material piezelétrico).

Tabela 5: Flexibilidade das estruturas

Estrutura Valor da funcao obijetivo (flexibilidade)
Caso 1 sem piezelétrico 1824,68

Caso 1 com piezelétrico 828,76

Caso 2 sem piezelétrico 275,86

Caso 2 com piezelétrico 128,92

Caso 3 sem piezelétrico 266,20

Caso 3 com piezelétrico 116,05

Em todos os problemas, sao utilizadas um maximo de 150 iteracoes, para o qual ja
€ possivel notar a convergéncia do valor da fungao objetivo. Nos 3 casos, € constatado
que a flexibilidade das estruturas com material piezelétrico é de cerca de 45% da
flexibilidade das estruturas sem material piezelétrico, conforme a tabela 5.

Quanto as vibragoes, é possivel notar que as estruturas com material piezelétrico
possuem uma frequéncia de vibracdo maior que as estruturas sem piezelétrico nos
dois primeiros modos de vibragdo. Isso se da devido ao aumento da rigidez da estru-
tura. No terceiro modo, para os casos 2 € 3, as estruturas sem piezelétrico apresenta-
ram uma frequéncia de vibracao maior que as estruturas com piezelétrico.

Quando se altera a configuracao do material na estrutura, um modo flexural (des-
locamento modal na direcao vertical) pode passar para axial (deslocamento modal na
direcao horizontal), como ocorreu no caso 2 e possivelmente no caso 3.



7 CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

O método de otimizagao topologica foi utilizado para a obtencao da topologia 6tima
para diversos casos, seja com material piezelétrico, ou apenas com aluminio. As
instabilidades numéricas nao ocorreram, pois 0 método possui alguns recursos para
evitar essas instabilidades.

Além do problema sem material piezelétrico, no qual SIGMUND (2001) fornece
um codigo de 99 linhas que resolve o problema, o método dos elementos finitos
também foi eficiente para resolver o problema com dois materiais (piezelétrico e nao-
piezelétrico).

Apo6s a definicdo das estruturas étimas obtidas no método da otimizacao, foi
possivel computar as vibracées da estrutura (modos, frequéncia e amplitude) com
a utilizagao do método da transformada rapida de Fourier.

Através dos resultados obtidos no capitulo 6, é possivel verificar que o material
piezelétrico tem uma contribuicao muito importante para a otimizacao das estruturas,
visto que a funcgao objetivo que é minimizada pelo método de otimizagao possui valo-
res menores com o material piezelétrico.

As estruturas com materiais piezelétricos apresentam frequéncias de vibragao mai-
ores do que as que nao contém material piezelétrico. Isso ocorre devido ao aumento
de massa e rigidez por causa da adicao do material piezelétrico.

Para trabalhos futuros, pretende-se analisar casos do comportamento dos modos
de vibracao de estruturas otimizadas com materiais piezelétricos e com restricoes de
dominio (por exemplo, restricbes de fabricacdo). Além disso, analisar o comporta-
mento dos modos de vibragdo nas mesmas estruturas, mas nao otimizadas, porém
com restricdes de dominio e comparar os resultados entre as estruturas otimizadas e
nao otimizadas, com diferentes restricoes de dominio.

Ainda, para trabalhos futuros, pretende-se utilizar os materiais piezelétricos, e a
sua localizacao advinda da otimizacao topoldgica, como atuadores. Assim, realizar o
controle das vibracoes.
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