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RESUMO

WEIMANN, Tatiane. Controle de vibracoes em vigas usando o efeito de Buracos
Negros Acusticos e atuadores piezelétricos. 2022. 91 f. Dissertacdo (Mestrado em
Modelagem Matematica) — Programa de Pds-Graduagcdo em Modelagem Matematica,
Instituto de Fisica e Matematica, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2022.

A diminuicdo do custo na construgdo de uma estrutura € almejada pelos proje-
tistas. Porém, dessa forma as estruturas se tornam mais leves € menos rigidas, e
consequentemente mais vulneraveis a vibragdes indesejadas. Por esse motivo, a
implementacdo de métodos de controle de vibragcbes € necessaria quando se trata
da utilizacao de estruturas leves e flexiveis nos projetos mecanicos. Em vista disso,
este trabalho prop6e o uso de dois tipos de controle de vibragées numa viga, passivo
e ativo, para se obter um projeto eficiente. O controle passivo ndo requer o uso
de energia adicional para o controle. Em vez disso, dispositivos e/ou técnicas que
absorvem, isolam ou dissipam a energia das vibragdes sdo adicionados ao sistema.
Para esse controle, propde-se usar o efeito dos Buracos Negros Acusticos (BNAs),
uma vez que esse efeito prevé a insercao de buracos prescritos na estrutura, fazendo
com que a vibracao fique restrita no interior do(s) buraco(s), e apenas uma pequena
parte seja refletida para o restante da estrutura. Por outro lado, o controle ativo
requer um conjunto de sensores e atuadores acoplados ou inseridos na estrutura.
Entdo, para produzir um controle ativo, deve-se escolher um atuador adequado e
implementar um controlador para o mesmo. O atuador utilizado neste trabalho é ba-
seado num material piezelétrico, e o controlador escolhido é o Regulador Quadrético
Linear (RQL). O atuador piezelétrico € usado para gerar um movimento oscilatério
contrario ao movimento existente na estrutura, para que assim ocorra o controle das
vibragbes. Para resolver o problema de controle, inicialmente modela-se o0 movimento
da estrutura que, normalmente em problemas de mecanica do continuo, € obtido
através da resolucao de um sistema de equagbes em derivadas parciais (EDPs).
Visto que a resolucéo analitica desse sistema de EDPs pode ser complicada, neste
trabalho utiliza-se o método dos elementos finitos para a discretizacdo do dominio da
estrutura. Portanto, levando em consideracado os aspectos mencionados, o objetivo
deste trabalho € simular a dindmica e o controle de vibracbes em estruturas do tipo
vigas, por meio da técnica dos BNAs e utilizar um controlador RQL para operar um
atuador piezelétrico. Outro propdsito € analisar as amplitudes das vibracoes, através
da Transformada de Fourier, com o intuito de verificar a diminuicdo da amplitude de
vibragdo gerada pela insercdo dos buracos. Os resultados destas simulagdes serao
apresentados e discutidos.

Palavras-chave: Viga, Controle de vibragdes, BNAs, RQL.



ABSTRACT

WEIMANN, Tatiane. Vibration control in beams using the Acoustic Black Holes
effect and piezoelectric actuators. 2022. 91 f. Dissertacdo (Mestrado em Mod-
elagem Matematica) — Programa de Pés-Graduacdao em Modelagem Matematica,
Instituto de Fisica e Matematica, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2022.

The reduction of cost in the construction of a structure is desired by designers.
However, in this way, structures become lighter and less rigid, and consequently more
vulnerable to unwanted vibrations. For this reason, the implementation of vibration
control methods is necessary when considering flexible structures in mechanical
projects. In view of that, this work proposes the use of two types of vibration control
in a beam, passive and active, to obtain an efficient design. Passive control does not
require the use of energy for control, instead devices and/or techniques that absorb,
isolate or dissipate vibration energy are added to the system. For this control, it is
proposed to use the effect of Acoustic Black Holes (BNAs), since this effect predicts
the insertion of prescribed holes in the structure, causing the vibration to be restricted
inside the hole(s), and only a small part is transmitted to the rest of the structure. On
the other hand, active control requires a set of sensors and actuators coupled to or in-
serted into the structure. So, to produce an active control, one must choose a suitable
actuator and implement a controller for it. The actuator that will be used in this work is
a piezoelectric material, and the chosen controller is the Linear Quadratic Regulator
(LQR). The piezoelectric actuator is employed to generate an oscillatory movement
contrary to the existing movement in the structure, so that vibrations be controlled. In
order to solve the control problem, the movement of the structure is initially modeled,
which in continuum mechanics problems, is usually obtained by solving a system of
partial differential equations. Since the analytical resolution of these equations can
be complicated, the Finite Element Method is used to discretize the structure domain.
Therefore, taking into account the mentioned aspects, the objective of this work is to
simulate the dynamics and vibration control in beam-type structures, using the ABHs
technique and to use an LQR controller to operate a piezoelectric actuator. Another
purpose is to analyze the vibration amplitudes, through the Fourier Transform, in order
to verify the decrease in the vibration amplitude generated by the insertion of holes.
The results of these simulations will be presented and discussed.

Keywords: Beam, Vibration control, ABHs, LQR.
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1 INTRODUCAO

Na contemporaneidade, nos projetos estruturais complexos, a diminui¢cdo do custo
na construcdo de uma estrutura é desejada pelos projetistas. Quando isto ocorre,
de acordo com OU; KIKUCHI (1996), as estruturas acabam se tornando mais leves,
menos rigidas e, consequentemente, mais vulneraveis a cargas externas excessivas
inesperadas. Como um exemplo de diminuicdo de custo, tomamos a reducao de peso
de uma estrutura de um carro, fazendo com que o consumo de combustivel para o
transporte do mesmo reduza. Outro aspecto que pode-se observar € quanto ao de-
sempenho da estrutura, visto que a reducao do peso pode influenciar diretamente em
caracteristicas técnicas de um projeto como, por exemplo, a acelera¢do de um veiculo
(HERRMANN et al., 2018).

Entretanto, o problema das estruturas leves e flexiveis é que, quando submetidas
a perturbacoes, estas podem apresentar vibracdes indesejadas. Essas vibracdes sur-
gem devido ao amortecimento natural dessa estrutura ser normalmente muito baixo, e
assim, uma vez que a oscilagdo comecga, pode ocorrer que nao consiga suprimir a vi-
bracdo. Segundo DUBAY et al. (2014), o baixo amortecimento e as baixas frequéncias
naturais podem gerar movimentos vibratérios com amplitudes grandes, que provocam
diversas complicacdes para o projeto. Essas vibragdes podem afetar o desempenho
do sistema e causar varios problemas mecanicos no mesmo, como, por exemplo, fa-
diga, desgaste do material, danos estruturais e consequentemente, a reducao da vida
util da estrutura (DENIS, 2014; HU; NG, 2005). Dessa forma, é mais eficiente projetar
essas estruturas simultaneamente com um controle de vibragdes, passivo e ativo, para
se obter um projeto eficaz.

1.1 Controles passivo e ativo de vibracoes

Existem diversas estratégias para o controle de vibracdes, sendo elas classificadas
em controle passivo e controle ativo, os quais se diferenciam pela necessidade/pos-
sibilidade, ou ndo, de suprir energia ao sistema para que ocorra a atenuacao das
vibragdes (NICOLETTI, 2013). O controle passivo ndo demanda o uso de energia
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adicional. Ao invés disso, sao acrescentados ao sistema dispositivos e/ou sdo empre-
gadas técnicas para absorver, isolar ou dissipar a energia de vibragdo (PENA, 2017).
Entre os dispositivos disponiveis para controle passivo, o0 mais utilizado é o Amorte-
cedor de Massa Sintonizado (AMS), o qual consiste em adicionar uma massa e uma
mola a estrutura a fim de reduzir a resposta dindmica da mesma. Em decorréncia
disso, a vibracao presente no sistema é dissipada pelo AMS, ou seja, 0 movimento
vibratério é controlado (CHANDRAN; THAMPAN, 2017). Outro método utilizado faz
necessaria a mudanca na geometria da estrutura, sendo introduzidas modificacées
no projeto da estrutura, retirando material da mesma (ZHAO; PRASAD, 2019). Este
método prevé a inser¢do de buracos prescritos na estrutura em pontos estratégicos,
fazendo com que a onda flexural, que sao as ondas presentes na viga, ao passar por
um buraco, tenha a velocidade reduzida e a amplitude aumentada. Com isso, a vibra-
cao fica restrita no interior do buraco e apenas uma pequena parte é refletida para o
resto da estrutura. Esse fendbmeno foi detalhado por MIRONQV (1988), e mais tarde
denominado efeito de “Buraco Negro Acustico” (BNA) por KRYLOV; TILMAN (2004).
Essa técnica tem sido amplamente usada nos ultimos tempos, pois tem baixo custo
para implementacao e pode gerar bons resultados na atenuacao de vibragdes, como
mostrado em WEIMANN; DOMINGUES; MOLTER (2021).

De acordo com WALD (1984), na astrofisica, o buraco negro é uma regiao do
espaco-tempo, que é um conjunto de eventos, em que cada evento € um ponto do
espaco em um instante de tempo. Assim, a caracteristica mais notavel deste espaco-
tempo é a criacao de um buraco negro, sendo ele, a priori, uma regido sem escape.
Por outro lado, o BNA ¢ considerado uma estrutura de atraso, permitindo por exem-
plo, que a velocidade do som diminua gradativamente até zero em um tubo, baseado
na diminuicdo da admitancia acustica das paredes do tubo (MIRONOV; PISLYAKQV,
2002). No caso de ondas em estruturas do tipo viga, também é utilizado o termo “bu-
raco negro acustico”, podendo ser explicado devido ao uso da acustica geométrica
(KRYLOV; TILMAN, 2004), onde buracos feitos em estruturas, com geometrias espe-
cificas, retém vibragdes. Publicagdes relacionadas aos BNAs podem ser encontradas
no artigo de revisdo de PELAT et al. (2020), o qual fornece uma perspectiva geral do
conhecimento e aplicacao do efeito do BNA no contexto acustico estrutural em artigos
revisados por pares e publicados durante o periodo de 1988 a 2020.

Ha casos em que, somente o uso do controle passivo nao é suficiente para se obter
um resultado significativo, sendo necessario acrescentar o controle ativo, o qual requer
o uso de energia adicional. De acordo com GUZMAN; SILVA; RUBIO (2020), o controle
ativo requer estruturas inteligentes, que sdo um conjunto de sensores e atuadores
acoplados a uma estrutura através de um sistema de controle ativo. Normalmente, a
proposta dessas estruturas inteligentes é gerar um movimento oscilatério contrério ao
movimento existente na estrutura, para que assim as vibra¢des se cancelem, gerando
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o controle deste movimento. Assim, o sensor é o elemento que detecta a resposta
de vibracdo, a qual é repassada ao controlador, que a partir de alguma arquitetura
implementada, ir4 gerar um sinal de controle e com base nesse sinal o atuador ir4 agir.
Dessa forma, para produzir um controle ativo, deve-se escolher um atuador adequado
e implementar um controlador para o0 mesmo.

Ha varios tipos de atuadores utilizados nos sistemas de controle de vibragcbes em
estruturas, entre eles esta o atuador de elastdmero dielétrico, que € um filme polimé-
rico que se contrai ou expande eletrostaticamente conforme a tensao elétrica aplicada
a ele. Esse material tem um rapido tempo de resposta, e por esse motivo, se mos-
tra eficaz para o controle de vibracées (HIRUTA et al., 2021). Outro atuador muito
usado neste tipo de controle é o piezelétrico, sendo empregado na coleta de energia
de vibragdes ou carga mecanica, sendo eles fixados ou embutidos nos locais onde ha
maior deformacgéo estrutural. Sua aplicacdo estd em destaque, como pode ser visto
em diversos trabalhos no ramo de otimizacao topolégica que o utilizam em estrutu-
ras (HE et al., 2021; MOLTER; SANTOS FERNANDEZ; LAUZ, 2018; GONCALVES;
LEON; PERONDI, 2019).

Quando o atuador piezelétrico é conectado a viga, a expansao e a contracao do
dispositivo produz movimento oscilante na estrutura. O objetivo desse acoplamento é
gerar vibragdes que se movam em oposi¢ao as vibragdes da viga e amenizar essas
oscilagdes.

Para a proposta do controlador, a primeira etapa é a escolha da metodologia a ser
usada na sua implementacao, existindo diversos modelos e l6gicas disponiveis nesse
ambito. As arquiteturas mais utilizadas para a atenuacao da vibracdo séo as lineares
(isto é, as equacgdes sao lineares), sendo que, entre suas técnicas usadas para deter-
minar o sinal de controle, esta a baseada na realimentacao da velocidade, pois sua
implementacao é de facil compreensdo (MOHAMMADREZAZADEH; JAFARI, 2020).
Neste sistema, o sinal que opera o atuador € constituido por uma matriz de ganhos
qgue multiplica o sinal de velocidade que surge do sensor do sistema. Seguindo esse
contexto, existem outros tipos de controladores lineares que apresentam a mesma
complexidade e estabelecem leis de controle mais precisas, sendo um deles o Re-
gulador Quadratico Linear (RQL)'. Assim como no outro sistema, neste o sinal de
controle também € gerado com base na multiplicacdo de uma matriz de ganhos, o
que difere é que esses ganhos sao calculados a partir da otimizacao de algum indice
de desempenho do sistema, como por exemplo, a velocidade do sistema ou a propria
energia do sistema (TIAN; GUO; SHI, 2020).

Na literatura, geralmente é chamado de LQR, que vém do inglés Linear Quadratic Regulator.
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1.2 Objetivos e organizacao do trabalho

O emprego de um controle passivo € uma opg¢ao para diminuir as vibracdes exis-
tentes em uma estrutura. Além disso, adicionando um controle ativo na estrutura,
tem-se uma reducdo ainda maior das mesmas. Uma vez aplicado o controle pas-
sivo, a energia necessaria para a aplicacao do controle ativo diminui. Em vista disso, a
implementacao dos dois tipos de controle concomitantemente se mostra muito promis-
sor para os projetistas estruturais, como ja apresentado no trabalho de autoria propria
WEIMANN; DOMINGUES; MOLTER (2021).

O uso da técnica dos BNAs nas estruturas € conveniente nesta pesquisa, visto
que, é eficiente e de facil execugdo. Assim que os buracos séo inseridos na estrutura,
a energia da onda € concentrada dentro deste buraco, ndo havendo propagacao e
reflexdo da onda na viga.

Ja no controle ativo, a escolha pelo controlador RQL se deu pelo fato de ser uma
implementacdo baseada em uma otimizacao, visto que este regulador apresenta uma
melhor resposta quando comparada com outros controladores. Referente ao atuador,
foi selecionado o atuador piezelétrico para ser operado pelo controlador, devido a ha-
bilidade de converter energia elétrica em energia mecanica de forma rapida, assim
expandindo-se e contraindo-se rapidamente. No contexto de vibragdes mecanicas,
este € o atuador comumente utilizado para estruturas leves e flexiveis e que operem
em frequéncias mais altas (por exemplo, acima de 20H z).

Para resolver o problema de controle, inicialmente modela-se a dindmica estrutu-
ral, sendo ela normalmente, em problemas de mecénica do continuo, obtida através
da resolugédo de um sistema de equagdes em derivadas parciais (EDPs). Entretanto,
a resolucao analitica dessas EDPs pode ser dificil, necessitando assim, técnicas ma-
teméticas que auxiliem neste processo. Um dos métodos numéricos mais utilizados
na dinamica estrutural é o método dos elementos finitos (MEF), pelo qual é feita a
discretizagdo do dominio da estrutura dividindo-o em pequenos elementos com uma
geometria mais simples. Dessa forma, é possivel trabalhar com as leis mecéanicas
nos elementos locais, e em seguida, associar a contribuicdo de cada elemento para
encontrar o modelo que rege o movimento de toda a estrutura (LIU; QUEK, 2013).

Aliado ao MEF, sao usadas outras técnicas, como a superposicao modal e a re-
presentacdo em espaco de estados, as quais tém como objetivo, respectivamente,
desacoplar as equagdes do sistema, ajudando nas suas resolugcbes (KELLY, 2017) e
converter o sistema de EDPs, que neste trabalho sdo de segunda ordem, em um outro
sistema, com o dobro de equacdes, mas de primeira ordem (OGATA, 2014).
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1.2.1 Objetivo geral

Simular a dindmica e o controle de vibragdes em estruturas do tipo vigas no soft-
ware MATLAB®, por meio da técnica dos BNAs, como controle passivo, e utilizar um
controlador RQL para operar um atuador piezelétrico, como controle ativo.

1.2.2 Objetivos especificos

Como objetivos especificos tem-se 0s que seguem.

* Modelar a dindmica estrutural com restricdes de dominio.

« Utilizar andlise modal na modelagem da dinamica estrutural.
» Resolver as equacgdes da dindmica estrutural via MEF.

» Analisar as amplitudes modais das estruturas com buracos prescritos, através da
Tranformada de Fourier, a fim de verificar a diminuicdo da amplitude de vibracao
gerada pela insercédo dos buracos.

* Modelar e resolver o problema de controle passivo, utilizando os BNAs.

* Modelar e resolver o problema de controle ativo, juntamente com o passivo, utili-
zando o controle RQL e atuadores piezelétricos no controle das vibragbes estru-
turais.

» Realizar simula¢gées numéricas e analisar os resultados obtidos.

1.2.3 Estrutura do trabalho

O presente trabalho esta dividido em cinco capitulos, sdo eles: introdugéo, dina-
mica estrutural, controle de vibracdes, resultados e, por fim, conclusdes e perspectivas
de futuros trabalhos.

Este primeiro capitulo apresentou as ideias que motivam e justificam a realizacao
deste trabalho, além da revisao bibliografica que busca resgatar e apresentar os tra-
balhos que dao sustentacao a problematica investigada e, por fim, a proposta e seus
objetivos foram apresentados na sequéncia.

O segundo capitulo exibe os fundamentos da piezeletricidade, explanando breve-
mente o seu conceito e o funcionamento das ceramicas piezelétricas, que sédo utili-
zadas como atuadores no problema proposto. Em seguida sao exibidas as equacgoes
constitutivas da piezeletricidade e a descricdo dos tensores de materiais piezelétricos.
Neste mesmo capitulo, é realizada a modelagem da dinamica estrutural, que faz o
uso da analise modal para desacoplar a equagcao de movimento através de uma trans-
formacédo de coordenadas, e ainda sdo vistas propriedades para encontrar relacdes
referentes a massa, rigidez e amortecimento, tornando a equac¢ao de movimento mais
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simples. Ap6s encontrar a equagcao de movimento, € exposta uma maneira de resol-
ver 0 modelo modal, sendo ele representado em espaco de estados. Por fim, a secéo
termina com uma breve explicacdo sobre o MEF, apresentando as fungdes interpo-
ladoras para um elemento com 4 nés e é feita a andlise da dinamica pelo MEF com
material piezelétrico.

O controle de vibragdes € introduzido no capitulo 3, explicitando o controle passivo
(usando o efeito dos BNAs) e o controle ativo (usando como atuador o piezelétrico).
Na secdo do controle passivo € ilustrado o efeito de um BNA, como também s&o vistas
as equacoes que governam esse efeito. Na se¢do destinada ao RQL, € explicado o
processo de como implementa-lo num sistema para o controle de vibragées.

Seguindo para o capitulo 4, sdo apresentados os resultados. Primeiramente, sera
feita uma comparagéo entre as frequéncias obtidas pelo software MATLAB® com o
software COMSOL Multiphysics®, a fim de validar o codigo implementado para o MEF.
Em seguida, sera confirmado por meio de simulagdes numéricas, a teoria dos BNAs,
a partir da equacao da amplitude da onda encontrada no capitulo anterior, no qual
diz que a amplitude da onda aumenta conforme sua espessura diminui. Logo apos,
sao apresentados os resultados provenientes do controle passivo, e assim, € esco-
lhida a melhor configuracdo do BNA para prosseguir com o controle ativo. Por fim,
este capitulo é encerrado com o controle ativo, em que foi implementado o controla-
dor RQL para operar um atuador piezelétrico, juntamente com o controle passivo, e
confirmou-se sua eficiéncia no controle de vibragcdes. Uma vez encontradas as fun-
cbes de controle, foi realizada uma analise para diferentes valores das matrizes de
peso, com o intuito de verificar sua contribuicdo na resposta da amplitude.

A finalizacéo do texto se da no capitulo 5, o qual expde as conclusdes e perspecti-
vas para trabalhos futuros.



2 DINAMICA ESTRUTURAL

Este capitulo esta divido em trés sec¢des, as quais apresentam de forma sucinta os
aspectos da teoria, conceitos e formalismos matematicos necessarios para descrever
a dindmica da estrutura.

A secao 2.1 inicia com uma breve descricao da histéria da piezeletricidade, sin-
tetizando sua origem e primeiras aplicagdes no meio cientifico. Em sequéncia sé&o
apresentadas as propriedades dos materiais piezelétricos, suas relacdes constituti-
vas e a descricao dos tensores materiais. Ainda, considerando o efeito de simetria
presente na estrutura de materiais piezelétricos, sédo apresentadas as relagées cons-
titutivas com uma significativa diminuicdo da quantidade de componentes nao nulos
dos tensores. Fechando a secao, € descrita a interpretagdo das propriedades elasti-
cas, piezelétricas e dielétricas do material e ainda a simplificacdo através da hipotese
do estado plano de tensdes mecanicas.

A segédo 2.2 tem inicio com a modelagem da dinamica estrutural, introduzindo a
equacao de Lagrange para derivar as equacées de movimento de um sistema de n
graus de liberdade, sendo necessério apresentar os deslocamentos e velocidades, as
energias potencial e cinética e a funcao de dissipacdo de Rayleigh para inserir na
equacao Lagrangeana. Em seguida, é utilizada a analise modal, que tem como ideia
desacoplar as equagdes de movimento usando uma transformagédo de coordenadas.
Nesta mesma secédo sao encontrados os autovalores que, apds aplicada a radicia-
cao, representam as frequéncias naturais (frequéncia com que a estrutura vibra), e
apos sao obtidos os autovetores que correspondem aos modos naturais (amplitudes
com que as vibragdes ocorrem). Na sequéncia é apresentada uma normalizacéo e
ortonormalidade, em que s&o vistas propriedades para encontrar relagdes referentes
a massa, rigidez e amortecimento e tornar as equacées de movimento mais simples,
e ainda sdo apresentadas as condi¢des iniciais do problema. Concluindo a secéo,
expde-se uma maneira de resolver o modelo modal, que é a representacao no espaco
de estados, sendo que essa representacao consiste em transformar as equagdes de
movimento em um conjunto de equagdes de primeira ordem.

A secao 2.3 é aberta com uma breve explicacao sobre o MEF, ilustrando uma ma-



25

lha de elementos finitos, contendo as informacdes presentes em cada elemento da
malha. Apoés, € apresentada a formulagdo dos deslocamentos e as fungdes inter-
poladoras para um elemento com 4 nos, e também serd mostrada a relagcédo entre o
deslocamento e a deformacdo. Em seguida, introduz-se o principio variacional, que
€ baseado no principio de Hamilton, para encontrar as equagées de movimento via
MEF com o acoplamento dos materiais piezelétricos. Por fim, novamente é utilizado a
andlise modal para facilitar a resolu¢do das equagdes do movimento.

2.1 Materiais piezelétricos

A palavra piezeletricidade significa diferenga de potencial produzida através de
pressdo mecanica, sendo que o prefixo “piezo” deriva de uma palavra grega que sig-
nifica pressionar. A primeira publicacao cientifica descrevendo o fenémeno apareceu
em 1880, de autoria dos irmaos franceses Pierre e Jacques Curie, 0s quais estavam
conduzindo experimentos em uma diversidade de cristais da época, levando-os a for-
mular a primeira teoria da piezeletricidade. Nesses experimentos, eles classificaram
um numero de cristais, tais como a turmalina, o quartzo, o topaz, o acucar de cana
e o sal de Rochelle, que apresentavam cargas elétricas superficiais quando estavam
mecanicamente tensionados (MOHEIMANI; FLEMING, 2006). Neste mesmo ano, os
irmaos Curie descobriram que os materiais piezelétricos possuem a capacidade de
gerar uma diferenca de potencial elétrico em resposta a uma tensdo mecénica apli-
cada, sendo este efeito denominado efeito direto (figura 1 (a)).

No ano seguinte, a partir de leis fundamentais da termodinamica, o efeito piezelé-
trico inverso (figura 1 (b)) foi previsto matematicamente por LIPPMANN (1881), sendo
ele o contrario do efeito descoberto por Pierre e Jacques Curie, e sua autenticidade foi
confirmada experimentalmente por eles. Portanto, por esse efeito contrario, o mate-
rial sofre uma deformacao mecéanica quando colocado em uma diferenga de potencial,
devido a agcéo de um campo elétrico (PERLINGEIRO; PIMENTA; SILVA, 2016).

Contrai e
Expande

Diferenca de
potencial

Fonte

Piezoceramica __/ Elétrica

(b)

Figura 1: llustracao do efeito piezelétrico: (a) efeito direto; (b) efeito inverso. Fonte:
Adaptado de HAO et al. (2019).

A primeira aplicacao significativa de materiais piezelétricos surgiu durante a Pri-
meira Guerra Mundial, aproximadamente 35 anos depois da descoberta dos irméos
Curie, na construcao de um sonar ultrassénico composto por placas piezelétricas, do
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qual recebe crédito Paul Langevin e seus colegas na Franca pelo trabalho. Este dis-
positivo foi utilizado para conduzir um sinal de alta frequéncia dentro da 4gua, e medir
a profundidade por meio do retorno de ecos cronometrados. Com isso, devido ao su-
cesso da invencao de Langevin, materiais piezelétricos foram utilizados em diversas
aplicagdes, entre elas estédo os estabilizadores de frequéncia para osciladores de tubo
de vacuo, sendo que, microfones, transdutores ultrassénicos e acelerémetros foram
desenvolvidos e comercializados neste periodo (MOHEIMANI; FLEMING, 2006).

No decorrer dos anos, foram descobertas propriedades piezelétricas em diversos
materiais, como por exemplo, Busch e Scherrer descobriram propriedades piezelé-
tricas no fosfato monopotéssico na década de 1930, o qual é um sal soluvel, usado
como fertilizante, aditivo alimentar e fungicida. Ja Jaffe e seus colegas de trabalho
descobriram efeitos piezelétricos no titanato-zirconato de chumbo (PZT) em 1950, e
desde entdo o sistema PZT, incluindo varios aditivos, se tornou a principal ceramica
piezelétrica para uma variedade de aplicagdes (ZHU, 2010). No final do ano de 1960,
cientistas japoneses descobriram que o fluoreto de polivinilideno, que € um polimero
de notavel resisténcia quimica, contava com altas propriedades piezelétricas apds po-
larizacdo em alta temperatura e pressao (HU et al., 2018).

Por fim, na década de 1980 foram desenvolvidas ceramicas de niobato de chumbo
e magnésio (HAERTLING, 1999) e, no inicio dos anos 2000, alguns estudos mostra-
ram que os coeficientes piezelétricos em cristais de titanato de chumbo, niobato de
chumbo, e magnésio ultrapassavam 1.500 pC'/N (ZHANG et al., 2018).

2.1.1 Ceramicas piezelétricas

Uma ceramica piezelétrica € um policristal com célula basica ndo-centrossimétrica
que, de acordo com HAO et al. (2019), as que apresentam as melhores propriedades
s&o as que cristalizam em uma estrutura do tipo perovskita. Este tipo de estrutura
€ um mineral amarelo, marrom ou preto, primeiramente denominado 6xido de titanio
de célcio, sendo que sua férmula quimica é CaTiOs, e apds Lev Perovski descobri-lo
em 1792, nomeou-se oficialmente como perovskita. Os compostos de perovskita tém
formula genérica ABX3, em que A e B séo céations de tamanhos diferentes (geralmente
os atomos A sao maiores que os atomos B) e X é um anion ligado a ambos, sendo
normalmente oxigénio (ASSIREY, 2019). Na figura 2, tem-se a representacdo de uma
estrutura perovskita do tipo ABOs;.
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Figura 2: Célula unitaria de uma estrutura perovskita. Fonte: HAO et al. (2019).

Conforme ASSIREY (2019), a viabilidade do material perovskita de combinar va-
rios componentes substituindo parcialmente os cations nas posi¢cées A e B melhorou
varias caracteristicas importantes, tais como propriedades dielétricas, 6pticas, ferroe-
letricidade, supercondutividade, piezeletricidade, entre outras.

Os cristais da estrutura tém direcao de polarizacao aleatéria e o elemento ceramico
nao tem polarizagdo, conforme ilustra a figura 3 (a). Assim, para que os cristais tenham
a mesma direcao (figura 3 (b)), eles sdo expostos a um forte campo elétrico. Apds
esse processo, chamado de polarizacdo, os cristais quase alinhados com o campo
expandem-se e o elemento ceramico dilata-se na direcao do campo, entdo, o campo
elétrico € removido e a polarizagdo permanece com leves alteracdes (figura 3 (c))
((MOHEIMANI; FLEMING, 2006)).
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Figura 3: Processo de polarizacao de ceramicas. Fonte: Adaptado de MOHEIMANI;
FLEMING (2006).

As propriedades de uma ceramica piezelétrica polarizada podem ser explicadas, de
acordo com MOHEIMANI; FLEMING (2006), pela figura 4. Essa ceramica se deforma
quando submetida a estimulacao elétrica e gera uma diferenca de potencial quando
submetida a agcdo mecanica. Dessa forma, para as proximas analises, leva-se como
base a figura 4 (a).

Quando uma forga atua na direcdo da polarizacdo para comprimir a estrutura (e,
portanto, torna-la um pouco mais baixa e larga, conforme figura 4 (b)), é gerada uma
tensdo com a mesma polaridade da ceramica. Quando ha uma tensdo mecanica
na direcao de polarizacdo (tornando a estrutura um pouco mais alta e fina, como
mostra a figura 4 (c)), uma tensao elétrica na direcao de polaridade oposta é gerada.
No momento que uma tenséo elétrica for aplicada a ceramica, uma deformagdo na
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estrutura vai ocorrer, o qual depende do sentido da polaridade da tensao elétrica.
A compresséo ou alongamento da estrutura € descrita em termos do coeficiente de
Poisson do material. Se a polaridade da tenséo elétrica for na mesma direcado de
polaridade da ceramica, entao ela ira alongar e seu diametro diminuir (figura 4 (d)), por
outro lado, se a polaridade da tensao elétrica for no sentido oposto, entdo a ceramica
vai se tornar mais curta e mais larga (figura 4 (e)) (MOHEIMANI; FLEMING, 2006).

@E@

Figura 4: Propriedade da ceramica piezelétrica. Fonte: Adaptado de MOHEIMANI;
FLEMING (2006).
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Essas ceramicas piezelétricas podem ser usadas em sensores (convertendo ener-
gia mecéanica em energia elétrica) ou em atuadores (convertendo energia elétrica em
energia mecanica). O transdutor funcionando como um atuador piezelétrico pode
assumir varias formas: em ZHU (2010), ZHANG; TAKEZAWA; KANG (2017) e HU;
ZHANG; KANG (2018) € utilizada a forma de uma placa ou em pilhas, em que varias
camadas de material piezelétrico sdo empilhadas sobre os eletrodos.

2.1.2 Equacoes constitutivas

De acordo com MORSCH; AWRUCH; LINN (2018), o problema da elasticidade li-
near estatica é definido pelas equacdes de equilibrio, relagdes de compatibilidade de
deformacoes, lei de Hooke generalizada (relacdo constitutiva entre tensédo e defor-
macao) e condi¢coes de contorno. No caso de problemas dindmicos, emprega-se a
equacado de movimento e algumas condic¢des iniciais para os componentes de deslo-
camento e velocidade ainda precisam ser atendidas. Na medida em que a tensao no
sélido depender somente da deformacao, isto é, apds a aplicacao da carga o sélido
voltar a sua forma inicial, o material é elastico (figura 5 (a)-(b)). Um mesmo material
pode passar por diferentes efeitos de acordo com o tipo da relacdo entre a tensédo e a
deformacéao, que pode ser uma fungéo linear ou néo, e ainda, se o sélido nao retorna
a sua forma inicial, diz-se que o material sofreu deformagéo plastica (figura 5 (c)), e
a tensdo nao depende somente da deformacédo. Na teoria da elasticidade linear a
equacao (ou relacao) constitutiva € a Lei de Hooke generalizada.
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Figura 5: Curvas de tensdo-deformacao para diferentes materiais. Fonte: Adaptado
de MASE; SMELSER; MASE (2010).

Estendendo esses conceitos para problemas piezelétricos lineares, sao adiciona-
das novas variaveis, equacdes e condicbes relacionadas a fendbmenos de natureza
elétrica. Assim, além de estarem relacionadas a componentes especificos de tensdes
e deformagoes, as relagdes constitutivas também envolverdo componentes de campo
elétrico e componentes de deslocamento elétrico.

De acordo com YANG (2005), as equagdes de movimento e carga que descrevem
a teoria da piezeletricidade sao, respectivamente:

Ty, .
a—j+Pfi = pg;, (1)
Lj
oD;
axi - p67 (2)

sendo p a densidade de massa, f; a forca de corpo por unidade de massa, ¢ o vetor
de deslocamento mecanico e p. € a densidade das cargas livres.

Nas relagbOes expressas abaixo, as varidveis tensdo mecanica e campo elétrico
sao forcas a serem aplicadas nas ceramicas piezelétricas, ja a deformacao mecénica
e o deslocamento elétrico s&o os resultados diretos da aplicagédo dessas forcas (FER-
NANDEZ, 2015). Dessa forma, uma férmula mista pode ser obtida, onde as variaveis
independentes sdo F e S, e as variaveis dependentes sdo 7' e D, que estdo relacio-
nadas a equacao constitutiva representadas da seguinte maneira:

Tij = clSu — exisEr, (3)

D; = e Su + €Ly, (4)

onde T;;, D;, Sy, e Ej, s@o, respectivamente, componentes do tensor de tensées mecé-
nicas, do vetor de deslocamento elétrico, do tensor de deformacdes mecanicas e do
vetor de campo elétrico. Os coeficientes cfjkl, ekij» €ix S0 as propriedades elasticas,
piezelétricas e dielétricas’, respectivamente.

'Essa constante influencia no acumulo de cargas de um capacitor. Quanto maior for essa constante
em um meio, maior sera a sua capacidade de acumular cargas para uma determinada diferenga de
potencial.
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Dentro do meio piezelétrico, o campo elétrico é derivado de um potencial elétrico
¢, que pode ser descrito pela seguinte equacao:

99

By =——0.
F 8xk

(5)
O problema proposto, além de satisfazer essas equagdes (1)-(5), precisa satisfazer
condigbes de contorno (e iniciais no caso de um problema dindmico).

2.1.3 Descricao dos tensores e notacao matricial

A fim de determinar a solucao para o problema de vibracdes, devemos conhecer
as matrizes de coeficientes materiais para a simetria especifica do material que esta-
mos considerando. Ao analisar a simetria, a representagéo matricial compacta € mais
adequada do que a representagao do tensor expandido (TIERSTEN, 1969), por levar
em consideracdao somente os termos representativos dos tensores.

Se ¢/}, sdo componentes de um tensor isotrépico de quarta ordem, ent&o tem-se
que:

Cib;-kl = 00k + BOirdji + 1040, (6)

onde o, (3 e « s&o escalares, entéo ¢/, sdo componentes de um tensor isotrépico. No
caso de se considerar a lei de Hooke para materiais isotropicos, § e « sdo iguais (vide
CHANDRASEKHARAIAH; DEBNATH (1994), pagina 365).

Assim, de acordo com CHANDRASEKHARAIAH; DEBNATH (1994), ¢,; sdo com-

ponentes de segunda ordem de um tensor isotrépico, tendo como relacao:

1 sei=j,
Oij = (7)
0 sei # 7,

0s componentes 0;;6, 00, € 965, também sdo isotropicos, agora de quarta ordem.

As grandezas envolvidas nas equagdes (3) e (4) permitem que os indices sejam
reduzidos de forma que possam ser representados por vetores e matrizes compacta-
das (YANG, 2005). Considerando a natureza tensorial das equacées (3) e (4), essa
simplificacdo visa facilitar o processamento dessas equacoes, e é realizada pela equi-
valéncia entre as notagdes tensoriais, conforme mostrado na tabela 1.



31

Tabela 1: Equivaléncia entre a notagao tensorial e reduzida.

1Joukl pougq
11 1
22 2
33 3
23 ou 32 4
5

6

31 oul3
12 ou 21

Portanto, esta notacdo reduzida consiste em substituir os indices ij e kl por p € ¢,
respectivamente, como estabelecido na tabela 1. Assim, as relacdes constitutivas das
equacoes (3) e (4), na notagdo matricial compacta, podem ser reescritas da seguinte
maneira:

T, = chSq — erp B (8)

Dl' = eiqu + EikEk- (9)

Considerando que i, j, k e l assumem os valores 1, 2 € 3, e os indices p e ¢ admitem
os valores 1, 2, 3, 4, 5 e 6, uma vez que todas as constantes sdo descritas por dois
indices, € possivel escrever as equacodes (8) e (9) na forma matricial:

i ]  r rE E E E _E | ] i ]
Ty €11 Ci2 €13 Ciy C15 Cyg Sh €11 €21 €31
E [E _E _E _E _E
15 Co1 Gy Co3 Cyy Co5 Cop So €12 €22 €33 5
E W E E E _E _E 1
T3 | 631 C3p C33 C34 C35 Csp S €13 €23 €33 10
T - E [E _E _E _E _E S B Es (10)
4 Cpn Cao Cq3 Cyy Cg5 Cyp 4 €14 €24 €34 5
E E E E E E 3
15 Cs1 Csa Cs53 Csq Cs5 Cig Ss €15 €25 €35
E [E _E _E _E E
| 16 | | Cs1 Ce2 Ces Ces Ces Ces | | V6 | | €16 €26 €36 |
e
Si
Sy
D, €11 €12 €13 €14 €15 €16 15 €11 €12 €13 Ey
3
D, = €21 €22 €23 €24 €25 €26 IS + €21 €22 €23 Ey . (11)
4
Ds €31 €32 €33 €34 €35 €36 €31 €32 €33 Es
Ss
Se

De acordo com IEEE STANDARD ON PIEZOELECTRICITY (1988), dependendo
da simetria do material, muitos dos componentes do tensor de propriedades das equa-
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cOes acima sao zero ou podem ser escritas em fungcédo de outras componentes.

Os materiais piezelétricos sdo pelo menos transversalmente isotrépicos, que é o
tipo mais simples de anisotropia, pois ha isotropia nos planos ortogonais a direcéao
de anisotropia (0 eixo ao longo do qual as propriedades mudam). Para materiais
hexagonais com anisotropia na direcao 3, considerando o efeito de simetria, podem ser
reduzidas as 21 propriedades do tensor elastico, 18 propriedades do tensor piezelétrico
e 9 propriedades do tensor dielétrico para 5, 3 e 2 propriedades, respectivamente
(FERNANDEZ, 2015). Desse modo, as matrizes de constantes eléstica, piezelétrica e
dielétrica s&o dadas, nesta ordem, por:

cﬁ cﬂ cﬂ O 0 O
kol 0 000
E c% C% c?% 0 0 0 12
Cpqg = E ’ (12)
0 0 0 ¢y 0 O
0 0 0 0 cf o
O 0 0 0 0 cé%

com C6E6 = %(CH — 012);

0 0 0 0 €15 0
epp=¢€qg=1| 0 0 0 e5 0 O (13)

€31 €31 €33 0 0 0

e
€11 0 0
k=1 0 €1 0 |[. (14)
0 0 €33

Os valores das propriedades elasticas, piezelétricas e dielétricas dependem do
material piezelétrico utilizado.

2.1.4 Constantes elasticas, piezelétricas e dielétricas do material

Conforme as normas de piezeletricidade propostas em 1988 pelo IEEE (The Insti-
tute of Electrical and Electronics Engineers), o qual € amplamente aceito como sendo
uma boa representacao das propriedades destes materiais, os valores das constan-
tes utilizadas nas relacdes constitutivas sao obtidos através de amostras e técnicas
experimentais (IEEE STANDARD ON PIEZOELECTRICITY, 1988).

A interpretacdo dos trés tipos de constantes, sendo elas elastica (c”), piezelétrica
(e) e dielétrica (¢), é apresentado por MOHEIMANI; FLEMING (2006). A constante
elastica cfj € dada pela razao entre a tensao na direcao ;j (desde que nao ocorra mu-
danca de tensao nas outras duas direcdes) e a deformacéao na direcéo i. A constante
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piezelétrica e;; € dada pela razdo entre o campo elétrico aplicado ao longo do eixo i
(desde que as tensbes se mantenham constantes) e a deformacgéo na direcao j. Por
fim, a constante dielétrica ¢;; determina a carga por unidade de area no eixo ¢ devido
a acao de um campo elétrico aplicado ao longo do eixo j. Os indices 1 a 3 indicam
tensbes e deformagdes na diregdo normal, enquanto que os indices 4 a 6 indicam
tensbes e deformacgdes por cisalhamento.

2.1.5 Estado plano de tensao

Como hipbtese mecanica, considera-se que a componente normal do tensor de
tensdes na direcao da espessura (eixo 3) de um ponto qualquer da superficie deve ser
nula durante todo o movimento, admitindo nesse caso um estado plano de tensdes:

T3=Ts=T,=0 e D3=0. (15)

Essa suposicao permite tratar o problema em duas dimensdes, de modo que apés
modificar as matrizes das equagdes constitutivas piezelétricas (10) e (11), a seguinte
equacao matricial é obtida no estado plano de tensdo mecéanica (FERNANDEZ, 2015):

- E\2 E .E E
g (c13) B _ ‘A3 0 €310
B 1 ‘11— —E 12 E €31 5 - .
T cECE (cé )2 631CE <
E 12€13 E 13 13
2 Cro — F ci] — o 0 0 es3— F 2
T, — 11 33 11 S, _ (1 6)
0 0 Ce6 €15 0
D1 _El
0 0 €15 —€11 0
L Dy | €31C12 €31C13 €31 L —Es i
€31 — €33 — 0 0 —€33 — —
L C11 C11 C11

2.2 Dinamica com analise modal

O comportamento dindmico € causado por vibragdes na estrutura, podendo elas
serem vibragdes livres (provocadas pelas condi¢des iniciais de deslocamento e velo-
cidade) ou vibragdes forcadas (geradas por acdes externas ao longo do tempo).

Nesta secao, sera abordada a formulagdo matematica dos problemas de dindmica
estrutural, e para isso utilizaram-se alguns textos como base. A modelagem da di-
namica estrutural e a analise modal tém como base os livros: MEIROVITCH (2001)
secOes 7.4 a 7.8, CLAEYSSEN; GALLICCHIO; TAMAGNA (2004) secao 3.2, BALA-
CHANDRAN; MAGRAB (2011) secéo 8.3 e subsecbes 3.5.3 e 7.2.3, GAWRONSKI
(2004) subsecao 2.2.2 e MENDONGCA; FANCELLO (2019) subsec¢des 19.2.3 € 19.6.3.



34

2.2.1 Modelagem da dinamica estrutural

A equacao que representa a forma geral de Lagrange para um sistema de n graus
de liberdade é dada por:

d (0K oK ov
at (aqk) g T Oge - @ (7)

em que K é a energia cinética, I a energia potencial, ¢, sdo coordenadas generaliza-
das (grandeza fisica, como comprimento ou angulo), ¢, sao as velocidades generali-
zadas, e (), sao forcas generalizadas ndo conservativas (externas), que atuam sobre
0 k-ésimo elemento inercial. O numero de coordenadas generalizadas de um sistema
€ sempre igual ao seu numero de graus de liberdade. A energia cinética e potencial
tém a forma funcional geral, respectivamente:

IC:K(q17q2a'-'7Qn7q.1>q27"'7Qn)a (18)

v2v<Q17Q27"'7Qn)‘ (19)

As forgcas ndo conservativas generalizadas podem ser obtidas a partir da expresséo
de trabalho virtual:

Woe = Qrbar, (20)
k=1
no qual d¢; sdo deslocamentos virtuais generalizados.

Quando tenta-se aplicar a equacao (17) a um sistema com amortecimento vis-
coso?, o qual é o mecanismo de amortecimento mais usado em andlise de vibra-
cbes, encontra-se rapidamente dificuldades, pois esta equagéo nao considera expli-
citamente as forcas de amortecimento viscoso. Essas forgcas podem estar subenten-
didas na forgca nao conservativa generalizada, sendo composta por uma parte que
contém um potencial generalizado e uma parte que nao admite um potencial generali-
zado. Com isso, a forca de amortecimento viscosa pode ser explicada no contexto da
equacao de Lagrange, expressa da seguinte forma:

oOF

kaisc = _a_.y (21)
gk

sendo F uma funcgéo das velocidades generalizadas, conhecida como fungéo de dis-

sipacao de Rayleigh. Portanto, assumindo que as forgas generalizadas ;. incluem

todas as forcas nao conservativas, com excecao das forcas viscosas, a equacgao de

°Refere-se a qualquer forma de amortecimento no qual a forga de atrito é proporcional a velocidade.
Amortecedores viscosos sao integrados ao sistema mecéanico gerando um termo linear a equagao
diferencial (KELLY, 2017).
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Lagrange pode ser reescrita como:

d (oK oK ov
-\ 5. -+ = + V1SC)H
at (aqk) og g T

d (0K oK oV OF
dt

a—qk —a—qk—Fa—qk—i—a—qk:Qk. (22)

Em geral, essas equacdes de Lagrange séo nao lineares, porém, para analisarmos
as vibracoes, assume-se que o deslocamento do equilibrio é suficientemente pequeno
para que os termos ndo lineares possam ser desconsiderados. Dessa forma, os des-
locamentos sao descritos na forma da equacao (23) e as velocidades, seguindo a

equacao do deslocamento, satisfaz a equacéao (24), respectivamente:

Qe = Qe + qi(1) (23)

G (t) = Gi(t), (24)
no qual as constantes ¢.; sdo os deslocamentos generalizados quando o sistema esta
em equilibrio e gx(t) sdo pequenas perturbagbes do equilibrio. As equagdes (23) e
(24) compreendem as chamadas suposi¢cdes de pequenos movimentos, sendo esses
movimentos fechados em torno de um dado ponto de equilibrio.

Reconhecendo que a energia cinética é quadratica em velocidades, tem-se:

1 n n L.
i=1 j=1
sendo m,; coeficientes simétricos de massa. De forma analoga, a energia potencial é:

¢+ % Z Z kijiG;, (26)

4=ge i=1 j=1

SN%
VZV(qe)+Zaq_
i=1 1!

em que k;; sdo coeficientes simétricos de influéncia da rigidez, € ¢ = [¢1,¢2, - .., q.)" €
e = [Ge1, Ge2s - -, Gen) -

Além disso, a forca de amortecimento viscosa € uma fungéo linear da velocidade,
de modo que a fungéo de dissipacao de Rayleigh inclui apenas o termo de segunda
ordem na velocidade. Assim, a fungédo de dissipacdo de Rayleigh tem a seguinte

forma: o
F = %Z ZCUC]L@'(Z‘, (27)

i=1 j=1
no qual ¢;; sdo coeficientes simétricos de amortecimento constante.
A fim de encontrar a equagéo que rege o movimento da estrutura, substitui-se as
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equacodes (25)-(27) na equacéao (22), e ainda, levando em consideragao as expressoes
(23) e (24), tem-se:

g . . )%

D (mugds + exjdy + ki) + | = (28)

=1 4k qd=(qe

J
Agora, para considerar sistemas vibratorios lineares, é necesséario separar o termo
constante dos termos lineares apresentados na equacao (28), de forma que restem
somente termos lineares. Dessa forma, a equacao de equilibrio (que satisfaz a condi-

cao de obter somente termos lineares na equagéo (28)), é:

ov

i =0, 29
8(]k d=(e ( )

assim, o balanco do termo (29) representa uma equacao linear sobre o equilibrio

n

Z(mz‘jffg‘ + i3G5 + kijq;) = Qi (30)

Jj=1

em que substitui-se o indice k por i e reescreve-se m,;, c;; € k;; da seguinte maneira:
M =Imyl,  C=leyl, K= [kl (31)

Levando em conta os termos apresentados em (31), a equacéo (30) pode ser es-
crita na forma matricial:
MGi+Ci+ Kq=Q, (32)

sendo M, C' e K matrizes de massa, amortecimento e rigidez de tamanhos n x n,
respectivamente, () um vetor de forcas ndo conservativas generalizadas de tamanho
n x 1 e q 0 vetor que representa os deslocamentos de ordem n x 1.

A energia cinética é expressa na forma quadratica matricial, e a equacgéao (25) pode
ser expressa como:

K= %q'TMq. (33)

A funcéao de dissipacao de Rayleigh, seguindo a mesma ideia, pode ser escrita da
seguinte maneira:
1

e ainda, ignorando o termo constante V'(¢.) na equagao (26), por somente causar uma
translacao na funcao de energia potencial, e considerando as equacoes de equilibrio
(29), a energia potencial sobre o equilibrio tem a forma quadratica da matriz:

1

V= §qTKq. (35)
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Como todas as formas quadraticas, as matrizes de coeficientes M, C' e K sao
simétricas. Além disso, o vetor de forca ndo conservativa generalizada @, excluindo a
forca de amortecimento viscosa, é definido pelo trabalho virtual:

Quando a equacao que rege o movimento da estrutura € obtida, é necessario en-
contrar sua solucao através de algum método. Entretanto, isso ndo é tdo simples
guando o modelo matematico € extenso e complexo, sendo entéo, indispensavel a utili-
zagao de representacdes matematicas que facilitem a resolugdo, como também, o uso
de métodos numéricos. Dessa forma, a seguir serdo apresentados duas ferramentas
importantes na simplificacdo do modelo da equacéao (32), sendo elas a transforma-
¢céo para o modelo modal e a representagdo de modelos matematicos em espaco de
estados.

2.2.2 Analise modal

De maneira geral, a equacéao (32) é um sistema acoplado de equacdes, onde cada
equacao depende de varias variaveis (que sao os graus de liberdade), e uma das
maneiras de resolvé-lo é desacopla-las utilizando uma transformacgéo de coordenadas
apropriadas. Esse desacoplamento fara com que cada equagéo dependa somente de
uma variavel. Como essas coordenadas sao independentes, o resultado da transfor-
macao do sistema na equacao (32) ira ter somente equacgdes diferenciais indepen-
dentes umas das outras, levando a uma série de propriedades uteis que simplificam a
analise.

Considerando um sistema de n graus de liberdade, com vibragdes livres (Q =
0) e sem amortecimento (C = 0), levando em conta simplificagcbes sem perda de
generalidade, a equacéo diferencial de movimento (32) pode ser escrita na forma:

MG+ Kq=0. (37)

Esse tipo de sistema de equacdes diferenciais admite uma solucdo harmonica, que
€ uma funcao complexa, da forma:

q = e, (38)

em que » € um vetor chamado modo natural de vibracéo, w sao as frequéncias naturais
da vibracao correspondentes ao modo natural de vibracao, i € a unidade imaginaria e
t € o tempo.
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Substituindo a solucao (38) na equacao (37), tem-se:

2

iwt wt
M@(we )+ Kye =0,

_MWQweiwt + K¢eiwt — 0’
(K — w?M)pe™ = 0. (39)

Como ¢™* nunca é zero para qualquer valor real de t, da equagéo (39) tem-se:
(K — w M)y =0, (40)

sendo que esta equacao descreve um sistema de equagdes lineares algébricas ho-
mogéneas para as componentes de 1, e portanto, a solucao deste problema, sem ser
a solucao trivial (» = 0), € quando:

det(K — w?M) =0, (41)

gue vai resultar em um problema de autovalor e autovetor. Os autovalores sao os valo-
res encontrados para w? na resolugdo da equacéao (41), isto é, as raizes da expressdo
polinomial gerada apds aplicar o determinante. J& os autovetores sao os vetores 1 as-
sociados aos autovalores, ou seja, sao os vetores obtidos quando aplica-se os valores
de w? da equacéo (41) na equacgéo (40). Os valores de w sdo denominados de frequén-
cias naturais e descrevem as frequéncias com que a estrutura vibra. Os autovalores
associados sao chamados de modos naturais e estao associados as amplitudes com
gue essas vibracdes ocorrem.

Normalmente, a frequéncia natural sera um numero real e positivo, e 0 nimero de
frequéncias naturais (e modos de vibracao correspondentes) é igual ao niumero de
graus de liberdade do modelo (este numero sera a ordem das matrizes de massa e
rigidez). Organizando as frequéncias em ordem crescente, denomina-se de frequéncia
fundamental a menor frequéncia natural apresentada, e consequentemente, o0 modo
de vibracao associado € chamado de modo de vibragdo fundamental.

Como o método mais conveniente para solucionar o problema é utilizar o modelo
modal, considera-se a quantidade de n primeiros modos de vibracao, conforme a or-
dem crescente das frequéncias naturais. Assim, pode-se reunir os modos em uma
unica matriz, denominada matriz modal, sendo que o numero de linhas da matriz mo-
dal corresponde ao numero de graus de liberdade, e também, o nimero de colunas
corresponde aos modos de vibracao considerados. Esta matriz é representada da
seguinte maneira:

W:[djlvw%"'?d]iu"'?d}n]a (42)
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no qual v, é o vetor correspondente ao n-ésimo modo natural de vibracao e ; re-
presenta 0 modo natural de vibragao a ser considerado. Apds a construgdo da matriz
modal, é possivel obter o modelo modal da estrutura utilizando uma substituicao de
coordenadas da seguinte forma:

q=Wd, (43)

em que ¥ é a matriz de transformacao, sendo ela uma matriz quadrada nao singular
constante. A matriz ¥ pode ser considerada um operador que transforma o vetor d no
vetor q.

Como V¥ é constante, também temos que:

§=Wd, G=Wwd, (44)

de maneira que ¥ conecta os vetores de velocidade d e ¢ e os vetores de aceleragdo
deg.

Aplicando a substituicdo de coordenadas (43) e (44) na equagéo (32), e consi-
derando o amortecimento e a forca externa (sabendo que o resultado ndo perde a
generalidade), tem-se:

MWd+ CWd + K¥d = Q. (45)

Multiplicando ambos os lados da equacéo (45) por ¥, obtém-se o modelo modal:
TMYd + 0T Cvd + 0T Kwd = w'Q. (46)

2.2.2.1 Normalizagao e ortonormalidade

Com o intuito de simplificar a expressao (46), utilizam-se propriedades dos autove-
tores e autovalores que sao apresentadas por MENDONGCA; FANCELLO (2019).

De inicio, define-se um produto escalar, também conhecido como produto interno
entre dois vetores, sendo a definicdo de comprimento ou norma || ¢" || de um vetor ¢",
dado por:

|97 |= VY -y = VrT My (47)

Como o termo dentro do radical ndo pode ser negativo para todo ", pois ndo ha
como interpretar um comprimento complexo, o valor apresentado na equagéao (47)
pode ser definido como uma constante de peso sempre positiva.

Supondo um autopar (w; ") encontrado através do problema (40) que satisfaca:

[K —wMy" =0, (48)

e multiplicando as n equacdes por uma constante escalar qualquer h., temos a equa-
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cao (48) na forma:
[K - WM](heqvbT) =0, (49)

na qual h.y" também é um autovetor, o que mostra que qualquer combinacao linear
de autovetores " satisfaz a equacéo (48). Apds a determinagdo de cada autovetor
realiza-se a normalizagdo pela matriz de massa, ou seja, calcula-se sua norma por

(47) e faz-se:
— 1

V=
¢7‘TMQ/}T

Com isso, € possivel confirmar que " tem norma unitaria, isto &,

Y. (50)

o My = 1. (51)

Portanto, utilizando a matriz modal (42), a relagao de ortonormalidade (51) pode ser
escrita na forma matricial:
MY =1, (52)

onde I € a matriz identidade de ordem n x n.
Considerando agora o mesmo autopar (w; ") de (40), tem-se:

(K —wM)p =0,

Kvp — wMp = 0,

e utilizando a matriz modal (42), pode-se escrever na forma matricial:
KV = My, (53)

sendo (2 é a matriz diagonal composta pelos autovalores:

w0 0 0 0 0
0 w2 0 0 0 0
P 00 0| (54)
0 0 0 w2 0 0
0 0 0 0 0
00 0 0 0 w?

sendo w, as frequéncias naturais em relagcao ao n-ésimo modo de vibracao e w; sdo
as frequéncias naturais a serem consideradas.
Multiplicando a expressao (53) por ¥T, obtém-se:

VKW = o Mo, (55)
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com isso, devido a ortonormalidade dos autovetores em relacdo a matriz de massa
(52), simplifica-se o lado direito de (55) e tem-se:

vTKY = (. (56)

Por fim, considerando o amortecimento de forma a utilizar uma combinagéao linear
entre a massa e a rigidez, tem-se:

C=aM + o K, (57)

que é a expansao de Rayleigh. Utilizando as relagdes de ortonormalidade da matriz
modal ¥:
C =vTCow,

C =9"(agM + oy K)¥,
C = oW MU + W' KW,
C = apl + ay 12, (58)

podendo-se afirmar que C é diagonal.
Agora, introduzindo o amortecimento matricial critico, através da relagdo (MEN-
DONGCA; FANCELLO, 2019):
2002 = apl + a1 12, (59)

e sabendo da equacao (58) que C = 2({? é diagonal, pode-se representar C,, em
termos do amortecimento modal, como a seguinte matriz:

(e 0 0 0 0 0 |
0 Guws 0 0 0 0
goo| 0 0 0 00| 0)
0 0 0 Cw 0 0
0 0 0 0 . 0
0 0 0 0 0 GCuw

onde ¢, representa o amortecimento em relacdo ao n-ésimo modo de vibracéo e ¢
representa 0 amortecimento a ser considerado.

Portanto, levando em consideracéo as equagdes (52), (56) e (60), é possivel rees-
crever o modelo modal (45) da seguinte maneira:

d+Zd+ 2d=Q, (61)

sendo Z = diag(2(w;), 2 = diag(w?) € Q@ = ¥TQ.
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A equacao (61) € mais simples de ser resolvida numericamente quando compa-
rada a equacao (32), visto que a solugdo continua contendo a mesma quantidade de
variaveis, entretanto ndo é necessario considerar todos os modos de vibracao (indife-
rente dos graus de liberdade). Outro fato que facilita a resolugao na forma modal, diz
respeito as matrizes Z e (2, pois sdo matrizes diagonais, fazendo com que o sistema
de equacdes diferenciais de segunda ordem esteja desacoplado.

As condig¢des iniciais em coordenadas modais podem ser obtidas pelos valores dos
deslocamentos ¢(0) e velocidades ¢(0) (RAO, 2009), na forma:

d(0) = ¥ Mq(0), (62)

d(0) = wTM¢(0). (63)

Ap0és resolver o problema (61) com as condi¢des iniciais (62) e (63), pode-se determi-
nar os deslocamentos reais através da equacgao (43).

2.2.3 Representacao em espaco de estados

Uma possibilidade para resolver o modelo modal é utilizar a representagdo em
espaco de estados, 0 qual consiste no procedimento de solugao padréo da teoria das
equacdes diferenciais ordinarias, em que a equacao (61) é reescrita como um conjunto
de equacdes de primeira ordem, cujo formato é denominado de espaco de estados.

Assim, introduzindo novos vetores y; e y», definidos por:

=d n=d
Y1 & ‘ 1{1 b (64)
Yo = d =y, Yo = d,
pode-se reescrever a equacao (61) como:
Y1 = Y2, (65)

Yo+ Zy2 + 2y1 = Q,

Na forma de espaco de estados, as variaveis do vetor de estados (7) sdo os des-
locamentos (7 = [y; y2]") e as velocidades modais (7 = [y 4.]"), assim, a equacdo
(61) é representada na forma de estado por:

0
S , (67)
Y2 Q

HE

sendo 0 a matriz nula com ordem igual a n e o sistema em espaco de estados passa

0 I
-2 -7
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a ter ordem 2n.

2.3 Analise da dinamica pelo MEF com material piezelétrico

De acordo com LIU; QUEK (2013), o principio do MEF tem como objetivo encontrar
uma solugéo aproximada da distribuicdo das variaveis no dominio do problema que
sao de dificil obtencao analitica. Esse processo é feito discretizando o dominio em
pequenos pedagos, chamados de elementos finitos (sendo que o conjunto de todos
os elementos forma a malha de elementos finitos). Dessa maneira, a ideia € analisar a
equacao de equilibrio para cada elemento, obtendo a equacéao local e apds, associar
a contribuigdo de cada elemento em uma equacgéo global.

Para problemas relacionados com estruturas de tipo viga, cujo dominio é ideal-
mente retangular, os elementos utilizados também podem ser retangulares. A figura
abaixo mostra um exemplo de um dominio retangular:

Il 2 3 4 5 6 7 8 9

® ® ® ® ® ® L ® 4

10 11 12 13 14 15 16 17 18
19 20 21 22 23 24 25 26 27

Figura 6: Exemplo de uma malha de elementos finitos.

Neste trabalho, esta sendo utilizada uma malha de elementos retangulares. O
dominio é dividido em m linhas e n colunas, totalizando m x n elementos, e os vértices
dos elementos finitos sdo calculados como (m + 1) x (n + 1), sendo denominados
pontos nodais (ou nds), e sdo nesses pontos que os deslocamentos sdo calculados
pelo MEF (SORIANO, 2009). Portanto, o dominio da imagem acima (figura 6) esta
dividido em 3 linhas de elementos e 9 colunas de elementos, totalizando 27 elementos
e 40 nés (destacados em laranja).

Uma ferramenta importante do MEF é usar fungdes interpoladoras para normalizar
elementos por meio de mudangas de coordenadas. Isto é, um elemento de tama-
nho a x b possui 0s nos (vertices do retangulo) nos pontos (—a/2,—b/2), (—a/2,b/2),
(a/2,—-0/2), (a/2,b/2) e, apbs a alteragéo do sistema de coordenadas, ele passara a
ter os nos nos pontos (—1,—1), (—1,1), (1,—1), (1,1). A figura a seguir apresenta um
elemento retangular de dimensdes a x b, € 0 mesmo elemento apds a transformacéao
nas coordenadas (&, n).
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| a2 | (-1,-1) (1,-1)

Figura 7: Mudanca de coordenadas de um elemento finito.

Os elementos discretizados, cujo dominio € denominado (2., possuem quatro n6s
em cada elemento. Em cada no6 tem-se trés graus de liberdade (dois elasticos e um
elétrico), sendo eles: o movimento horizontal do né (z;;) € o0 movimento vertical do n6
(v:;) e ainda uma tensdo elétrica aplicada (¢;;), conforme ilustra a figura 8.

(47’:'1‘ Yi1) (-?’i2~ !/1‘2)

\ (,7,'1' ! Dio
D D

Oi: O;

i3 14

(i3, yis) (-7’i1- Yia)

Figura 8: Informagdes contidas em cada elemento da malha de elementos finitos.

2.3.1 Formulacao dos deslocamentos

O deslocamento de um ponto, em casos bidimensionais, € dado por um vetor de
duas componentes:
q
e = [ ] ) (68)
(%

sendo que cada componente indica o deslocamento em uma das diregdes.

Através de funcdes de interpolacao, o deslocamento em uma direcdo em um ponto
qualquer do elemento € dado por uma combinacao linear entre os deslocamentos (na
mesma dire¢do) nos pontos nodais. Dessa forma, o deslocamento (¢) em um ponto =
é:

4
g(x) = Nete, (69)

em que N, séo fungdes de interpolacdo e ¢. sdo deslocamentos nos pontos nodais
(para a componente v do deslocamento a expressao € analoga).

De acordo com SORIANO (2009), as fungdes de interpolacdo podem ser obtidas
através da multiplicacdo de funcdes lineares na coordenada ¢ com funcdes lineares
na coordenada n, de maneira que a fungdao assuma valor unitario em um ponto nodal
e valor nulo nos demais. Na figura 9, é visivel que quando o ponto z for exatamente
o ponto 1, a fungéo de interpolagdo N; assume valor unitario e as demais funcdes de
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interpolacao assumem valor nulo (a mesma ideia vale para os pontos 2, 3 e 4 € as
funcbes de interpolacao Ny, N3 e Ny, respectivamente).

Figura 9: Funcao de interpolagao N;.

Nesse sentido, a fungéo interpoladora N; € dada por N, (&, 1) = =1(€)I11,(n), sendo
N; é nula nos pontos 2, 3 e 4, e, consequentemente =;(—1) = 0 e I1(—1) = 0,
resultandoem =) = (1+¢) e I, = (1+n). Assim, Ny(1,1) = (1+1)(1+1) = 4, ndo sendo
unitario o valor da funcao interpoladora; para contornar essa situacao, basta dividir a
fungdo N; por 4. Da mesma forma s&o obtidas as demais fung¢des interpoladoras,
sendo elas:

Ni(§,m) = (1+&)(1 +n)/4
Na(&,m) = (1= €)(1+n)/4 (70)
Ns(&,m) = (1 =&)(1—n)/4
Ni(&m) =1+ —n)/4

Considerando o vetor dos deslocamentos apresentado em (68) e as funcdes de
interpolacao em (70), tem-se:

a1
U1
qz

Ny 0 Ny, 0 Ng 0O Ny O Vo
qe = : (71)

0 Ny 0O Ny O N3y 0 Ny qs3
U3
44
V4

De acordo com LIU; QUEK (2013), a relacéo entre deslocamentos e deformacdes
€ dada pela equacao:
S = Dge, (72)



que na forma matricial € dada por:
o)
Sacaz or
Sy | =] 0
9
dy

Vay
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(73)

sendo S, e S, as deformagbes ao longo do eixo = e do eixo y, respectivamente, e

"=y € a deformagéo de cisalhamento.

Substituindo a equacéao (71) na equacao (73), obtém-se:

Sia 20
S—()ma Nio 0 Ny 0 N3 0 Ny O
" s X1l 0 N 0 N» 0 Ny 0 Ny
Vay @%

q1
(%1
q2
V2
q3
U3

q4
V4

Levando em consideracao a regra da cadeia para as derivadas parciais, segue que:

ONi _ ON; Oz ON: 0y
o0& Ox O¢ oy 0¢’

ON: _ 0N Ox  ON; dy
on  Ox On Oy On’

gue podem ser escritas na forma matricial como:

0. 0 0.
on dn 0On oy

Assim, conforme a figura 7, tem-se que = = (a/2)¢ e y = (b/2)n e portanto:

aNz a 8]\72
0 3 Y
on 2 dy
€ como consequéncia,
ON _ 20N:
or a0’
ON; 20N,

dy b on’

g% |

(75)

(76)
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Substituindo as derivadas parciais encontradas nas equacgdes (79) e (80) na equa-
céo (74), tem-se:

q1
U1
S &
U2
S,, | =B, , (81)
q3
Vay
U3
qa
V4
sendo:
]_ _ _
+n 0 1+ 0 1-n 0 1—mn
2a 2a 2a 2a
- 1+¢ 1-¢ 1-¢ 1+¢
S T E T T B
1+¢§ 149 1-¢ 149 1-¢ 1-n 14+ 1-n
2b 2a 2b 2a 2b 2a 2b 2a

Portanto, como o MEF é utilizado para calcular os deslocamentos e potenciais
elétricos, sao utilizados principios adequados para estabelecer equacdes para os ele-
mentos, e posteriormente, os elementos sao acoplados uns aos outros (LIU; QUEK,
2013).

A sequir serd apresentado o principio variacional baseado no principio de Hamilton,
usando expressdes de energia cinética, potencial (deformacéo) e trabalho virtual, bem
como equagdes constitutivas piezelétricas. O principio variacional introduzido é uma
expressao geral do comportamento de meios piezelétricos e pode ser modelado por
elementos finitos.

2.3.2 Principio variacional

Com base no Lagrangeano e no trabalho virtual, as equagdes dinamicas de uma
estrutura piezelétrica podem ser derivadas usando o principio de Hamilton (TZOU;
TSENG, 1990), que é dado por:

ty
5 / (L +W)dt =0, (83)
to

sendo £ o Lagrangeano e W o trabalho virtual das forgas externas e elétricas atuando
no sistema. t, e t; definem o intervalo de tempo, e suas variagées devem zerar em
t=0et=ty.
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O Lagrangeano ¢é estabelecido pela energia disponivel no meio piezelétrico como:
L= / (K —=V)de, (84)
e

isto é, a diferenga entre a energia cinética total do sistema K e a energia potencial V/
associada a deformacéao do sistema.

Conforme IEEE STANDARD ON PIEZOELECTRICITY (1988), na teoria da pieze-
letricidade linear, a energia potencial € expressa como:

1 1
V= iciEjleijSkl - ekijEkSij - §€zkEkEJ (85)

Substituindo as relacoes constitutivas apresentadas em (3) e (4) na equacéo (85),
obtém-se, em notacao indicial (PIEFORT, 2001):

1
V= 5[65“5@&1 — 2e1ij B Si; — € EpEjl,

1
V= 5[05k15¢j5k1 — eij EpSij — erij ExSij — € ErEjl,
1
V= 5[51']' (CZEJ»MSM — exijBy) — Bk (erijSij + eikEj)Ja

-~

Tij Di

gue pode ser escrita na forma matricial:
1 T T
V:§[S T — E* D]. (86)
Aplicando o operador variacional a energia potencial, pela regra da cadeia, tem-se:

1
30 [Sii(ch Sk — exisEr) — Br(eriSij + einEj)],

1
5[55@ (5SS — enijBr) — 0Ex(eri;Sij + i Ej)]
1
== 5[(5(51305le]€[ — SijekijEk) — 5(Ekekij5ij —+ EkeikEj)],

= %[5Sij05k15kl+5ijcgkl(53kl—5SijekijEk—Sijekij5Ek—(5Ekekij5ij+Ekekij5sij+5EkeikEj—|—Ekeik5Ej)],
(87)
e considerando a simetria dos tensores S;; e Ej, a equacdo (87) pode ser escrita
como:
= %(%Sijcfjklskl — 28S;je1i; B — 20 ExerijSij — 20 Exei Ej),

== 6SijCiEjlekl - 5SijekijEk - 5Ekekij5ij - (SEkEikEj,



49

= 5Sij(05klskl — SijerijBr) — 0By (erijSij + EreinEy), (88)

e substituindo (88) na energia potencial apresentada em (86), resulta-se na variacao
da energia potencial, na forma matricial:

6V = 05T (cFS — eE) — 0ET (eS + ¢E). (89)

Considerando a energia cinética, que ja foi apresentada na forma matricial em (33):

1

e aplicando a variacao, tem-se:
1 T
0K = 5Md(q" ),
SM(6¢" 4+ q"69),

= Mé&q"q. (91)

Integrando a equagéo (91) por partes, sobre o intervalo de tempo ¢, e t, tem-se:

ty ty
/ SKdt = / Mgt qde,
to to

ty ty
= Moégtgq| — / MéqTgdt, (92)
to

e como a variagdo dq € zeroem ¢t = t, e t = t;, 0 primeiro termo da equagéo (92)
torna-se nulo. Assim, a variagao da energia cinética é escrita da forma:

/ oK dt = / Méq*gdt,

5K = —Msq"q. (93)

Substituindo (89) e (93) na expresséo (84), encontra-se o Lagrangeano:

L= [ {=Mq"j—[S"(c*S —eE) — ET(eS + €E)]}do,

2q
L= / (—Mq"G— STc"S+ STeE + ETeS + ETe¢E)do. (94)
24

A figura 10 ilustra o problema abordado, sendo I'; o contorno do material n&o pieze-
létrico, I, o contorno do material piezelétrico, I3 a porcdo de I; em que sdo aplicadas
as condicdes de contorno essenciais (por exemplo engaste ou apoio) para o material
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nao piezelétrico e I, a por¢ao de I, de aplicagdo das condicdes de contorno essen-
ciais (tal como isolamento elétrico) para o material piezelétrico. Ja (2; € o dominio de
todo o material e {2, € o dominio do material piezelétrico.

I

I

I

B Material nao piezelétrico B Material piezelétrico

Figura 10: llustracédo da estrutura composta piezelétrica.

Para este problema, as condi¢des de contorno fundamentais sdo o campo de des-
locamentos estabelecido na regido 13(¢ = ) e o potencial elétrico na regido I'y(¢ = ¢).

Devido a forga mecéanica externa e a carga elétrica aplicada, para qualquer vari-
acao no campo de deslocamento e potencial elétrico, o¢g = 0 em I3 e 0¢p = 0em [}
(SILVEIRA, 2012). Assim, o trabalho virtual é:

W = 8¢" fodO + / 8¢" frdll — Sosdl + 6q" fp — Sokp, (95)

Qd I I

em que fo, fr € fp sa@o as forgas de corpo, de superficie sobre I e forcas pontuais,
respectivamente, ¢ € a carga elétrica superficial sobre I, e kp S&0 as cargas elétricas
concentradas. Substituindo o Lagrangeano apresentado na equagéao (94) e o trabalho
virtual dado pela equacao (95) no principio de Hamilton (equacao (83)) tem-se:

0= / [—M6&(q"G) — 6(STcES) + 6(STeE) + §(ETeS) + §(ETeE)]dO + / 5q" fodO
g4 2q

+ / 5q frdl — / Socdl” +8q" fr — Sbwip,
Fl FQ

0=~ [5, [M3(q"G) +6(STc"S) = 6(STeB) — 6(ETeS) — 6(E"¢E) — 6q" fo)dO
(96)
+ [, 04" frdl — [, 6¢cdl +q" fp — drip.

2.3.3 Formulacao de elementos finitos para piezeletricidade

De acordo com as formulagdes de elementos finitos, através das fungbes de inter-
polacéo (N, e N;), pode-se expressar o campo de deslocamento e o potencial elétrico
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para cada elemento finito por meio dos valores nodais ¢. € ¢. (MENUZZI, 2014).

Assim, para a parte referente aos deslocamentos, sdo utilizadas as equacgdes (68)-
(82) desenvolvidas na subsecédo 2.3.1. Para a parte relacionada aos potenciais elétri-
cos é realizado um processo similar, considerando:

¢(x) = Neg, (97)

em que N, sdo as mesmas fungdes de interpolacdo usadas nos deslocamentos e ¢,
sa0 o0s potenciais elétricos nos pontos nodais.
Na forma matricial, a equacéo (97) € dada por:

o= M N Ny N,

assim, considerando a equacao do campo elétrico, descrita em (5), e levando em
conta a equacao (98), obtém-se:

a ¢1
E, =
o= I [Nl N, Ny N, ZQ . (99)
y % s

Substituindo as derivadas parciais (equacoes (79) e (80)) na equagéao (99), tem-se:

l}
Bl g, | (100)
Ey ¢3
P4
sendo:
l+n 149 1-n 1-9
Bo=| 1% 12% 1% 1%e |- (101)
2b 2b 2b 2b
Lembrando, das equacoes (69) e (97), que séo:
q = NyGe, (102)

¢ = Nyoe, (103)
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no qual N, e N, sdo as fungdes de interpolacdo de deslocamento e potencial elétrico,
respectivamente. O campo de deformagdes mecanicas S e o campo elétrico £ es-
tao relacionados aos deslocamentos e potenciais nodais pelas fun¢des derivadas de
forma B, e B,, podendo-se reescrever as equagoes (74) e (99) como:

S = DNqu = Bqua (104)

E = —ANy¢, = —Byo, (105)

sendo D e /A os operadores de derivacao (apresentados em (73) e (99), respectiva-
mente).

Substituindo as equagdes (102) a (105) em cada termo do principio de Hamilton
(96) e considerando as propriedades de transposi¢cao de matrizes, obtém-se:

1°termo : / Méqt§de = / MON] g} Nyiedo,
e e

2°termo:/5STcESd@:/5ngZchqed8,
e e
3°termo : / §STeEdO = / §BLql e(—Byo.)do,
e e
4°termo:/5ETeSd9:/5(—B$¢Z)quqed@,
e e
5°termo:/5ETeEd@:/5(—B§¢Z)e(—3¢,¢e)d@,
e e
6°termo:/5qTde@:/6NqquTde@,
e e
7°termo : / 5q" frdln = / SNTql frdl,
I I

8°termo : / Sosdl = / SNJ pl<dl,
I I
9°termo : 6" fp = 5]\7qquTfp,
10°termo : d¢rp = ON, ¢. kip,

resultando em:

0= —dq" /6 MN] N,dOg. — dqf /@ Bl c”B,dOq. — dq /@ BleBydO¢.

—0pT / B} eB,dOq. + 67 / B} eBydO¢, + dq! / N/ fod® (106)
S S S}
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+6q. | Nl frdl'+6q!N] fp — 60! / NJcdI' — 6¢I NJ kip,
Fl F2

em que qualguer mudanga arbitraria no deslocamento mecanico ou potencial elétrico
compativel com as condi¢gées fundamentais de contorno deve ser verificada. Reescre-
vendo a equagdo (106) de forma a colocar os termos dq! e 5! em evidéncia, tem-se:

0=—dq" { / MN] N,dOg, + / Bl " B,dOq. + / BleBydO g,
e e e

_ /@ N7 fqd6 — : NI frdl' — N fp} — 5¢Z{ /@ B} eB,dOq. (107)

— /@ BjeBydO¢. + | NjcdI'+ N mp}.

I

Como a equagao (107) é vélida para quaisquer variagdes dq’ e d¢!’, entdo:
- / MN] N,dO.— / Bl " BydOq.— / Bj eBydO¢.+ / N/ fod®+ | N[ frdl'+N] fp =0,
e e S} e I
/ MN] N,dOi.+ / Bl c”B,dOq.+ / BleBydO¢, = / NI fodO+ | NI frdl'+N] fp
S} e S} S I
(108)

e
— /@ B} eB,dOq. + /@ B eBydOp. — | Nj<dl' — NJkp =0,

I

/@ B} eB,dOq. — /@ B eBydOp. = — | Nj<dl' — N kp. (109)

I
Assim, para cada elemento finito, as equacdes (108) e (109) podem ser escritas
em forma matricial como:

qu Ge + Kque + K§¢¢e =/ (1 1 0)

q
Kque +K¢e>¢¢e - ’fea (111)

em que as matrizes apresentadas acima, sdo dadas por:

My, = /Q MN,] N,do, (112)

K;, = / Bl " Bydo, (113)

e

qu¢>_/ BqTeB¢d8, (114)
2
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oo =— / BjeBydO, (115)
K¢, = /Q BleB,d6 = K¢, (116)
e as forcas e cargas sao:
fe= / Nl fod©® + | N frdl’+ N/ fp, (117)
$2e I
K;e——/ Nj<dI' — NJ kp. (118)
I

As matrizes apresentadas em (110) e (111) representam: M7 matriz de massa,
K¢, matriz de rigidez mecanica, K7, e K, matrizes de acoplamento piezelétrico, K,
matriz de rigidez dielétrica. As forcas apresentadas em (117) e (118) representam: f¢
forca mecanica externa e ¢ a carga elétrica. Além disso, em (113), tem-se que:

E (1 ) 1 1Z1/ 0

E L=V

¢’ = £ 1 0 , (119)
(1+v)(1—2v) 10V N

no qual E. e v sdo constantes que caracterizam o material e sdo chamados, respecti-
vamente, mddulo de Young e coeficiente de Poisson do material de base isotropico.

Pode-se também, reescrever as equacodes (110) e (111) em um sistema matricial,
da seguinte maneira:

CHIEREEA NG
0 0l|é K, Ky || o Ke

Cada elemento da malha é conectado aos seus elementos adjacentes por meio
de noés, de forma que o deslocamento mecénico e o potencial elétrico sdo continuos
de um elemento a outro. Portanto, o principio hamiltoniano da estrutura completa
deve ser verificado por uma equacao com uma matriz global, que é obtida através da
contribuicdo de cada elemento finito.

A equacéo (120) nao leva em consideracao as perdas mecéanicas que ocorrem no
material. Para contornar isso, utiliza-se as equacdes de elementos finitos globais que
considerem o amortecimento da estrutura piezelétrica, entao:

My O\ [a | [ Co 0 fa|, | Ka K| [a]|_|f (121)
0 0| é 0 0] ¢ Kgy Ky | [ @ w0

em que C;, € a matriz de amortecimento global vista em (57).
A equagéo (121) é utilizada para descrever a dindmica da estrutura onda ha mate-
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rial piezelétrico. Para a estrutura sem material piezelétrico, a equacao da dinamica é
dada por:
Mg+ Coq+ Koqg = f<. (122)

2.3.3.1 Analise modal

De acordo com a teoria dos elementos finitos, os vetores e matrizes da resposta
global da estrutura sdo compostos das contribuicées de cada um dos elementos finitos
de acordo com a posicao de graus de liberdade respectivos. Nos elementos que
compartilham nés, as contribuicbes sdo somadas. Depois de montar essas matrizes,
a equacéo global dos elementos finitos de todo o dominio pode ser escrita na forma
modal como (HOMAYOUNI-AMLASHI et al., 2020):

qu 0 d qu 0 d + qu Kq¢ d _ F (123)
0 0 o) 0 0 0 Koy Ky ¢
Considerando agora, uma excitacdo harmdnica de frequéncia w, com:
d= doeth> ¢ = ¢0€th, F = F0€tha Q = Qoetha (124)

em que Fy e @y sdo as amplitudes da forca harmdnica, e dy, ¢y as amplitudes do
deslocamento e potencial elétrico, respectivamente.
A primeira linha da equacéao (123) pode ser escrita como:

qud + qud + Kogd + Ky = F,

Myd + Cpyd + Kopyd = F — K40, (125)

que, seguindo o mesmo processo da analise modal apresentada na subsecao 2.2.2,
e aplicando na equacéao (125), obtém-se a equacgéao global na forma modal:

d+ Zd+ Qd=9"F —0TK 0. (126)

Para a estrutura exclusivamente sem o material piezelétrico, a equacgéo (126) nao
terd o termo negativo do lado direito, pois ela sera obtida a partir da equagéo (122).

2.3.3.2 Representacdo em espacgo de estados

Para resolver o modelo modal, utiliza-se da mesma ferramenta apresentada na
subsecao 2.2.3, sendo a equacao (126) reescrita em forma de espaco de estados.

Portanto, introduzindo os mesmos vetores y; e y, definidos em (64), e considerando
na forma de espaco de estados as variaveis do vetor de estados 7, a equacéao (126)
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na forma de estado, é:

HE

Note que a ordem do sistema (126) é 2(m + 1)(n + 1), enquanto que a ordem do
sistema (127) é 4(m + 1)(n + 1). No entanto, os modos de vibra¢do representativos
em estruturas do tipo vigas de metal, normalmente sdo poucos, como por exemplo, 0s
trés primeiros (MOLTER, 2008), o que reduz em muito a ordem do sistema trabalhado.

0 1
-2 -7

n

0 ] i (127)
Y2

UTF — UK,y




3 CONTROLE DE VIBRACOES

Este capitulo abordara os dois controles utilizados neste trabalho, o controle pas-
sivo (BNASs) e o controle ativo (RQL). A secao 3.1 apresenta o conceito e a formulacéao
matematica dos BNAs, sendo que esta secao esta baseada nos trabalhos de PIERCE
(1970), MIRONQV (1988), SOUZA (2018), ZHAO; PRASAD (2019) e PELAT et al.
(2020). Ja a sec¢ao 3.2, aborda a teoria do controlador RQL, e esta baseada nos livros
do NAIDU (2003) e do OGATA (2014).

3.1 Controle passivo usando o efeito dos BNAs

Uma abordagem a ser utilizada para o controle passivo de vibragées séo os bu-
racos negros acusticos. O perfil dos BNAs nas estruturas segue uma lei de poténcia
(que seréa apresentado na sequéncia), sendo que a energia de vibracao é concentrada
em razao da redugao da velocidade das ondas.

A representacao dos BNAs apareceu com base no preceito de que, se a espessura
de uma viga diminui suavemente ao longo de seu comprimento, uma onda de flexao
pode se propagar na mesma, sem reflexdo. Assim, a partir dessa analise, pode-se
perceber que o numero de onda da estrutura depende da espessura da mesma.

A quantidade de ondas presentes em uma estrutura indica quantos ciclos de onda
ocorrem por unidade de comprimento, sendo que esta quantia interfere diretamente na
velocidade e na amplitude da onda, e assim, afeta na reflexdo da onda na estrutura. A
fim de validar as informacdes descritas, é necessario definir alguns dados relevantes
gue serao discutidos e analisados em sequéncia.

Uma estrutura que tem um buraco com espessura variando de acordo com uma
funcdo de poténcia é ilustrada na figura 11, sendo que essa funcéo satisfaz a con-
dicdo de diminuir suavemente sua espessura. Nesta mesma figura, vé-se o efeito da
concentracao do BNA, onde a amplitude da onda incidente aumenta significativamente
ao se propagar para a extremidade.
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Figura 11: Estrutura que satisfaz a funcéao de poténcia. Fonte: Adaptado de ZHAO;
PRASAD (2019).

A funcao que define esse tipo de perfil para os buracos € a que MIRONOV (1988)
expds em seu trabalho, o qual diz que a velocidade da onda de flexdo vai a zero para
vigas e placas, cuja espessura diminui de acordo com:

h(z) = ex™, (128)

em que h é a espessura, ¢ € uma constante, m, & a ordem da lei de poténcia, a qual
deve ser um numero racional positivo maior ou igual a 2, e x € a variavel que da a
posi¢cdo em cada ponto ao longo da viga.

A funcdo (128) € uma fungéo ideal para aplicar os conceitos mencionados, no
entanto, devido as limitacées do processo de fabricacao real, a espessura nunca se
torna zero, havendo sempre uma espessura residual (h,). Entdo, a equacao da curva
da lei de poténcia (128) se torna:

h(z) = ex™ + hy. (129)

O formato de um buraco com a espessura definida pela equagéo (129) esta retra-
tado na figura 12:

hx)

J'n'.l
To &
+ Leya >

Figura 12: Formato de um BNA. Fonte: Adaptado de ZHAO; PRASAD (2019).

Para uma espessura especifica da viga (T'), a constante ¢ afeta o comprimento do

BNA de maneira que:
mo | T — D1

LBNA - - ) (130)

e assim, da equacéo (130), facilmente encontra-se a constante «:

T —h
Lpna™ = 5 :
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T—hy
E =
Lpna™

Com isso, a equacéao (129) pode ser reescrita da seguinte forma:

(131)

o

T—h

= m
Lpna

h(z) 2™ + hy, (132)

o

na qual 7' é a espessura da viga, h; € a espessura residual do BNA e Ly € 0
comprimento do buraco.

Definidos os parametros presentes em uma estrutura com BNA, neste momento,
sera apresentado o numero de ondas k(z), conforme exemplificado na figura 13, pois
dessa forma sabe-se quantos s&o os ciclos da onda a cada unidade de comprimento.

Jﬁ\é

k(r)=3 |

Figura 13: Numero de ondas.

Em vista disso, esta dissertacao parte da equacao do movimento de uma viga para
obter as expressdes do numero de ondas e a amplitude das ondas, e consequente-
mente, encontrar as velocidades de fase local (velocidade de propagacdo de uma
onda) e de grupo local (velocidade de propagacao de um grupo de ondas).

Assim, toma-se a equagdao de movimento para uma viga uniforme de Euler-
Bernoulli, que é dada por:

02 O?w(x,t) Pw(z,t)

sendo E. 0 modulo de Young, I 0 momento de inércia da segao transversal da viga, p
a densidade da massa e A a &rea da segéao transversal da viga.
A equacéo (133) admite uma solugdo harménica, expressa como:

w(z,t) = W(x)e™!, (134)

onde w, € a frequéncia angular da onda de flexdo. Assim, substituindo a equacéao
(134) na equagéao (133), tem-se:

| Bty s w@es] 4 paie) Tt <o
a2 |7\ gg2 T\ E PAI G \Be =5
0’ ot O°W () 2 iwat _

pye {Ecl(x)e W} + pA(x)(—wi)W(x)e“*" =0,
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2 2
% {ch(x)a ;Zg‘”)} — WpA(R)W () = 0. (135)

Uma maneira de fornecer solu¢des aproximadas da equacao diferencial (135), com
diferentes ordens de aproximacao, € utilizando o método de WKB, recebendo este
nome em homenagem aos fisicos Gregor Wentzel, Hendrik Anthony Kramers e Léon
Brillouin, que o desenvolveram em 1926. Este método ¢é utilizado neste trabalho, pois
a aproximacao WKB de primeira ordem fornece as expressées do numero de ondas,
da amplitude, e em seguida, da variagcdo da velocidade de fase local e da velocidade
de grupo local.

O método de WKB utiliza uma fungéo eikonal para determinar a funcao W (z) apre-
sentada em (134). A fungéao eikonal, S(x), depende da posigéo z, e as frentes de on-
das (que é o conjunto dos pontos atingidos pela perturbagdo na mesma altura), estao
contidas nesta fungao, que vao na diregdo para qual S(z) varia o mais rapidamente.
Dessa forma, considerando a fungao eikonal:

S(z) =InW(x) —i6(z), (136)
a fungéo W (x) na equacao (134) pode ser escrita na forma:
W(z) = 5@,

W(w) — 6ln W (z)—if(z) 7

W([L’) _ ean(x)e—iG(a:)’

W (x) = W(x)e @), (137)
sendo W a amplitude local e 6 é equivalente a mudanca de fase da onda.

Reescrevendo a equacéao (135), levando em conta a equacao (137), tem-se:

6—2 E I(x)a—zﬁ/(:v)e’ia(x) — W pA(x)W —i@) —

o Bl () 5 2pA(@)W (z)e =0, (138)
e assim, calculando suas derivadas pela regra do produto (apresentadas em vermelho
no anexo A), pode-se separar a parte real e a parte imaginaria da equacao. Levando
em consideracao a aproximacdo WKB de primeira ordem, a parte real do problema ira
determinar o nUmero de ondas, enquanto a parte imaginaria ira estabelecer a equacao
da amplitude.

Neste sentido, dW (z)/dz, df(x)/dx e dI(z)/dx s&o de primeira ordem, d2W (x)/da?,
d*0(x)/dz* e d*I(z)/dx? sdo de segunda ordem, e os demais sdo de ordens superiores.
Os produtos de primeira ordem sao considerados de segunda ordem e portanto, sdo
desprezados (PIERCE, 1970).
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Portanto, a aproximacao para a parte real, dando importancia apenas aos termos
gue tem somente ordem mais baixa (destacado em azul no anexo A), tem-se:

4
—w2pA(z)W (2)e @ + E.I(2)W () [dfg)} e ) =0, (139)

dividindo a express&o (139) pelo termo ¢~ (*) e por w2pA(x)W (z), resulta em:

L E.I(z) [d@(x)r:Q (140)

w2pA(x) | dx

portanto:

dv |  EJd(x)’

. [cw(x)"*: JJw2pA (x)
dr | E.J(z)’
do(x) [pA(z)]
dr _Ecl(x)] Ve, (141)

[de«c)‘ U u2pA()

1

0 (z) = / l gﬁ((z))r\/w—adx. (142)

De acordo com SOUZA (2018), o numero de ondas é equivalente ao integrando
apresentado na equacgéo (142), entao:

() = { gﬁ((?)r\/w—a, (143)

sendo a area (A) e o momento de inércia (I) da secao transversal de uma viga de
base retangular b, (SHABANA, 1996), respectivamente:

A(x) = bh(z), (144)
I(z) = bhi;x). (145)

Substituindo as relagbes (144) e (145) na equacao (143), tem-se a equagao que
define o nimero de ondas:

4| pbh(x)12
R) =\ Fophi () Ve

k@) = ¢ E}ffzx) N (146)
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Duas grandezas podem ser usadas para aferir a velocidade de fase da onda, sendo
elas a velocidade de fase local (vs) e velocidade de grupo local (v,). A primeira refere-
se a velocidade da prépria onda, ja a segunda esta relacionada a velocidade com que
um grupo de ondas se propaga. Essas velocidades (local e de grupo) reduzem com a
diminuicdo da espessura, assim, se a espessura varia suavemente e atinge um valor
zero, as velocidades de onda correspondentes também se reduzem a zero. Como
consequéncia, verifica-se que a onda nao atinge a ponta da estrutura, portanto, nao
pode ser refletida.

A velocidade de fase local, de acordo com MIRONOV (1988), é descrita como:

v = (147)

assim, substituindo a expressdo do numero de ondas (146) na equagao (147) e
racionalizando-a, tem-se:
wa 4| Ech?(x)
Uf = s
/Wa 12p

Wa \/Wa 4| E:h?(x)
v =
NN 12p 7

vp =4/ écp\/wah (x). (148)

A velocidade de grupo local é o dobro da velocidade de fase local, assim:

E

vy =2 ==/ wah (),
12p
[21E
S ——

/Ug 12p Wah (x)7
4E.

vy = ¢/ 3 wah (). (149)

Com base nas equacgdes (148) e (149) é possivel confirmar que a espessura inter-
fere de forma direta na velocidade da onda, visto que, quando h(z) tende a zero, as
velocidades da onda também tenderao a zero.

Agora, considera-se a parte imaginaria da equacéao (138) igual a zero para en-
contrar a expressao que determina a amplitude da onda. Desta vez, leva-se em conta
somente o0s termos que apresentam derivada de até segunda ordem em ¢ (destacados
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em azul no anexo A), e ainda, divide-se a expresséo por ¢*(*), obtendo:

6E.I(x) {%9 (m)rW(:L') (dd—;e (a:)) +4F,I(x) (%W(a:)) [%9 (a:)r (150)

d - d
+2E.1(x) {ae (ZL‘):| W (x) (al(a:)) = 0.
O motivo pelo qual foram selecionados os termos até segunda ordem em 6 se da
pelo fato de que sua primeira derivada foi definida em (141), dessa forma, substituindo

(141) na equacgéao (150), tem-se somente termos de primeira ordem. Assim, a aproxi-
macao para a parte imaginaria é dada por:

oo | fr) % W}W @ (| Fre] i V@ et (@) a5

([ v} samaof [5] v} o () -0

sendo que esta equacao admite solu¢ao na forma (SOUZA, 2018):

~ 4

W(z) = Eu I () pA(2) /5 (152)

em que C; é uma constante.

Assim, substituindo as relacdes do momento de inércia da secéo transversal da
viga (I) e da area da secao transversal da viga (A) apresentadas em (145) e (144) na
equagao (152), tem-se:

~ 4

W) = @12 ploh @) (153)

em que pode-se separar as constantes contidas no denominador da equacéao (152) da
variavel dependente h(x), como:

~ 4
W(x) = Czh(ﬁf)g/Sh(m)S/S’
~ 4
Wix) = Coh()¥/ (154)

no qual D = C,/C,, e portanto, a expressao que define a amplitude da onda é dada

por: 5
W(zx) = W.

Sendo assim, considerando que a espessura tenda a zero, a amplitude tendera ao

(155)
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infinito, comprovando que a amplitude aumenta conforme a espessura diminui.

Visto isso, tem-se a comprovacao de que os BNAs podem ser considerados como
um controle passivo de vibracdo, pois no momento em que a onda passa na viga que
contém o buraco, a mesma diminui sua velocidade e aumenta sua amplitude. Dessa
forma, a vibracao existente na viga fica concentrada no BNA, e consequentemente ela
nao prossegue para o restante da estrutura, e ndo é refletida de volta.

3.2 Controle ativo usando RQL

Um método que é utilizado como controle ativo de vibracées é o RQL - Regulador
Quadrético Linear, que normalmente € empregado para determinar a realimentacao de
um sistema. Este controle, ira levar em consideracao um atuador piezelétrico acoplado
a viga.

Dessa forma, considerando o seguinte sistema em espaco de estados, e suas
respectivas condig¢des iniciais (OGATA, 2014; NAIDU, 2003):

~—

7(t) = A(t)T(t) + B(t)p (1), (156)

7(0) = 79

em que 7 € R™ é o vetor de estado, A, € R™*" & matriz de estado, B € R"™*™ é a
matriz de controle e ¢ € R™ é o vetor de entrada de controle do atuador (m refere-se
a variavel do controle e n refere-se a variavel de estado). Conforme a equacao (127),
sabe-se que as matrizes A. e B séo:

A=

b

0 ] . (157)

-2 —Z WIF —WTK,,

O problema do controle 6timo linear consiste em minimizar o seguinte funcional em
forma quadratica:

1
J ==
2

ty
[ Q.o + o OR@s, (158)
0
sujeito as restricdes dadas pela equacao (156). Este problema é denominado pro-
blema do regulador étimo linear com funcional quadratico. Nesse problema, Q. € R™"*"
€ uma matriz hermitiana real definida-positiva ou semidefinida-positiva, que considera
a energia dos estados do sistema, enquanto R € R™*™ é uma matriz hermitiana ou si-
métrica definida-positiva (R > 0), que pondera a energia do sinal de controle (PADOIN,
2014).

O problema linear quadratico pode ser denominado de acordo com o tempo final
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tr, das seguintes formas (ROSA, 2020):

* Problema linear-quadratico do controle dtimo com horizonte finito, quando t; €
finito. Neste caso todas as matrizes podem depender do tempo.

* Problema linear-quadratico do controle étimo com horizonte infinito, quando ¢, =
oo. Ele também pode ser chamado de regulador com tempo infinito ou regulador
linear-quadratico, e todas as matrizes sdo constantes.

Para sistemas autbnomos as matrizes A., B, ). € R sao constantes, e o sistema
(156) pode ser reescrito como:

7(t) = Acr(t) + Bo(t), (159)

e o funcional apresentado em (158), que representa o indice de desempenho, fica:

J= / T (BQur (1) + 6T (1) R(E))dr. (160)

N | —

De acordo com OGATA (2014), a lei de controle 6timo para esse funcional é dada
por:

o(t) = —G7(t), (161)

sendo que, se 0s elementos da matriz G forem determinados de forma a minimizar o
indice de desempenho J, entao (161) € 6timo para qualquer que seja o estado inicial
7(0). A figura 14 ilustra o diagrama de blocos para configuragéo 6tima.

—i{> + =A.+ Bé 47:}

-G \/l—

Figura 14: Sistema de controle 6timo.

A matriz G € uma matriz de ganhos de realimentac¢ao, sendo que o ganho 6timo é
expresso por:
G=-R'B"P, (162)

em que P é uma matriz simétrica definida-positiva e € encontrada pela solucao da
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equacao algébrica de Riccati:
ATP+ PA.— PBR'BT + Q.= 0. (163)

Assim, substituindo a equacéao (161) na equacgao (159), tem-se a equacgao do sis-
tema em malha fechada:

+ = A; — BGT = (A, — BO)T. (164)

A estabilidade assintotica do sistema (159) é garantida através da condigéo sufici-
ente para o minimo, dada pelo carater definido-positivo das matrizes ). e R (NAIDU,
2003), isto é:

0’H 0*H
92 Orou Q. 0
= , (165)
0’H 0*H 0 R
orou  0%u

em que H € o Hamiltoniano do problema de controle 6timo (funcional (158) e restricdes
(156)). Por conhecimento, o Hamiltoniano é dado por:

H(7(t), p(t), Mt)) = %(T(t)TQc(t)T(t) + o) R()o(1)) + A0 (A()7(1) + B(t)o(t)),
(166)
e A(t) é um vetor de co-estado. A condigdo necessaria para o minimo € que as varia-
cbes de H em relagdo as variaveis 7, ¢ € A sejam iguais a zero.
A condicao suficiente para que o valor de J seja finito é a controlabilidade completa
das matrizes A, e B. Isto é, a matriz de controlabilidade:

B AB ... A™'B |, (167)
[ ]

nao pode ser singular, ou seja, ela deve conter n colunas linearmente independentes,
precisa ter posto completo,

posto [ B A.B ... A™'B ] = n. (168)



4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Esta secdo apresenta os resultados e discussoées oriundos da implementa¢ao com-
putacional da proposta metodolégica para a resolucédo do problema sugerido.

Para uma analise inicial, utilizou-se uma malha de elementos finitos com 204 ele-
mentos em x e 19 elementos em y, cuja discretizagao resultou em uma malha de 3876
elementos finitos, tendo a viga 1m de comprimento por 0, 1m de largura. Cada ele-
mento finito isoparamétrico tem quatro nés e dois graus de liberdade por né. Devido
a utilizacao do elemento retangular de quatro nés (quad4), para a parte do controle
passivo e ativo, a malha foi refinada na borda superior e inferior. Fez-se isto, pelo fato
de que a utilizacao dos elementos quad4 podem gerar alguns problemas de analise
mecanica quando se tem somente uma linha deles, pois se tornam frageis. Assim, a
fim de diminuir a fragilidade, colocou-se duas linhas de elementos nas bordas superior
e inferior.

O material estrutural utilizado nas simulacdées foi 0 aluminio, sendo as propriedades
do material apresentadas na tabela 2 (MOLTER et al., 2010; MOHEIMANI; FLEMING,
2006).

Tabela 2: Propriedades materiais do aluminio.

Aluminio
Médulo de Young 65 x 109N /m?
Densidade 2890kg /m?
Coeficiente de Poisson 0,334

Na tabela 3, sdo apresentadas as propriedades materiais do PZT5A (PREUMONT,
2011) e suas constantes constitutivas (MOLTER; FONSECA; SANTOS FERNANDEZ,
2016) que seréo utilizadas na parte do controle.
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Tabela 3: Propriedades materiais do PZT5A.

PZT5A
Maédulo de Young 50 x 10°G'Pa

Densidade 7600kg/m?
Constantes elasticas  (10'°N/m?)

o 12,1

C12 7,54

Co6 2,25

Constantes piezelétricas (C/m?)

e1s 12,3

€31 —5,4

€33 15,8

As simulacdes foram feitas através de cédigos implementados no MATLAB® e os
graficos da amplitude de vibracao foram obtidos pela Transformada Répida de Fourier.
Nas simulacdes realizadas consideraram-se vibragdes livres e uma viga em balango
com engaste no lado esquerdo (conforme ilustra a figura 15). Os coeficientes de
amortecimento usados foram (; = 0,005, (, = 0,02 e (3 = 0,0008. Para fins de
analise, considerou-se para todos os casos, o deslocamento na dire¢do y do ultimo
né da discretizacdo, sendo este o do canto inferior no final da parte livre da estrutura
(destacado em vermelho na figura 15).

Y

,I ﬂC > T

Figura 15: Viga engastada de um lado.

4.1 Validacao do codigo implementado para o MEF

Com o intuito de validar o cédigo implementado, foi realizada uma colaboracao
com o doutorando Meng He, estudante da Universidade de Ciéncia e Tecnologia de
Huazhong, em Wuhan, na China. Assim, através dessa parceria, comparou-se 0s
resultados obtidos para as frequéncias da estrutura utilizada, sem buraco e com 1, 2
e 3 buracos elipticos, por meio de simulagdes realizadas no software MATLAB® e no
software COMSOL Multiphysics®.

Nas figuras abaixo sdo apresentados os deslocamentos modais obtidos pelo
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MATLAB® (lado esquerdo) e pelo COMSOL Multiphysics® (lado direito), para 3 mo-
dos da viga, sem buraco (figura 16) e com 1, 2 e 3 buracos (figuras 17, 18 e 19,
respectivamente).

F -y
| - )

Figura 16: Comparagdo entre simulagbes feitas no MATLAB® e no COMSOL
Multiphysics® - viga sem buraco e trés primeiros modos.

Figura 17: Comparagdo entre simulagbes feitas no MATLAB® e no COMSOL
Multiphysics® - viga com um buraco e trés primeiros modos.

Figura 18: Comparagdo entre simulagbes feitas no MATLAB® e no COMSOL
Multiphysics® - viga com dois buracos e trés primeiros modos.
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Figura 19: Comparacdo entre simulagbes feitas no MATLAB® e no COMSOL
Multiphysics® - viga com trés buracos e trés primeiros modos.

Como medida de comparacao do cddigo utilizado neste trabalho e o do colabora-
dor Meng He, comparou-se as frequéncias resultantes das simulacdes obtidas pelos
dois softwares (MATLAB® e COMSOL Multiphysics®). Assim, para uma melhor visua-
lizacao, organizou-se as frequéncias obtidas de acordo com a tabela abaixo.

Tabela 4: Comparacdo entre as frequéncias dos softwares MATLAB® e COMSOL
Multiphysics®.

Frequéncias (Hz)
Quantidade de buracos Modos MATLAB® COMSOL Multiphysics®

1 76,16 76,16

Sem buraco 2 456, 58 456, 58
3 1187, 30 1187, 30

1 19,03 17,20

Um buraco 2 133,79 145, 88
3 168, 14 176,27

1 36, 49 34,65

Dois buracos 2 96,99 89,90
3 484, 38 527,21

1 47,76 47,08

Trés buracos 2 146, 06 140, 68
3 230, 50 215,40

Conforme os resultados apresentados na tabela 4, pode-se notar que o codigo im-
plementado em MATLAB® retornou com resultados bastante proximos aos do COM-
SOL Multiphysics®. Vé-se que as frequéncias da estrutura sem buraco (figura 16) séo
iguais para ambos os softwares, enquanto as frequéncias para 1, 2 e 3 buracos (figuras
17, 18 e 19) tiveram pequenas diferencas.
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O fato do resultado das frequéncias da viga sem buraco serem idénticas para am-
bos os softwares, faz com que o programa utilizado neste trabalho seja validado, pois
a malha de elementos finitos € a mesma nos dois softwares e nao ha a interferéncia
de buracos (0 que faz com que a estrutura modifique). Ainda, a diferenca entre as
frequéncias para 1, 2 e 3 buracos ocorre porque os buracos gerados pelo software
COMSOL Multiphysics® se aproximam muito mais da forma eliptica (ndo sendo visivel
suas imperfeigdes), ja os buracos gerados pelo software MATLAB® tém forma eliptica,
porém apresentam zigue-zague em suas bordas, assim, essa pequena diferenca de
frequéncia se deu pela estrutura da malha nao ser idéntica.

Verificada a corretude do cédigo implementado, a partir de agora ele sera utilizado
na implementacao do controle passivo (secéo 4.3) e ativo (secao 4.4) de vibracoes.

4.2 Amplitude da onda

O perfil dos BNAs nas estruturas segue uma lei de poténcia, apresentado na se-
cao 3.1, equacéao (129), sendo que essa funcao satisfaz a condicdo de diminuir sua-
vemente a espessura da estrutura. Contudo, no momento em que a onda se propaga
para a extremidade, a amplitude desta onda aumenta significadamente, e, para com-
provar isto, utilizou-se a equacgéo (155) para gerar o grafico da amplitude para dois
casos de estruturas (para fins de comparacgéo, D foi tomado como 102).

O primeiro caso esta ilustrado na figura 20, onde o buraco ndo tem uma espessura
fina nas bordas.

Figura 20: Viga de 1m de comprimento e um buraco com sua respectiva amplitude
(W).

O segundo caso esta ilustrado na figura 21, onde a espessura diminui suavemente,
com bordas refinadas, e portanto, a amplitude da onda é significativamente maior
quando comparada com a da viga apresentada anteriormente.
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Figura 21: Viga de 1m de comprimento e um buraco (bordas refinadas) com sua res-
pectiva amplitude ().

Sendo assim, considerando que a espessura tenda a zero, a amplitude tendera
ao infinito, mostrando que a amplitude aumenta conforme a espessura diminui, como
citado na secao 3.1.

E importante ressaltar, que as figuras 20 e 21 séo ilustrativas para mostrar o com-
portamento da amplitude da onda. Entretanto, numa aplicacdo real, uma onda que
inicia num lado da viga nao reflete para além do buraco, ou tem uma minima reflexao.

4.3 Controle passivo via efeito do BNA

Neste trabalho utilizou-se a técnica dos BNAs para o controle passivo. Como esta
€ uma técnica de rejeito, ou seja, é feita retirando material da estrutura, implementou-
se uma metodologia para mapear os elementos nos locais em que os BNAs foram
posicionados e, apls isso, zerou-se a rigidez e a massa desses elementos, assim,
anulando a contribuicdo destes elementos na dinamica estrutural.

Para definir as posi¢des e dimensdes dos BNAs usou-se curvas elipticas, que ser-
viram de guia para definir quais elementos fazem parte dos BNAs.

A equacao de uma elipse deslocada da origem é dada por:

(x — x9)” n (y — yo)? —1, (169)

2 2
Qe bc

sendo que a. e b. S0 0s parametros dos eixos, e definem o tamanho do BNA, ja z
e 1o Sao as coordenadas do ponto central da elipse, e definem o posicionamento do
BNA. Na tabela 5 estdo apresentadas as coordenadas para cada formato de BNA.
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Tabela 5: Coordenadas dos BNAs.

Quantidade de buracos «?> b* 1z, sem atuador x, com atuador 1y,

Um buraco 51 5200 2 Z =
Dois buracos 51 1300 2 z 2
Trés buracos 51 580 2 z &

A escolha do BNA ter forma eliptica se da pelo fato de que ele segue o formato
da lei de poténcia apresentada em (129) e, além disso, esta forma apresenta uma
formulacao simples para descrever uma curva.

A fim de analisar qual configuragdo de buraco € mais adequada para aplicar o
controle ativo, serdo apresentadas as respostas das amplitudes de todas as configu-
racoes dos BNA utilizados neste trabalho. Com isso, ira se avaliar qual configuracéo
apresenta uma menor amplitude de vibracao, levando em conta os trés primeiros mo-
dos nédo axiais.

Na figura 22 sao apresentados os trés primeiros modos € a resposta de amplitude
da vibracao da viga sem buraco.

ul |
=T

T o

200 400 600 800 1000 1200 1400
Frequéncia{Hz)

(@) (b)

Figura 22: Trés primeiros modos (a) e resposta de amplitude da vibracao (b) para viga
sem buraco.

A primeira configuracao de buracos a ser analisada é da viga com um BNA, sendo
gue os trés primeiros modos sdo mostrados na figura 23-(a) e sua resposta de ampli-
tude é mostrada na figura 23-(b).
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Figura 23: Trés primeiros modos (a) e resposta de amplitude da vibragao (b) para viga
com um BNA.

A segunda configuragdo de buracos a ser observada € da viga com dois BNAs,
sendo que os trés primeiros modos dessa viga sdo mostrados na figura 24-(a) e sua
resposta de amplitude é mostrada na figura 24-(b).
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Figura 24: Trés primeiros modos (a) e resposta de amplitude da vibracao (b) para viga
com dois BNAs.

A terceira e ultima configuracao de buracos a ser testada é da viga com trés BNAs,
sendo que os trés primeiros modos sédo exibidos na figura 25-(a) e sua resposta de
amplitude é mostrada na figura 25-(b).
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Figura 25: Trés primeiros modos (a) e resposta de amplitude da vibragao (b) para viga
com trés BNAs.

Abaixo segue uma tabela com os valores das somas das amplitudes méaximas e
suas trés primeiras frequéncias naturais para a viga sem buraco e para cada configu-
racdo de viga com buracos mostrada acima.

Tabela 6: Resultados dos testes com os BNAs.

Quantidade de buracos Amax(dB) wi(Hz) wa(Hz) ws(Hz)

Sem buraco -9,32 76,16 456,58 1201, 70
Um buraco —11,13 32,99 308,56 398,36
Dois buracos —11,15 55,47 161,92 736,15
Trés buracos —10,25 65,22 231,04 396,57

Pode-se observar que a configuracdo com dois buracos apresentou uma melhor
resposta, visto que teve uma amplitude maxima de deslocamento transversal menor,
quando comparada com as demais.

Apesar de neste trabalho serem considerados apenas trés modos de vibracao,
verificou-se que ja houve uma boa atenuacdo de vibracées quando inserido o/0s
BNA(s), o que mostra que o efeito na diminuicdo de vibra¢cdes também depende da
estrutura a ser utilizada.

4.4 Controle ativo via atuador piezelétrico e controle RQL

Antes da implementagdo do controlador RQL, acoplou-se o atuador piezelétrico
na estrutura que obteve melhor resultado apo6s a aplicacdo do controle passivo (dois
BNAs). Assim, adicionou-se 8 elementos nas bordas superior e inferior, onde as ca-
racteristicas de rigidez e massa foram definidas com base no material PZT5A (citadas
na tabela 3). A escolha da posicao do atuador piezelétrico justifica-se pois, assume-se
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que a vibracéo inicia no comeco da viga, com isso pretende-se amenizar as oscilagoes
desde o primeiro momento, visto que a medida que a onda entra no BNA, a mesma
nao é refletida para o restante da estrutura.

Os trés primeiros modos desta estrutura com o atuador piezelétrico estdo apresen-
tados na figura 26, e suas frequéncias naturais sao w; = 55,46 Hz, wy, = 160,59 Hz €
ws = 732,57 Hz, respectivamente.

Figura 26: Trés primeiros modos para a viga com dois BNAs e com atuador piezelé-
trico.

Neste trabalho ndo ha nenhuma carga externa atuando no sistema, entretanto,
considerou-se uma condigdo inicial, apresentada em (62), em que [¢(0) ¢(0)] = [0,1
0,1]7.

Para a implementacao do controle RQL foi definido que as matrizes R e (). sao
identidades, com dimenséo 72 x 72 e dimenséo 2 x 2 multiplicada por 10'°, respecti-
vamente. Apos o calculo das matrizes G, considerou-se a equacao (161), e assim foi
possivel reescrever a equagao (156-a), como:

# = (A. — GB)r. (170)

Ap0s isso, aplicou-se 0 método de Runge-Kutta de quarta ordem para a resolugéo
do sistema (170), e com as solu¢des dos deslocamentos modais, foi possivel analisar
o deslocamento com controle.

O deslocamento dos trés primeiros modos da viga com controle ativo sdo mostra-
dos abaixo. Sem buraco na figura 27 e com dois buracos na figura 28.
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Figura 27: Deslocamento da viga sem BNA e um atuador piezelétrico com e sem
controle ativo para os trés primeiros modos.
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Figura 28: Deslocamento da viga com dois BNAs e um atuador piezelétrico com e sem
controle ativo para os trés primeiros modos.
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Pode-se observar que a vibracao reduziu significadamente para todos os modos.
O potencial elétrico pode ser calculado a partir da equacao (161), que neste trabalho
excede os valores para um projeto executavel. Isto foi feito desta forma para um es-
tudo qualitativo do controle. Os potenciais elétricos utilizados em projetos reais séo
inferiores aos praticados neste estudo, o que implica que o controle da vibragao ocorre
num periodo de tempo maior.

Por fim, uma ultima analise foi realizada referente aos valores da matriz ()., a fim de
verificar como ela interfere na resposta da amplitude, considerando para essa analise
somente o primeiro modo. Foram testados valores para Q. = diag(107,107), Q. =
diag(10%,10%), Q. = diag(10°,10°) e Q. = diag(10'°, 10'°), conforme ilustra a figura 29.
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Figura 29: Comparacéo de amplitudes de vibragéo para diferentes valores de (..

Vé-se que, quanto maior o valor da matriz )., menor a resposta da amplitude, o
que afeta o resultado quando aplicado o controle RQL.



5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS PARA FUTUROS TRA-
BALHOS

Este trabalho propds o controle de vibragdes, em uma viga engastada, através de
duas técnicas de controle, sendo utilizadas simultaneamente, uma de controle passivo,
através de buracos nas vigas, e uma de controle ativo, através do acoplamento de
atuadores piezelétricos na estrutura.

Foram apresentados alguns resultados tedricos referentes ao controle passivo
(usando o efeito dos BNAs) e ao controle ativo (usando como atuador o material pie-
zelétrico). A ideia da técnica dos BNAs é que, quando inseridos buracos na estrutura,
a energia da onda é concentrada dentro deste buraco, e assim ndo ha propagacao e
reflexdo da onda na viga. Isto é, a velocidade da onda é reduzida e sua amplitude
€ aumentada, sendo assim, a vibracao fica restrita no interior do buraco. Neste tra-
balho utilizou-se 0 método WKB para encontrar as equag¢des que governam o efeito
dos BNAs. Em comparacao com outros trabalhos, que nao utilizaram o método WKB,
como os de MIRONQV (1988); KRYLOV; TILMAN (2004); ZHAO; PRASAD (2019), a
ideia da amplitude da onda tender ao infinito permanece a mesma, conforme mostrado
na equagao (155).

De acordo com a tabela 6, a configuracdo com dois buracos apresentou uma
melhor resposta, pois sua amplitude maxima de deslocamento transversal foi menor
guando comparada com as demais. Notou-se também, que a utilizagdo da técnica dos
BNAs para o controle passivo de vibragdes auxiliou na redugéo das vibragdes, visto
que houve diminuicdo da amplitude da onda.

Em relagdo ao controle ativo, foi proposto a implementacado do controlador RQL
para operar um atuador piezelétrico. Observou-se que, quando o atuador é acoplado
a viga, a frequéncia dos modos de vibracao da viga tem uma leve diminuicao e ainda,
sem o controle RQL, a vibragdo se mantém por um tempo superior quando comparada
ao deslocamento com o controle (figura 28), o que mostra que o controle RQL foi
eficiente ao controlar as vibracoes.

Em relagao a matriz @), conclui-se que, quando os valores da matriz (). sao alte-
rados, o controle das vibragdes pode ocorrer antes, ou ndo, dependendo dos valores
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desta matriz. Na medida que aumentamos os valores de (., a amplitude de vibracao
diminui, conforme ilustra a figura 29, afetando diretamente o controle ativo.

Por fim, pode-se observar pela tabela 6 e pelas figuras 26 e 28 que a juncéo das
duas técnicas de controle, tanto ativo como passivo, é o desejado, pois ambas tiveram
contribuicao na reducgao das vibragoes.

A pesquisa realizada neste trabalho abriu interessantes possibilidades para con-
tinuacdo dos estudos, em trabalhos futuros. Dessa forma, pretende-se averiguar a
resisténcia mecanica das estruturas em estudo e analisar casos do comportamento
dos modos de vibracao de estruturas otimizadas, com materiais piezelétricos e com os
BNAs como restricoes de dominio. Além disso, tem-se como ideia analisar o compor-
tamento dos modos de vibragdo nas mesmas estruturas, mas nao otimizadas, porém
com buracos, e comparar os resultados entre as estruturas otimizadas e ndo otimiza-
das, com diferentes quantidades e geometrias dos BNAs.

Ainda, como continuacédo desta pesquisa, pode-se desenvolver uma metodologia
para otimizagdo da quantidade e geometria dos BNAs e utilizar os materiais piezelé-
tricos, estrategicamente posicionados, como coletores de energia.
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ANEXO A CALCULO DAS DERIVADAS

A equacéo a ser derivada pela regra do produto é:

IIIIIIIII

IIIIIIIII

Resolvendo o auxiliar 1:

* Primeira derivada:

» Segunda derivada:

(;‘—;W (x)) o0 2 (%Vv (x)) (%e (x)) W i () (dd—;e (x)) o)

Resolvendo o auxiliar 2:

* Primeira derivada:

%{Ec (%1 (x)) l (dd—;vv (a:)) =) _ 9, (%Vv (:c)) (%9 (q:)) o9
0 d3 0



» Segunda derivada:
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2
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Separando a parte real e a parte imaginaria, e ainda igualando-as a zero, obtém-se:

» Parte real:

+ Parte imaginaria:
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Em termos de validade da suposicao do método de WKB, o valor absoluto dos
termos negligenciados da parte real deve ser muito menor que um (SOUZA, 2018),
assim:
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