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Epígrafe 

 

 

“-Já param para pensar que desde o momento de nossa concepção 

somos bombardeados por ondas?  

Tudo é transmitido através de ondas, ou seja, elas são parte integrante 

do nosso cotidiano! Os sons, os objetos que enxergamos, até mesmo 

nossos próprios pensamentos são transmitidos por ondas!  

Pensem no mar, onde as ondas podem ser grandes, médias ou 

pequenas e poderemos ver que elas são capazes de se adaptar a 

qualquer local do mar (profundezas ou na costa), porém, apresentam a 

mesma forma, mas diferentes larguras, alturas e comprimentos.  

Pensando nesta elasticidade e da adaptabilidade de uma onda e que 

ela pode ser descrita através de uma fórmula matemática e assim, ser 

incorporada para mensurar ou representar diferentes coisas. Por 

exemplo, atualmente ela é utilizada na medicina para analisar os 

mínimos detalhes de falha que pode ocorrer em um eletrocardiograma e 

assim identificar uma possível doença, mas não só nesta área como na 

automação e controle buscando falhas nos sistemas, ou nas 

geotecnologias, minimizando erros em imagens de satélites, dentre 

tantas outras aplicações!  

Na minha tese eu busquei incorpora a formulação matemática de uma 

onda, denominadas de Wavelets, nos estudos do movimento da água 

no solo esse caracterizado como condutividade hidráulica de solo 

saturado...” 

(Adaptação do texto base da apresentação do evento 3MT). 

 

 

_____________________ 

“Que o impossível,  

improvável, 

     inconcebível  

se torne crível.” 

(Alexandre Rampazo)



Resumo 
CENTENO, Luana Nunes. Modelos de espaço de estados e análise em 
Wavelets no estudo do relacionamento espacial entre atributos físico-
hídricos do solo e atributos topográficos em escala de bacia hidrográfica. 
Orientador: Luís Carlos Timm. 2020. 200f. Tese (Doutorado em Recursos 
Hídricos) - Programa de Pós-Graduação em Recursos Hídricos. Engenharia de 
Recursos Hídricos, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas 2020. 
 
Resumo: As ferramentas estatísticas que consideram a posição e a possível 
dependência entre as observações de variáveis no campo têm sido aplicadas 
em pequenas áreas agrícolas e não em escala de bacia hidrográfica. Assim, o 
presente trabalho teve como objetivo avaliar o potencial de ferramentas da 
Análise de Séries Temporais/Espaciais em caracterizar e identificar a estrutura 
de variabilidade espacial de atributos físico-hídricos do solo e de atributos 
topográficos bem como no estudo do relacionamento entre eles em uma 
transeção espacial de 15 km construída na bacia hidrográfica do Arroio Fragata, 
a partir da seção de controle da Ponte Passo dos Carros (BHAF – PPC), 
localizada no município de Pelotas (RS). Nesta transeção foram demarcados 
100 pontos, equidistantes entre si 150 m, onde amostras de solo, com estrutura 
deformada e preservada, foram coletadas na camada de 0-0,20 m de 
profundidade para determinação das frações texturais, densidade do solo, 
porosidade total, macroporosidade, condutividade hidráulica do solo saturado e 
carbono orgânico. De posse do modelo digital de elevação hidrologicamente 
consistente (MDEHC) foram obtidos em cada ponto amostral atributos 
topográficos, a saber: elevação, declividade e aspecto. A estatística clássica foi 
aplicada a todos os conjuntos de dados para a obtenção das medidas de 
posição, de dispersão e da forma da dispersão. Também foi aplicado o teste de 
Kolmogorov-Smirnov para verificar a normalidade de cada conjunto de dados. 
Para caracterizar e identificar a estrutura de variabilidade espacial de cada 
atributo ao longo da transeção espacial a função de autocorrelação foi calculada. 
A correlação espacial entre as variáveis foi calculada por meio da função de 
crosscorrelação. O relacionamento entre as variáveis foi estudado por modelos 
de espaço de estados envolvendo o mesmo conjunto de variáveis físico-hídricas 
do solo e topográficas. A caracterização e quantificação das possíveis 
correlações multi-espaciais entre os atributos físico-hídricos do solo e os 
atributos topográficos foram também avaliadas usando as transformadas de 
Wavelets. Por meio destas ferramentas foi possível concluir que a abordagem 
em espaço de estados se mostrou uma ferramenta eficaz para descrever as 
relações espaciais, bem como que as transformadas de Wavelets são 
ferramentas promissoras no intuito de caracterizar e quantificar as correlações 
multiespaciais entre a condutividade hidráulica do solo saturado e os atributos 
físico-hídricos do solo e topográficos e o tipo de uso do solo ao longo da 
transeção espacial de 15 km construída na Bacia do Arroio Fragata. A 
substituição da variável macroporosidade do solo pelo tipo de uso do solo como 
variável representativa da estrutura do solo nos modelos de espaço de estados 
deve ser melhor avaliada em futuros estudos em escala de bacia hidrográfica. 
 
Palavras-Chaves: Bacia hidrográfica Arroio Fragata. Condutividade hidráulica 
de solo saturado. Variabilidade espacial do solo. Escala e localização especifica. 
Tipos de uso do solo.



Abstract 

 

CENTENO, Luana Nunes. State-space models and Wavelet analysis in the 
study of the spatial relationship between soil hydro-physical and 
topographic attributes at watershed scale. Advisor: Luís Carlos Timm. 2020. 
200f. Thesis (Doctorate Degree Water Resources) - Water Resources Post-
Graduate Program. Engineering Water Resources, Center of Technological 
Development, Federal University of Pelotas, Pelotas 2020. 
 

 

Abstract: The statistical tools that consider the position and the possible 
dependence between the observations of variables in the field have been applied 
at small scales and not at watershed scales. Thus, this study aimed to evaluate the 
potential of statistical tools from the Time Series Analysis to characterize and 
identify the spatial variability structure of soil hydro-physical and topographic 
attributes as well as to study the relationship between them in the Fragata River 
Watershed (FRW), Pelotas, Southern Brazil. From the Passo dos Carros control 
section (FRW - PPC) a 15 km-spatial transect was established in which 100 points, 
150 m equidistantly spaced, were demarcated.  Undisturbed and disturbed soil 
samples were collected in the 0-0.20 m soil layer to determine textural fractions, 
soil bulk density, total porosity, macroporosity, saturated soil hydraulic conductivity 
and soil organic carbon. Using the hydrologically consistent digital elevation model 
(MDEHC), topographic attributes were obtained at each sampling point, namely: 
elevation, slope, and aspect. Classical statistics were applied to all data sets to 
calculate position, dispersion, and shape measures of each data set. The 
Kolmogorov-Smirnov test was applied to verify the normality of each data set. To 
characterize and identify the spatial variability structure of each attribute along the 
spatial transect, the autocorrelation function was calculated. The spatial correlation 
between two variables was calculated using the cross-correlation function. The 
spatial relationship among variables was studied by state-space models and 
classical multiple regression models. The characterization and quantification of the 
possible multi-spatial correlations among all attributes were evaluated through 
Wavelet analysis. It was possible to conclude that the state-space approach proved 
to be an effective tool to describe the spatial relationships among all attributes as 
compared to multiple regression models at watershed scale. Further, Wavelet 
analysis showed to be a promising tool to characterize and quantify the multispatial 
correlations among all soil hydro-physical and topographic attributes along the 15 
km-FRW spatial transect. The substitution of the soil macroporosity by the land-
use system as a potential explanatory variable to represent the soil structure in the 
state-space models should be better assessed in future studies at watershed scale. 
 
Key-Words: Fragata River Watershed. Hydraulic conductivity of saturated soil. 
Soil spatial variability. scale-location domain. land-use system. 
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1. Introdução 

Os atributos físicos, químicos e biológicos do solo diversificam 

amplamente no espaço. O material de origem e os fatores de formação do solo 

distinguem-se devido às suas características intrínsecas e como consequência 

os atributos do solo variam na paisagem. A intensidade dessa variação em uma 

área depende das condições ambientais e como estas atuam sobre os atributos 

do solo ao longo do tempo bem como o manejo adotado (VIEIRA; DECHEN, 

2010). 

A variabilidade espacial dos atributos do solo tem sido alvo de estudos 

desde o início do século XX. Inicialmente, a variabilidade era estudada por meio 

de ferramentas da estatística clássica, como média, variância e coeficiente de 

variação, sem considerar a posição das observações no espaço, e 

recomendava-se o uso de métodos estatísticos clássicos, os quais, exigem que 

a variável sob investigação tenha distribuição normal e seja espacialmente 

independente (VIEIRA; DECHEN, 2010).  

Ferramentas estatísticas da Análise de Séries Temporais/Espaciais 

(autocorrelogramas, crosscorrelogramas, modelos de espaço de estados, etc.) 

e da Geoestatística (semivariogramas, semivariogramas cruzados, krigagem, 

etc.), que consideram a posição no espaço (ou no tempo) e a possível 

dependência entre as observações da variável em estudo, têm sido aplicadas no 

intuito de estudar a variabilidade das diferentes variáveis que compõem o 

sistema Solo-Planta-Atmosfera (REICHARDT; TIMM, 2020). Neste intuito, 

Nielsen e Wendroth (2003), sugerem uma amostragem ao longo de uma 

transeção e/ou de uma malha para avaliar a estrutura de variabilidade espacial 

ou temporal e as relações entre os atributos do solo. 

A identificação e quantificação da variabilidade espacial e temporal 

constitui-se uma ferramenta valiosa, haja vista que permite definir o intervalo 

adequado de amostragem, reduzindo os custos do monitoramento de dados de 

campo, sobretudo em estudos associados à simulação hidrológica (HUPET; 

VANCLOOSTER, 2004; SCHNEIDER et al., 2008), dentre outros. A realização 

de estudos hidrológicos em bacias hidrográficas surge da necessidade de se 

compreender o funcionamento do balanço hídrico, dos processos que controlam 

o movimento, a quantidade e a qualidade da água (ANDRADE et al., 2013). 
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Neste intuito, a identificação e quantificação da estrutura de variabilidade 

espacial e temporal dos atributos do solo tornam-se importantes para um melhor 

entendimento da dinâmica da água no sistema solo-planta-atmosfera.  

Na maioria das situações, a aplicação de ferramentas da Análise de 

Séries Temporais/Espaciais no estudo da variabilidade espacial dos atributos do 

solo tem sido conduzida em pequenas áreas agrícolas como os trabalhos de Jia 

et al. (2011), Oliveira et al. (2011), Timm et al. (2003), dentre outros, e não em 

escala de bacia hidrográfica (BH), que tem sido a unidade adotada para o 

planejamento e gestão de recursos naturais. Dentre as bacias hidrográficas 

localizadas no sul do estado do Rio Grande do Sul (RS), a do arroio Fragata 

(BHAF) é estratégica para o desenvolvimento econômico e social da região. 

Ademais os cursos d’água principais da BHAF é um importante afluente do canal 

São Gonçalo, que abastece o município de Rio Grande – RS e ainda é uma via 

navegável importante que liga a laguna dos Patos à Lagoa Mirim.  

Em virtude da importância econômica e social e a carência de estudos na 

bacia hidrográfica supracitada há a necessitade da atenção de pesquisadores 

em especial para estudos relacionados a um melhor entendimento do meio 

físico. Visando a aplicação de ferramentas estatísticas no intuito de caracterizar 

a variabilidade espacial dos atributos físico-hídricos do solo e dos atributos 

topográficos bem como do relacionamento entre eles em nível de escala de bacia 

hidrográfica, possibilitando, por exemplo, a utilização de modelos hidrológicos na 

região visando o gerenciamento dos recursos hídricos.



2. Objetivos  

2.1. Objetivo Geral 

O objetivo principal deste estudo foi avaliar o potencial de ferramentas 

estatísticas da Análise de Séries Temporais/Espaciais em caracterizar e 

identificar a estrutura de variabilidade espacial de atributos físico-hídricos do solo 

e de atributos topográficos, bem como no estudo do relacionamento entre eles, 

em  escala de bacia hidrográfica, em uma transeção espacial de 15 km 

construída na Bacia do Arroio Fragata, a montante da seção de controle Passo 

dos Carros.  

 

2.2. Objetivos Específicos 

- Caracterizar e identificar a estrutura de variabilidade espacial dos 

atributos físico-hídricos do solo e dos atributos topográficos determinados ao 

longo da transeção espacial construídas na Bacia do Arroio Fragata, usando 

ferramentas da Análise de Séries Temporais/Espaciais; 

- Comparar o desempenho dos modelos de espaço de estados no estudo 

do relacionamento entre os atributos físico-hídricos do solo e os atributos 

topográficos com modelos de regressão estatística múltipla (modelos globais); 

- Caracterizar e quantificar as correlações multi-espaciais entre os 

atributos físico-hídricos do solo e os atributos topográficos ao longo da transeção 

construídas na Bacia do Arroio Fragata, usando Wavelets.



3.  Hipóteses  

- Ferramentas estatísticas da Análise de Séries Temporais/Espaciais 

podem ser usadas para caracterizar e identificar a estrutura de variabilidade 

espacial de atributos físico-hídricos do solo e de atributos topográficos em escala 

de bacia hidrográfica; 

- Modelos de espaço de estados podem ser usados para estudar o 

relacionamento entre atributos físico-hídricos do solo e atributos topográficos em 

escala de bacia hidrográfica;  

- O uso de modelos de espaço de estados descreve melhor o 

relacionamento das variáveis em estudo quando comparados com o uso dos 

modelos de regressão estatística múltipla; 

- As Wavelets podem ser usadas para caracterizar e quantificar as 

correlações multi-espaciais entre atributos físico-hídricos do solo e atributos 

topográficos.



 

4. Revisão da Literatura 

4.1. Wavelets sem formulação matemática 

Neste tópico será apresentado o referencial teórico baseado nos autores 

Addison (2016), Hubbard (1998) e Mallat (2008). Pretende-se apresentar como 

surgiram as Wavelets, bem como sua relação com os demais campos da 

Ciência. 

 

4.1.2. O antecessor da análise de Wavelet: Jean Fourier 

A história das Wavelets embora extremamente difundida e partilhada 

entre as Ciências, teve seu princípio na análise de Fourier. Sendo que, Fourier 

é um ponto de partida lógico, sua influência na matemática, na ciência e em 

nossas vidas diárias tem sido incalculável.  

A análise de Fourrier foi desenvolvida pelo matemático Jean Baptiste 

Joseph Fourier, que nasceu em 1768, em Auxerre na França e que ficou órfão 

aos 10 anos de idade. 

Após a morte de seus pais, Fourier continuou frequentando a escola e, 

em 1780, ingressou na academia militar real de Auxerre, onde aos 13 anos ficou 

fascinado pela matemática. Diz-se que durante o dia ele secretamente 

colecionava tocos de velas, e que à noite, quando todo mundo dormia, ele 

acordava e se arrastava até a sala de aula onde acendia as velas e passava 

longas horas trabalhando em na resolução de problemas matemáticos.  

Contudo, ao final de seus estudos, mesmo apresentando extremas 

habilidades com números, seu pedido de ingressar no exército foi rejeitado 

(segundo conta a literatura, Fourrier foi rejeitado pelo exército porque não havia 

nascido em família nobre e, portanto, inelegível) mesmo sendo considerado um 

gênio dos números, sendo comparado ao grande Isaac Newton. 

A partir de então, tornou-se cada vez mais comprometido com a causa de 

estabelecer um “governo” livre isento de reis e padres, e em 1793 ingressou no 

comitê revolucionário de Auxerre, neste período foi preso duas vezes, sob 

acusação de terrorismo, pois era extremamente preocupado com as questões 

sociais, o que na época era contrário ao “governo”. 

Destaca-se ainda que, após a Revolução Francesa, Fourier lecionou 

matemática em Paris, depois acompanhou Napoleão no Egito e serviu como 
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secretário permanente do Instituto do Egito. Mais tarde, ele escreveu um livro 

sobre o Egito; ainda hoje algumas pessoas o conhecem como egiptólogo e 

desconhecem suas contribuições para a matemática e a física. 

Ao retornar para à França em 1802, Napoleão o nomeou prefeito do 

departamento de Isere. Ele serviu como prefeito por 14 anos, em Grenoble, 

ganhando a reputação de administrador capaz; uma de suas realizações foi 

convencer 37 comunas a trabalharem juntas para drenar cerca de 8094 hectares 

de pântanos que haviam causado epidemias de febre, tarefa que, segundo 

Cousin, exigia todo o seu tato e "uma paciência inesgotável". Por fim, ele 

encontrou um porto seguro no Bureau da estatística em Paris onde foi eleito para 

a Academia de Ciências.  

Paralelamente aos deveres administrativos e ao seu isolamento de Paris 

por muitos anos, Fourier conseguiu prosseguir em sua pesquisa científica com 

relação a matemática, que o tornou conhecido entre inúmeros cientistas, 

técnicos e engenheiros. Essa fama baseia-se em seu livro publicado em 1822, 

intitulado La Theorie Analytique de la Chaleur (A teoria analítica de calor). No 

livro supracitado, Fourier substanciou uma maneira prática de extrair soluções 

de equações lineares: parciais e diferenciais, as definidas pela segunda lei de 

Newton, no século XVII.  

A partir de então suas descobertas dominaram a análise matemática por 

cem anos, tendo ramificações surpreendentes para a teoria dos números e 

probabilidade. Para se entender a grandiosidade de sua descoberta, destaca-se 

que praticamente toda vez que cientistas modelam sistemas ou fazem previsões, 

eles usam a análise de Fourier. Neste sentido, suas descobertas estão inseridas 

atualmente desde programações lineares, cristalografia e a inúmeros 

dispositivos de radiofrequências, máquinas de raios-x, dentre outros.   

 

4.1.3. Fourier e suas contribuições sobre funções trigonométricas 

Há duas partes na contribuição de Fourier: primeiro, uma matemática 

afirmativa mais tarde comprovada por Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet 

(que apresentou a definição formal de função); e segunda, uma explicação 

prática a respeito de função periódica, ou seja, que esta pode ser representada 

como uma soma de senos e cossenos denominado a partir de então de série de 

Fourier. 
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De forma geral, definiu-se que qualquer curva que se repita 

periodicamente, não importa o quão irregular seja, pode ser expressa como uma 

série de soma de funções senos e cossenos. Sendo assim, a curva irregular 

(“matemática afirmativa”) e a soma dos senos e cossenos (“matemática prática”) 

são duas representações diferentes do mesmo objeto, ou seja, como ver uma 

mesma palavra em idiomas diferentes.  

Na pratica multiplica-se os senos e os cossenos por um coeficiente (que 

é a sua amplitude), para que os termos da série se adicionem ou se anulem 

quando é alterada a fase, por um valor especifico, das funções periódicas. Sendo 

assim, por meio da série de Fourier, pode-se reconstruir a função original, ou 

seja, como em uma tradução de idioma onde nenhuma informação é perdida, 

apenas transformada. 

No ano de 1807, Fourier mostrou que praticamente qualquer função 

periódica pode ser expressa como uma soma infinita de uma série de senos e 

ou cossenos. As realizações de Fourier contribuíram significativamente para 

mudanças na maneira de matemáticos pensaram sobre funções. Sendo esta, 

uma simples maneira de resolver certas equações diferenciais, pavimentando 

assim, o caminho para a tecnologia digital, incluindo computadores e discos 

compactos. Ademais, a análise de Fourier também é uma linguagem natural para 

a mecânica quântica. 

A transformada de Fourier traduz um sinal através de uma maneira 

simples e “real”, ou seja, transformando um sinal que varia no tempo (ou no 

espaço) em uma nova função, mostrando por meio desta, quanto de cada 

frequência o sinal contém. 

Posteriormente estabeleceu-se a transformada janelada de Fourier, a qual 

se baseia na ideia de estudar as frequências de um sinal segmento por 

segmento. Onde tornou possível “simbolicamente” limitar o período de tempo 

durante o qual algo está acontecendo, contudo, a descrição mais prática de 

ocorrência de um fenômeno tornou-se possível por meio das Wavelets. 

 

4.1.4. O mundo das Wavelets: através da aplicação de Morlet 

Existem diversas vertentes a respeito da história das Wavelets, a saber: 

tendo como base a física, definiram-na como pequenas ondas, já na matemática 

a Wavelet foi denominada como “decomposições atômicas”, servindo para 
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estudar diferentes funções no espaço. Cabe destacar ainda que outros 

pesquisadores desenvolveram Wavelets, que chamaram de “funções auto 

similares de Gabor”, com o intuito de modelar sistemas digitais.  

Entretanto, como foi a função incorporada neste estudo (função de 

Morlet), tomar-se-á como ponto de partida o trabalho de Jean Morlet, um 

geofísico da companhia petrolífera francesa Elf-Aquitaine, que desenvolveu 

Wavelets como ferramenta para prospecção de petróleo, porém as mesmas 

nunca foram utilizadas para esta finalidade. 

A maneira padrão de procurar petróleo subterrâneo, na década de 1960, 

era enviar vibrações ou impulsos ao solo e analisar seus ecos. Esta análise 

deveria dizer o quão profunda e espessa as várias camadas são e de que elas 

são feitas. Destaca-se que ecos de altas frequências correspondem as camadas 

finas, e baixas frequências as camadas grossas. Porém, estes sinais produzidos 

interferiam entre si tornando confusa a procura por petróleo.  

Para extrair informações desse emaranhado de ecos, a análise de Fourier 

foi incorporada em todo o sinal. À medida que computadores mais poderosos se 

tornaram disponíveis, grandes janelas foram inseridas em diversos seguimentos 

no sinal e colocadas cada vez mais próximas até ocorrer a sobreposição. Porém, 

em um dado momento, não havia melhora na distinção dos ecos.  

Sendo assim, Morlet objetivava uma definição local mais refinada; em 

particular, para se ter acesso a informações sobre camadas de diferentes 

espessuras. Para fazer isso, por volta de 1975, Morlet baseou-se na 

representação da transmissão de sinais de Gabor, criadas cerca de 30 anos 

antes, usando Análise de Fourier. A grande desvantagem deste sistema era de 

ser impreciso sobre o tempo nas altas frequências. Sendo necessário que a 

janela fosse reduzida, o que significava perder todas as informações sobre 

baixas frequências.  

Outra desvantagem do uso da análise de Fourier janelada foi que ao 

contrário da análise clássica de Fourier, não havia maneira numérica de 

reconstruir o sinal. Sendo assim, objetivando contornar esta limitação Morlet em 

vez de manter o tamanho da janela fixa e preenchida com oscilações de 

diferentes frequências, fez o inverso: manteve o número de oscilações na janela 

constante e variou a largura da janela, esticando ou comprimindo as mesmas.  
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Um fato interessante é que quando ele aumentou o comprimento da 

largura da janela, as oscilações no interior foram esticadas, diminuindo sua 

"frequência"; quando ele encurtou as oscilações dentro foram também 

encurtadas, produzindo frequências mais altas. Após observar que essas novas 

funções tinham semelhanças, na forma, mesmo ao sofrerem dilatação e 

compressão, Morlet as chamou de "Wavelets de forma constante”, para 

diferenciá-las das funções de Gabor.  

Através de uma pequena calculadora, Morlet desenvolveu métodos 

básicos para decompor um sinal em Wavelets e reconstrui-los. Porém, os demais 

estudiosos da época não acreditaram em seus resultados. Em meados de 1981, 

Morlet pediu a Roger Balian, um físico que havia sido seu colega de classe na 

Escole Polytechnique, para ajudá-lo a corrigir seu primeiro trabalho sobre 

Wavelets. Balian declarou não ser capaz de auxiliá-lo, mas lhe apresentou o 

especialista Alex Grossmann em Marselha. 

Para validar matematicamente seus resultados empíricos, Grossmann e 

Morlet demonstraram através de seus computadores que quando as Wavelets 

são usadas para representar um sinal, a "energia" do sinal é inalterada. Isso 

significa que é possível transformar um sinal em uma transformada de Wavelet 

e receber exatamente o mesmo sinal novamente, sendo está uma condição 

crucial. 

Ao contrário da transformada de Fourier, que gera um sinal com uma 

variável (tempo ou espaço) e outra função com outra variável (frequência ou 

escala), a transformada de Wavelet produz uma transformação com duas 

variáveis simultaneamente, tempo e frequência (espaço e escala). Ademais, 

Morlet e Grossmann reconstruíram o sinal usando uma única integral, e após 

vários anos constataram que o erro desta era zero. 

 

4.1.5. Wavelets: um mundo microscópico 

Conforme descrito anteriormente, as Wavelets são uma extensão da 

análise de Fourier. O objetivo é transformar as informações de um sinal em 

números (coeficientes) que podem ser manipulados, armazenados, transmitidos, 

analisados ou usados para reconstruir o sinal original. 

A abordagem básica nas transformadas de Fourier e Wavelets é a 

mesma, ou seja, os coeficientes descrevem de que maneira a função em análise 
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(senos e cossenos ou Wavelets) possa ser modificada para reconstruir um sinal 

qualquer. Sendo assim, pode-se literalmente construir o sinal incorporando 

Wavelets de diferentes tamanhos, em diferentes posições, assim como se pode 

construir um sinal adicionando senos e cossenos. A técnica subjacente ao 

cálculo dos coeficientes é a mesma, ou seja, o sinal e a função de análise são 

multiplicados juntos, e a integral do produto é computada.  

Para o envelope (que definição da forma) da Wavelet, Morlet usou a 

função gaussiana, bem como a função de Gabor na análise de Fourier janelada. 

Assim sendo, ao “comprimir” ou “esticar” a Wavelet, altera-se a frequência. Com 

isso, é possível utilizar-se de uma pequena janela para compreender as baixas 

frequências, procedimento este denominado de nultiresolution (multiresolução). 

As Wavelets foram denominadas como "microscópio matemático", pois se 

estuda o sinal primeiramente em uma escala grosseira para assim se obter uma 

imagem geral e posteriormente em escalas maiores para ver detalhes mais finos. 

Isso possibilita ao pesquisador um “olhar” mais crítico e atento aos pequenos 

detalhes existentes no sinal.  

Destaca-se que as escalas estão relacionadas ao número de Wavelets 

usadas, ou seja, ao número de vezes em que o sinal é amostrado. E na natureza 

peculiar das Wavelets, o resultado de sua "forma constante”, é que resolução, 

escala e frequência se alteram simultaneamente. 

Todos os coeficientes em todas as escalas apresentam uma qualidade 

representativa da imagem ou função do sinal. Sendo assim, em contraponto com 

o que ocorre nas séries de Fourier, os coeficientes da série Wavelets traduzem 

as propriedades da função ou distribuição de maneira simples e precisa. Não 

apenas porque as Wavelets possibilitam olhar atentamente os detalhes de um 

sinal, mas também porque eles codificam apenas alterações. Sendo assim, um 

coeficiente da Wavelet mede a correlação entre a Wavelet (com seus picos e 

vales) e o segmento correspondente do sinal. Uma forte correlação significa que 

existe um pequeno sinal que aparece na Wavelet. Assim como, expansões 

(dilatações) constantes fornecem coeficientes de Wavelet com o valor zero. Por 

definição, uma Wavelet tem uma integral zero quando a metade da área que 

circunda é positivo e a outra metade negativa. Multiplicando esta Wavelet por 

uma constante muda as partes positivas e negativas igualmente, contudo a 

integral permanece zero.  
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Em suma, neste estudo a análise da Wavelet será uma ferramenta 

empregada para descrever a sensibilidade dos recursos naturais à mudança. Ou 

seja, é como a resposta do homem em relação a velocidade. O corpo humano é 

apenas sensível às acelerações, não à velocidade. Enquanto a velocidade de 

um trem ou avião é constante, não é possível distinguir se o mesmo está em 

movimento ou em repouso. Essa característica permite que as Wavelets 

compactem informações.  

Normalmente, um sinal contendo cerca de 100.000 valores podem ser 

reduzidos para 10.000 coeficientes de Wavelet, sendo que as iguais a zero são 

automaticamente retiradas, ou seja, é uma leitura inteligente de sinais indo direto 

para o essencial, sendo está definida como Wavelets discreta.  

Entretanto, utiliza-se da Wavelet contínua quando é necessária a 

reconstrução perfeita do sinal, estudando o sinal em resoluções e deslocando ao 

longo de todos os valores, não apenas os discretos.  

 

4.1.6. Teoria das Wavelets e suas compilações 

A literatura matemática sobre Wavelets já existia em 1986, algumas 

desenvolveram-se antes mesmo que a Wavelet fosse inventada, porém, sem a 

teoria. Mas esta compilação de ideias tornou-se possível por meio de Stéphane 

Georges Mallat, um engenheiro eletricista e matemático francês, através de sua 

tese intitulada Multiresoluton representations and Wavelets. 

Mallat criou uma teoria geral sobre as Wavelets ao observar que os 

trabalhos que existiam de muitas formas diferentes e sob muitos nomes 

diferentes eram a mesma “Wavelet”, a saber: os algoritmos de pirâmide, usados 

no processamento de imagens, a codificação de sub-bandas no processamento 

de sinal, os filtros de imagem e quadratura na linguagem de processamento 

digital, enfim, todos estavam no mesmo cerne.  

 

4.1.7. Wavelet Mãe 

Em uma transformada Wavelet ortogonal, um sinal é analisado em 

escalas sempre variando por um fator de dois. Obedecendo, o teorema de 

Nyquist–Shannon, também conhecido simplesmente como teorema de Nyqui, 

onde cada vez que a frequência dobra, dobra-se também o número de Wavelets 

usadas para amostrar o sinal.  
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Uma “família” de pequenas Wavelets é composta didaticamente por três 

partes: a Wavelet mother, “uma função pai” (conhecida como escala da função) 

e uma grande variedade de Wavelets bebês, que variam em tamanho, contudo 

apresentam a mesma forma da Wavelet mãe. 

A Wavelet pai não é essencial em uma transformada contínua de Wavelet, 

mas em uma transformada rápida sim, pois, dá o ponto de partida para a análise 

e torna possível calcular os coeficientes de Wavelet rapidamente. Por 

conseguinte, as Wavelets bebês, são clones da Wavelet mãe, apenas dilatadas 

ou comprimidas. Estas sofrem deslocamentos e transladamentos para assim 

percorrer as diferentes partes do sinal.  

O primeiro passo quando as Wavelets percorrem o sinal é capturá-lo 

graficamente se for representativo. Para isso, divide-se o sinal para que cada um 

corresponda a uma função de escala e calcula-se um coeficiente para cada um, 

isso fornece valores médios. O tamanho da função de escala determina a melhor 

resolução usada para a análise. Em suma, a escala fornece o ponto de partida, 

ou seja, a menor escala com a qual se pode trabalhar. 

 

4.1.8. A transformação rápida da Wavelet 

Quando se leva em consideração a velocidade, sempre se pode 

decompor um sinal da Wavelets comparando com o sinal original, em cada 

escala, contudo iniciar sequencialmente esta comparação com o sinal original 

torna o processo lento.  

Fazendo uma analogia, voltar ao sinal original seria o mesmo que, em um 

mapa de toda de viagem, estudar não apenas as principais cidades e rodovias, 

mas também córregos e estradas secundárias. Sendo assim, este é o motivo 

principal, citado em tópicos anteriores: analisar um sinal nas escalas mais finas 

para as mais grossas. Frente a isto, primeiramente deve-se dividir o sinal em 

duas partes, a saber: imagem imprecisa (fuzzy) do sinal e pequenos detalhes (a 

tendência geral do sinal e as flutuações). A imagem imprecisa ou suavizada é o 

sinal visto em meia resolução (com metade do número de amostras), é criado 

com a ajuda de um filtro passa-baixa associado à função de escala; isso é por 

que a função de escala às vezes é chamada de função de suavização. Os 

detalhes são os retoques finais que teriam que ser adicionados ao sinal 
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suavizado para reproduzir o sinal original. Eles são obtidos usando um filtro 

passa-alta associado às menores Wavelets. 

Na sequência salva-se os primeiros coeficientes da Wavelet (codificação 

dos mínimos detalhes) e repete-se o procedimento, trabalhando desta vez com 

o sinal visto em meia resolução. Este sinal suavizado é dividido em mais duas 

partes; em um sinal ainda mais suave e novos detalhes, duas vezes maiores que 

o primeiro. Em um segundo passo os novos detalhes codificados pelas Wavelets 

e os valores médios calculados com a função de escala é baseada em 

segmentos do sinal duas vezes maiores. Contudo, o sinal analisado neste 

momento é suavizado, entretanto os seguimentos maiores contêm o mesmo 

número de pontos dos segmentos menores estabelecidos no início. O terceiro 

passo novamente leva metade do tempo que o segundo. Computa-se 

novamente metade dos coeficientes para produzir um sinal em uma escala 

original.  

Assim toda a informação será compilada para os coeficientes da Wavelet, 

que são classificados por resolução, cada resolução corresponde a uma 

determinada escala e frequências. Contudo, se ocorrer a parada antes do sinal 

convergir, ou seja, se tornar inexistente, as informações restantes serão 

codificadas pela função de escala. Em suma o algoritmo rápido, ou a 

transformada rápida de Wavelet, está muito próxima dos algoritmos de pirâmide 

de Burt e Adelson, usando bancos de filtros.  

 

4.1.9. Wavelet e suas aplicações: uma visão sistêmica 

As Wavelets são adequadas para uma ampla gama de aplicações. Uma 

vez que pode ser informativo comparar os coeficientes da Wavelet, pois estes 

definem o grau de importância das variáveis em diferentes escalas. Sendo que 

coeficientes iguais a zero não indicam mudança e assim podem ser ignorados, 

mas diferentes de zero indicam que algo está acontecendo, seja um erro, uma 

mudança abrupta no sinal ou um ruído (que pode ser um erro). Destaca-se, 

entretanto, que se os coeficientes aparecem apenas em escalas finas, 

geralmente indicam as variações leves, contudo rápidas, que são em sua maioria 

características de um ruído. Enquanto Wavelets com resoluções mais grossas 

são muito parecidas e representam pequenas variações. 
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Os coeficientes que aparecem na mesma parte do sinal em todas as 

escalas indicam algo real. Se os coeficientes correspondentes ao mesmo 

instante do sinal não tenderem para zero em escalas finas, isso indica um salto 

no sinal. Por conseguinte, sinal menores, indicam que haverá uma 

descontinuidade no derivado; se eles diminuem rapidamente, o sinal é 

suavizado. É ainda possível usar o reescalonamento para aprimorar o sinal 

suavizado. Se ocorre os coeficientes em escalas grossa e média sugerem que 

existe uma singularidade, mas se for em altas frequências o ruído excede o sinal. 

Como as Wavelets são sensíveis a mudança e podem restringir-se a 

partes específicas de um sinal, pesquisadores do Institut du Globe em Paris 

estão usando-as para estudar o efeito minúsculo na velocidade de rotação da 

Terra. Na corrente oceânica de El Nino, que flui ao longo da costa do Peru, 

enquanto pesquisadores da University of Southampton estão usando Wavelets 

para estudar as correntes oceânicas ao redor da Antártica. Na engenharia 

mecânica, os pesquisadores estão explorando o uso de Wavelets para detectar 

falhas nas engrenagens, analisando vibrações. 

O fato dos erros em uma transformada de Wavelet não corromper a 

transformada inteira, pode ser útil em imagens médicas, pois quando a análise 

de Fourier é usada na ressonância magnética, qualquer movimento do órgão 

estudado distorce toda a imagem. O matemático Dennis Healy Jr. e o radiologista 

John Weaver no Dartmouth College descobriram que, com Wavelets, esses 

movimentos são drasticamente reduzidos. 

Em astronomia, Wavelets estão sendo usadas para estudar as 

distribuições da matéria no universo, que durante anos se pensava ser aleatória, 

mas que agora parece ter uma estrutura complicada, com "vazios" e "bolhas". 

Deste modo, as Wavelets permitem identificar estruturas em diferentes escalas, 

podendo distinguir entre uma estrela e uma galáxia, o que não é sempre óbvio. 

As Wavelets são ainda particularmente adequadas para se entender 

multifractais (estes necessitam de mais de um parâmetro de escala para a sua 

descrição), geralmente caracterizados por autossimilaridade em diferentes 

escalas. Isso porque as Wavelets são conforme descritos anteriormente são 

verdadeiros microscópio matemático, sendo assim, essa transformada nos 

convida a descer para as partes hierárquicas dos fractais. 
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4.2. Formulação matemática e definições das ferramentas 

estatísticas 

A aplicação de ferramentas da análise de séries temporais, nas últimas 

décadas, tem sido crescente, em estudos de variabilidade espacial de atributos 

do solo. Neste contexto entende-se como série temporal um conjunto de 

observações discretas, observadas em tempos equidistantes, que apresentam 

uma dependência serial entre si, ou seja, as observações são temporalmente 

dependentes (REICHARDT; TIMM, 2020).  

Inicialmente, estas ferramentas estatísticas foram desenvolvidas para 

analisar uma sequência de dados coletados ao longo do tempo (t), contudo, para 

uma série de dados coletados ao longo do espaço (x) também são válidas, 

somente substituindo t por x. Sendo assim, ferramentas estatísticas como: 

autocorrelogramos, crosscorrelogramos, análise espectral, modelos 

autoregressivos (AR), modelos de média móvel (MA), modelo autoregressivo 

média móvel (ARMA), modelo autoregressivo integrado média móvel (ARIMA), 

modelos de espaço de estados, têm sido usadas para estudar a variabilidade 

espacial dos atributos do solo, e podem, potencialmente, conduzir a práticas de 

manejo que permitam um melhor entendimento do processo de interação entre 

o sistema solo-água-planta-atmosfera (WENDROTH et al., 2001; TIMM et al., 

2003; OGUNWOLE et al., 2014; SHE et al., 2014).  

Si (2008), apresenta uma revisão sobre ferramentas estatísticas que têm 

sido usadas para analisar a escala de variabilidade espacial de atributos do solo. 

Dentre elas, menciona a análise em Wavelets, que tem sido incorporada para 

estudar a variabilidade espacial de atributos do solo e possibilita a análise de 

uma série espacial simultânea tanto no domínio do tempo (ou espaço) como no 

domínio da frequência. Aplicações desta ferramenta neste intuito têm sido 

publicadas na literatura, dentre elas pode-se citar: Biswas e Si (2011) e Biswas 

et al. (2013).  

 

4.2.1. A função de autocorrelação 

Uma das ferramentas estatísticas utilizadas para estimar a dependência 

linear espacial ou temporal de amostras vizinhas é a função de autocorrelação. 

De acordo com Nielsen e Wendroth (2003), a função de autocorrelação é o 

principal diagnóstico de medida que indica se é possível obter uma interpretação 
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espacial ou temporal dos dados no local amostrado permitindo uma 

interpretação entre os processos espacial ou temporalmente correlacionados. A 

função é denominada de autocorrelação porque é uma correlação entre a 

mesma variável em posições diferentes. As coordenadas de amostragem não 

entram na sua análise, mas sua posição na transeção e sua ordenação são 

importantes (REICHARDT; TIMM, 2020). O grau de correlação linear entre os 

pares de valores, da variável aleatória discreta x, separados por uma dada 

distância, que é comumente chamado de lag, é obtido a partir da função de 

autocorrelação Equação 1 e 2. 

 

𝐶(𝑗) =
1

(𝑛 − 1 − 𝑗)
[∑(𝑥𝑖 − 𝑥)(𝑥𝑖+𝑗ℎ − 𝑥)

𝑛−𝑗

𝑖=1

]                                                                                   (1) 

𝝆(𝒋) =
𝑪(𝒋)

𝒔𝟐                                                                                                                                                           (2) 

 

Em que C(j) é a função de covariância entre o pares de valores defasados 

por j, que é chamado lag, ρ(j) o coeficiente de autocorrelação, n é o número de 

observações da variável, s2 a variância amostral e 𝑥̅ é o valor médio da variável 

aleatória x. O valor de ρ(j) é um número adimensional e está compreendido no 

intervalo [-1;1]. Para ρ(j)>0, significa que o passado influencia positivamente o 

futuro. Já quando ρ(j)<0, o passado influencia negativamente o futuro, fazendo 

estes eventos tomarem decisões opostas às do passado. Quando ρ(j)=0 

dizemos que não existe correlação linear entre o passado e o futuro, 

caracterizando um processo estocástico. O gráfico de ρ(j) em função de j é 

denominado autocorrelograma e expressa, portanto, a variação do coeficiente 

de autocorrelação em função da distância j que separa os eventos. Quando estes 

são fracamente correlacionados, ρ(j) decresce rapidamente para zero com o 

aumento de j. Já quando os eventos são fortemente correlacionados, ρ(j) 

decresce lentamente com o aumento de j. 

Uma forma de calcular o intervalo de confiança (IC) para o coeficiente de 

autocorrelação é usar a função de probabilidade acumulada (Equação 3) p (p.e., 
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±1,96 para 95% de probabilidade) para a função de distribuição normalizada 

(DAVIS, 1986) e o número de observações (n):  

 

𝑰𝑪 = ±
𝒑

√𝒏
                                                                                                                                           (3) 

 

4.2.2. A função de correlação cruzada (crosscorrelation) 

A autocorrelação considera a relação de uma variável com ela mesma e 

a correlação cruzada é a relação entre duas variáveis aleatórias diferentes. 

Enquanto cada tipo de variável manifesta o seu próprio comportamento na 

autocorrelação espacial ou temporal, na correlação cruzada é revelada a 

distância no espaço ou no tempo em que duas variáveis estão relacionadas 

(NIELSEN; WENDROTH, 2003). 

A função de correlação cruzada permite calcular a correlação entre duas 

variáveis aleatórias x e y em posições diferentes, isto é, correlação xi com yi+j, 

conforme Equação 4 (REICHARDT; TIMM, 2016) 

 

 𝝆𝒄(𝒋) = 𝑪 (𝒙𝒊, 𝒚𝒊+𝒋) (√𝒔𝒙
𝟐. 𝒔𝒚

𝟐)
−𝟏

                                                                                            (4) 

 

Cabe ressaltar que a função de covariância C(xi, yi+j) é calculada da 

mesma forma como apresentada na equação 1, somente substituindo xi+j por yi+j, 

porque neste caso são envolvidas duas variáveis e não somente uma. Plotando-

se os valores de ρc(j) em função da distância j (“lag”) é construído o 

crosscorrelograma entre as variáveis x e y. A partir do IC (equação 3) é 

identificada a faixa de correlação espacial entre as variáveis. 

 

4.2.3. Modelos em Espaço de Estados 

O modelo em espaço de estados de um processo estocástico estacionário 

ou não é baseado na propriedade de sistemas Markovianos, que estabelece a 

independência do futuro do processo em relação ao seu passado, dado o estado 
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presente. Um sistema linear (ou não) envolve uma população de observações 

Yj(xi), onde j = 1, 2, ..., k  representa o número de variáveis estudadas (por 

exemplo: condutividade hidráulica de solo saturado, % argila, matéria orgânica), 

medidas ao longo de uma transeção x dividida em pontos i = 1, 2, ...n, 

equidistantes entre si de 1 “lag” (distância que separa as observações 

adjacentes). Ele pode ser representado na forma de espaço de estados por meio 

de um sistema de duas equações (SHUMWAY, 1988), como segue: 

1a) – Equação que define a forma pela qual o vetor das observações Yj(xi) 

do processo é gerado como uma função do vetor de estados Zj(xi); (Equação 5 

das observações ou de medida), e 

2a) – Equação da evolução dinâmica do vetor de estado não-observado 

Zj(xi); (Equação 6 do sistema ou do estado). 

Matematicamente, este sistema pode ser representado por:  

 

( ) ( ) ( ) ( )iYijijjij xvxZ xMxY
j

+=
           Equação de observação                           (5) 

 

( ) ( ) ( )iZ1ijjjij xuxZ xZ
j

+= −                        Equação de estado                           (6) 

 

O vetor de observação Yj(xi) é relacionado ao vetor de estado não-

observável Zj(xi) por meio da matriz de observação Mjj e pelo erro de observação 

vYj(xi) (equação 5). Por outro lado, o vetor de estados Zj(xi), na posição i, é 

relacionado ao mesmo vetor na posição i-1, por meio da matriz dos coeficientes 

de estado jj (matriz de transição), e por um erro associado ao estado uZj(xi) com 

a estrutura de um modelo autoregressivo de primeira ordem, neste caso 

(equação 6). Além da suposição de que vYj(xi) e uZj(xi) sejam normalmente 

distribuídos e independentes (ruído branco).  

Tendo ciência de que os parâmetros envolvidos neste estudo apresentam 

um grau de incerteza provocada por ruídos, dentro da modelagem de espaço de 

estados tem-se a aplicação do filtro de Kalman. Este é um método matemático 

que se aplica à estimação do estado de um sistema dinâmico linear discretizado 

no tempo. Esse sistema a qual o filtro se aplica deve ser modelado em uma 
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cadeia de Markov com operadores lineares perturbados por distribuições 

normais. 

O algoritmo do filtro consegue estimar todos os estados do sistema, e 

oferece uma estimativa do valor da grandeza com um grau maior de 

confiabilidade. Uma vez que se aceita que as propriedades estudadas não 

apresentam o valor real da grandeza analisada sem ruído, o filtro realiza uma 

média ponderada entre o valor predito por ele e o valor medido, produzindo 

assim, um valor com menor incerteza. O funcionamento do algoritmo é divido em 

duas partes, a de predição e a de correção. Sendo assim, na primeira etapa, o 

algoritmo estima o valor dos estados a partir da Equação 7, 

 

𝑥𝑘̂ = 𝜙𝑥̂𝑘−1 + 𝑢𝑘−1,                                                                                                                    (7) 

 

onde, 𝑥𝑘̂ é a estimação do estado no instante k a partir do valor do estado anterior 

𝑥̂𝑘−1, 𝜙 é a matriz de transição que descreve o sistema analisado e 𝑢𝑘é um erro 

ou ruído associado ao estado. 

Na etapa de predição, outra matriz que também é atualizada é a matriz de 

covariância do erro a priori (𝑃𝑘). Essa matriz serve como uma estimativa da 

confiabilidade do cálculo da matriz de ganho K, que se utiliza para minimizar o 

erro no estado estimado. Essa matriz é obtida pela Equação 8.  

 

𝑃𝑘 = 𝜙𝑃𝑘−1𝜙𝑇 + 𝑄                                                                                                                     (8)  

 

onde 𝑃𝑘 é a matriz de covariância do erro a priori calculada com base na matriz 

de covariância do estado anterior 𝑃𝑘−1, 𝜙 é a matriz de transição que descreve 

o sistema analisado e Q é a matriz de covariância do sistema. A matriz 𝑃𝑘 

também pode ser compreendida como a adição da incerteza relativa ao processo 

Q devido a ação de estimar estados. 

Durante a etapa de correção, o estado é atualizado com os valores obtidos 

por novas medições, essa etapa também é conhecida como estimação a 
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posteriori. Nessa etapa é realizada uma combinação linear entra a estimativa 

feita na primeira etapa e o valor real medido pela Equação 9. 

 

𝑥𝑘̂ = 𝑥𝑘̂ + 𝐾(𝑦𝑘 − 𝐴𝑥𝑘̂)                                                                                                             (9) 

 

onde 𝑦𝑘 é a medição feita e 𝐴 é a matriz de observação de estados. A matriz 𝐾, 

tem dimensão: número de estados x número de saídas, e é conhecido como a 

matriz de ganhos de Kalman. A matriz 𝐾 (Equação 10) deve ser definida de 

maneira que a covariância do erro seja mínima. 

 

𝐾𝑘 = 𝑃𝑘𝐴𝑇(𝐴𝑃𝑘𝐴𝑇 + 𝑅)
−1

                                                                                                    (10) 

 

A Equação (9) nos fornece a estimativa a posteriori através da estimativa 

a priori e das medições feitas (𝑦𝑘), e por meio da matriz de ganho K, pode 

controlar a confiança das medições ou do modelo.  

 

4.2.4. Séries e Transformadas de Fourier e Análise em Wavelets 

Com relação ao referencial matemático descrito abaixo cabe destacar que 

este, foi realizado tendo como base as seguintes referências: Torrence e Compo 

(1998) e Bolzan (2014 e 2006), Hubbard (1998), James (2011), Percival e 

Walden (2008), Lathi (2014), Addison (2016), Tolstov (2013), Biswas (2018), 

Biswas e Si (2011) e Graps (1995). 

 

4.2.4.1. Funções periódicas 

Para se ter uma melhor compreensão das séries de Fourier é importante 

entender que uma função periódica de período T é tal que ƒ(x)=ƒ(x + T), para 

todo x no domínio de ƒ. Esse período T é um intervalo onde a curva se repete. 

Essa função periódica não precisa ser necessariamente contínua. Exemplos de 

funções periódicas contínuas são as funções seno e cosseno (Figura 1), ambas 

com período 2π. 
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Figura 1 - Seno e cosseno possuem período 2π. 

 

4.2.4.2. Series de Fourier  

As séries de Fourier podem ser descrita como ferramentas matemáticas 

empregadas para análise de funções periódicas arbitrárias. Na série de Fourier, 

é realizada a decomposição da função periódica em uma soma de funções senos 

e cossenos mais simples, sendo que estas distinguem-se entre si, apenas em 

amplitude, frequência e fase. A análise aplica-se a vários propósitos, dentre eles 

é facilitar a manipulação analítica e gráfica da função original. 

Em síntese define-se as séries de Fourier como um sinal representado 

pela soma de componentes em uma base de funções ortogonais, que são as 

funções senos, cossenos e exponenciais. Uma função periódica f(t) qualquer 

(contínua ou não), de perdido T, pode ser escrita em termos de uma série infinita 

de termos de funções senos e cossenos, que é conhecida como expansão em 

séries de Fourier, que é dado pela Equação 11. 

 

             𝑓(𝑡) =  
1

2
 𝑎0 + ∑[𝑎𝑛 cos(𝑛𝝎𝟎𝑡) +  𝑏𝑛 sin(𝑛𝝎𝟎𝑡)]                                        

∞

𝑛=1

(11) 

 

Onde 𝝎𝟎 = 
2𝜋

𝑇
  é a frequência ângular fundamental e T é o período da 

função. Por conseguinte, 𝑎0, 𝑎𝑛  𝑒 𝑏𝑛 são amplitudes de ondas, conhecidas como 

coeficientes de Fourier, definidos como: 𝑎𝑛 = 
2

𝑇
  ∫ 𝑓(𝑡) cos(𝑛𝝎𝟎𝑡) 𝑑𝑡

𝑇/2

− 𝑇/2
, 𝑏𝑛 =
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2

𝑇
  ∫ 𝑓(𝑡) sin(𝑛𝝎𝟎𝑡) 𝑑𝑡

𝑇/2

− 𝑇/2
  e  𝑎0 = 

2

𝑇 
 ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑇/2

− 𝑇/2
. Esses coeficientes são obtidos 

usando o fato que as funções senos e cossenos são ortogonais (Equação 12). 

 

∫ 𝐜𝐨𝐬(𝒏𝝎𝟎𝒕) ⋅ 𝐜𝐨𝐬(𝒎𝝎𝟎𝒕) 𝒅𝒕 =
𝑻/𝟐

− 𝑻/𝟐

∫ 𝐬𝐞𝐧(𝒏𝝎𝟎𝒕) ⋅ 𝐬𝐞𝐧(𝒎𝝎𝟎𝒕) 𝒅𝒕
𝑻/𝟐

− 𝑻/𝟐

= {
𝑻

𝟐
,   𝒏 = 𝒎 

𝟎,   𝒏 ≠ 𝒎.            
                                                                                                            (𝟏𝟐) 

 

E quando for termos cruzados ∫ 𝐬𝐞𝐧(𝒏𝝎𝟎𝒕) ⋅ 𝐜𝐨𝐬(𝒎𝝎𝟎𝒕) 𝒅𝒕 =
𝑻/𝟐

− 𝑻/𝟐
𝟎 para 

quaisquer valores de n e m. 

 

4.2.4.3. Forma Exponencial das séries de Fourier 

Os termos da séries de Fourier podem ser representados por funções 

exponenciais complexas, a partir da identidade de Euler 𝑒𝑖⋅𝜃 = cos(𝜃) + 𝑖 ⋅

𝑠𝑒𝑛(𝜃), com 𝑖 = √−1 . As funções cos(𝑛𝑤0𝑡) e sen(𝑛𝑤0𝑡), podem agora ser  

escritas como cos(𝑛𝝎𝟎𝑡) =  
𝑒𝑖𝜔𝑛𝑡+ 𝑒−𝑖𝜔𝑛𝑡

2
 e sen(𝑛𝝎𝟎𝑡) =  

𝑒𝑖𝜔𝑛𝑡 − 𝑒−𝑖𝜔𝑛𝑡

2𝑖
. Os 

coeficientes tonam-se  𝑐𝑛 = 
1

𝑇
  ∫ 𝑓(𝑡) 𝑒−𝑖𝑛𝝎𝟎𝑡𝑑𝑡

𝑇/2

− 𝑇/2
=

1

2
 (𝑎𝑛 − 𝑖𝑏𝑛). Substituindo 

na forma normal da série obtém-se 𝑓(𝑡) =  𝐶0 + ∑ 𝐶𝑛∞
𝑛=1 𝑒𝑖𝑛𝝎𝟎𝑡 +

 ∑ 𝐶−𝑛
∞
𝑛=1 𝑒−𝑖𝑛𝝎𝟎𝑡, que pode ser escrito como um único somatório, em uma forma 

mais compacta (Equação 13). 

 

𝑓(𝑡) =  ∑ 𝐶𝑛

∞

𝑛=0

𝑒𝑖𝑛𝝎𝟎𝑡                                                                                                                (13) 

 

cujos coeficientes passam a ser 𝐶𝑛 =
1

𝑇
 ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝑛𝝎𝟎𝑡𝑑𝑡

 𝑇/2

− 𝑇/2
. Estes são 

diretamente obtidos usando a ortogonalidade ∫ 𝑒𝑖𝑛𝝎𝟎𝑡𝑒−𝑖𝑚𝝎𝟎𝑡𝑑𝑡
 𝑇/2

− 𝑇/2
=

{
𝑇,   𝑛 = 𝑚 
0,   𝑛 ≠ 𝑚.
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4.2.4.4. Transformada de Fourier  

A série de Fourier é uma ferramenta utilizada para representar funções 

periódicas, contudo quando o interesse é representar funções não periódicas, 

utiliza-se a transformada de Fourier (TF), admitindo que essa função possui um 

período infinito.  A TF é uma ferramenta útil que possibilita determinar a 

contribuição que cada função, seno e cosseno, presente em um sinal. Uma 

função 𝑓(𝑡) real ou complexa, tem como transformada de Fourier a Equação 14. 

 

𝐹(𝜔) = ℱ{𝑓(𝑡)} =  ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡∞

− ∞
 𝑑𝑡                                                                                (14)  

 

Vale ressalta que a transformada de Fourier transforma uma função 

temporal, por exemplo f(t), para o domínio da frequência F(ω) (espaço 

recíproco). O caminho inverso também é verdade, ou seja, a função 𝑓(𝑡) pode 

ser obtida, através da função 𝐹(𝜔), pela transformada inversa de Fourier 

(Equação 15). 

 

𝑓(𝑡) =  ℱ−1{𝐹(𝜔)} =  
1

2𝜋
 ∫ 𝐹(𝜔)𝑒𝑖𝜔𝑡

∞

− ∞

 𝑑𝜔                                                                   (15) 

 

Para funções discretas, que é o caso de séries temporais discretas e 

também todas as séries experimentais, aplica-se a transformada discreta de 

Fourier. Quando o comprimento da série é um múltiplo inteiro de potência de 2 

(2n, n=1,2,3,...qualquer número inteiro positivo), aplica-se a transformada rápida 

de Fourier, fft abreviação do inglês (fast fourier transform), por exitir um algoritmo 

que executa a transformação de forma bem rápida.  

 

4.2.4.5. Transformada Janelada de Fourier 

As Equações (14 e 15) apresentam uma deficiência, quando relaciona a 

decomposição das várias frequências de um sinal com a sua localização no 

tempo. Gabor ciente de que grande parte dos fenômenos naturais, são séries 

temporais não estacionárias modificou a TF, objetivando à melhor 

representatividade deste tipo de séries temporais. Para aplicação desta, as 
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séries temporais são divididas em vários segmentos de períodos fixos e em 

seguida aplicada a TF, em cada um desses intervalos, este método ficou 

conhecido como a Transformada Janelada de Fourier (TJF). 

Na Figura 2a tem-se a série temporal do gráfico dividida em cinco 

segmentos com intervalos iguais de tempo, onde cada segmento possui três 

segundos de duração. Em seguida foi aplicada a TF em cada um deles. A Figura 

3b mostra o resultado dessa aplicação, conhecida como TJF. 

 

 

Figura 2: Transformada de Fourier aplicada em cada segmento da série 

temporal. (a) Série temporal qualquer. (b) Aplicação da transformada de Fourier 

em cada parte do seguimento da série. 

 

Observa-se a presença das distintas frequências de cada argumento 

determinado na função seno, em função de sua localização. Ou seja, nos 

primeiros oito segundos aparecem as três frequências, enquanto nos oito últimos 

segundos a frequência de 5 Hz não está presente. Contudo há duas limitações, 

a janela temporal permanece fixa, não viabilizando sua modificação em relação 

ao tamanho, após iniciar-se a aplicação da TJF, na série analisada. E as funções 

trigonométricas possuem energia infinita. 
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Contudo, antes de apresentar métodos capazes de contornar os 

problemas supracitados, explanar-se-á sobre algumas das aplicabilidades da 

transformada de Fourier e suas modificações até então incorporadas neste 

estudo. 

 

4.2.4.6. Funções de Auto e Crosscorrelação a partir da Convolução 

Antes de definir as funções de autocorrelação e correlação cruzada é 

pertinente termos ciência da definição de convolução de duas funções. Entende-

se por convolução todas as transformações lineares que são invariantes por 

translação. Frente a isso a função de autocorrelação é uma função similar à de 

convolução, apenas com o segundo termo invertido no tempo, sendo obtida pela 

Equação 16. 

 

𝑅(𝜏) =  ∫ 𝑔(𝑡) ∙ 𝑔(𝑡 + 𝜏)𝑑𝑡                                                                                                (16)
∞

−∞

 

 

Se o sinal 𝑔(𝑡) a ser representado está no domínio do tempo, necessita-

se assim da convolução para obter a função de autocorrelação, porém esta 

convolução talvez seja muito complexa de ser realizada. Uma alternativa a ser 

testada para solucionar o problema é passar o sinal 𝑔(𝑡) do domínio do tempo 

para a frequência  𝐺(𝑤)= ℱ{𝑔(𝑡)} via transformada de Fourier. Assim, a função 

de autocorrelação é obtida multiplicando-se o sinal no domínio da frequência por 

ele mesmo e realizando a transformada inversa de Fourier do resultado obtido 

(Equação 17). 

 

𝑅(𝜏) =   ℱ−1{𝐺(𝑤) ∗ 𝐺(𝑤)}                                                                                                  (17) 

 

Este é o chamado teorema da convolução. Para se obter a correlação 

cruzada entre dois sinais distintos, dados pela Equação 18, 
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𝐶(𝜏) =  ∫ 𝑔(𝑡) ∙ ℎ(𝑡 +  𝜏)𝑑𝑡                                                                                               (18)
∞

−∞

 

 

seguindo o mesmo princípio da autocorrelação, ou seja, os sinais são passados 

do domínio do tempo para o domínio da frequência, através da transformada de 

Fourier (𝐺(𝑤)= ℱ{𝑔(𝑡)} e 𝐻(𝑤)= ℱ{ℎ(𝑡)}) e após os sinais estarem no domínio 

da frequência multiplica-se um pelo outro. Do resultado obtido pelo produto, 

aplica-se a transformada inversa de Fourier para ser obter a convolução ou a 

correlação cruzada (Equação 19) 

 

𝐶(𝜏) = =  ℱ−1{𝐺(𝑤) ∗ 𝐻(𝑤)}                                                                                               (19) 

 

4.2.4.7. Função Delta de Dirac 

Ao descrever-se os fenômenos naturais observa-se que os mesmos 

exigem a representação de uma força grande em um curto intervalo de tempo. 

A função delta de Dirac, também denominada função impulso, pode representar 

estes fenômenos, uma vez que esta é uma função com uma distribuição reta de 

valor. Sendo assim onde há uma mudança abrupta, tem-se um impulso e ela 

tende ao infinito naquele ponto. Essa função é definida pela Equação 20. 

 

𝛿(𝑡 − 𝑎) = {
∞,   𝑡 = 𝑎
0,   𝑡 ≠ 𝑎.

                                                                                                            (20) 

 

Duas das principais propriedades da função são: I)  ∫ 𝜹(𝒕 − 𝒂)𝒅𝒕 = 𝟏
∞

− ∞
 

(área unitária) e II)  ∫ 𝜹(𝒕 − 𝒂)𝒇(𝒕)𝒅𝒕 = 𝒇(𝒂)
∞

− ∞
. Portanto, da propriedade I, a 

função delta Dirac  é na verdade uma densidade de largura ‘zero’ e altura 

‘infinita’, cuja largura multiplicada pela altura é igual a um, conforme 

exemplificado na Figura 3, para a=0. Em resumo, a função delta de Dirac só 

possui significado físico quando empregada na definição II (dentro de uma 

integral). 
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Figura 3: Exemplo da função delta de Dirac, com um fenômeno que sofreu uma 

mudança abrupta. 

 

4.2.4.8. Densidade do espectro de potência 

A densidade do espectro de potência (PSD: Power Spectral Density) é 

uma função real positiva, que pode representar como a energia de um sinal está 

distribuída de acordo com a frequência (Equação 21). 

 

𝜙(𝑤) =  |
1

√2𝜋
∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡 𝑑𝑡

∞

− ∞

|

2

=
𝐹(𝑤)𝐹∗(𝑤)

2𝜋
                                                           (21) 

 

onde w é frequência angular, 𝐹(𝑤) transformada de Fourier de 𝑓(𝑡) e 𝐹∗(𝑤) é o 

complexo conjugado da transformada de Fourier. Sendo assim, a PSD (Equação 

22) pode ser descrita, através da TF da função de autocorrelação 𝑝(𝜏), que é 

dado pelo Teorema de Wiener-Khinchin. 

 

𝑃𝑆𝐷(𝑤) = 𝐹[𝑝(𝜏)] =  ∫ 𝑝(𝜏)
∞

− ∞

𝑒𝑖𝑤𝜏 𝑑𝜏                                                                             (22) 

 

Tendo ciência de que através da Transformada de Fourier da função de 

autocorrelação pode-se calcular a PSD, quando aplicada a transformada inversa 

da densidade espectral obtém-se a função de autocorrelação (Equação 23). 

 

𝑝(𝜏) = 𝐹−1[𝑃𝑆𝐷(𝑤)] =
1

2𝜋
∫ 𝑃𝑆𝐷(𝑤)

∞

− ∞
𝑒−𝑖𝑤𝜏 𝑑𝑤                                                          (23)  
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O comprimento (alcance) da autocorrelação pode ser determinado 

através da Equação 24. 

 

𝐿 =  ∫ 𝜏 ∙ 𝑝(𝜏)𝑑𝜏
∞

− ∞

                                                                                                                  (24) 

 

Se 𝑝(𝜏) = 𝑎𝑒−𝑏𝜏 (para 𝜏 ≥ 0 e 𝑝(𝜏) = 0 para 𝜏 < 0), substituindo na 

Equação 24, obtém-se 𝐿 =
1

𝑏
, que é o chamado comprimento característico, que 

sempre vai existir (finito) para sistemas que possuem correlação de curto 

alcance. A PSD, quando 𝑝(𝜏) = 𝑎𝑒−𝑏𝜏, no limite assinótico para ω=2f, é dada 

por 𝑃𝑆𝐷~
1

𝑓²
, ou seja, a PSD decresce seguindo uma lei de potência com 

expoente 2. 

Após a apresentação da transformada de Fourier e suas aplicabilidades 

observa-se que a TF bem como a TJF são capazes de descrever as diferentes 

frequências contidas em um sinal, mas não podem descrever a localização 

espacial destas frequências, então surge a limitação ao uso destas ferramentas. 

Em meados de 1982, Jean Morlet e Alex Grossman cientes das limitações 

supracitadas ao aplicar-se a TJF em séries temporais, notaram a necessidade 

de se desenvolver uma função matemática base 𝜓 que possuísse energia finita, 

e que fosse totalmente capaz de dilatar ou comprimir, eliminando assim o 

problema da janela temporal da TJF ser fixa, uniram-se então na busca de 

funções matemáticas base que possuíssem características de pequenas ondas.  

Sendo assim, criaram as bases matemáticas da teoria em Wavelet, com 

ênfase nas representações de sinais por “blocos construtivos”, os quais 

Grossman e Morlet chamaram de “ondelette”, referindo-se às “pequenas ondas”; 

daí teve origem o termo em inglês “Wavelets”, assim como o termo “onduletas” 

em português. 
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4.2.4.9. Transformadas de Wavelets 

A Wavelet é uma função capaz de decompor e assim descrever ou 

representar outra função (ou uma série de dados) originalmente descrita no 

domínio do tempo (ou espaço), de forma a poder-se analisar esta outra função 

em diferentes escalas de frequência e de tempo.  Quando se decompõem uma 

função através das Wavelets, têm-se a transformada de Wavelet (sigla em inglês 

WT), bem como suas variantes contínuas e discretas. Matematicamente falando, 

a transformada em Wavelet é uma convolução, ou seja, uma multiplicação da 

função chamada Wavelet com o sinal a ser estudado.  

Estas decomposições são propriedades de translação e escalamento, 

contidas em um único protótipo de uma função Wavelet geradora 𝜓𝑗,𝑘(𝑡), 

denominada do inglês como “Wavelet mother”, de onde se obtêm as 

denominadas funções “Wavelets mães”, pela variação de 𝑘 e 𝑗 (𝑗 > 0). Sendo 

assim, pode-se compreender Wavelets como um conjunto de funções com forma 

de pequenas ondas geradas por translações 𝜓(𝑡)  → 𝜓(𝑡 + 𝑘) e escalamentos 

𝜓(𝑡) → 𝜓(𝑡/𝑗) de uma função Wavelet simples (Wavelet mother)  que resulta na 

Equação 25. 

 

𝜓𝑗,𝑘(𝑡) =  
1

√𝑗
𝛹0 (

𝑡 − 𝑘

𝑗
)                                                                                                        (25) 

 

onde “𝑗” é denominado fator de escalonamento (contração 𝑗 > 1 e 

dilatação 𝑗 < 1) sendo “𝑘” o fator de translação. A função 𝜓𝑗,𝑘(𝑡) é chamada de 

Wavelets filhas e são geradas a partir das Wavelets mãe 𝛹0. O fator 
1

√𝑗
 é 

chamado de constante de normalização da energia de cada Wavelet filha de 

forma a manter a mesma energia da Wavelet mãe, ou seja, a soma das energias 

de todas as Wavelet filhas, oriundas da Equação (25) resulta na energia total da 

transformada. Contudo para que uma função possa ser candidata a uma Wavelet 

mãe (representada por 𝛹0), ela deve satisfazer a duas propriedades distintas, a 

saber: 

I) A integral dessa função deve ser zero (Equação 26). 
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∫ 𝛹0(𝑡)𝑑𝑡 = 0
+∞

−∞

                                                                                                                      (26) 

 

Essa condição é conhecida como condição de “admissibilidade”. Isto 

garante a transformada Inversa da função. 

II) A função Wavelet mãe deve possuir energia finita (Equação 27). 

 

∫ |𝛹0(𝑡)|2 < ∞
+∞

−∞

                                                                                                                    (27) 

 

Esta propriedade é equivalente dizer que 𝛹0(𝑡) é quadraticamente 

integrável. As funções bases senos e cossenos satisfazem a propriedade (I), 

mas a (II) não.   

A transformada Wavelet foi descrita como uma forma de analisar os sinais 

aperiódicos, ruidosos, intermitentes, transitórios, capaz de examinar o sinal 

simultaneamente em relação ao tempo e frequência ou a escala e posição, 

independentemente do tamanho e da intensidade da frequência. Conclui-se 

assim que a análise Wavelet é realizada através da aplicação sucessiva da 

transformada Wavelet a diversos valores de 𝑘 e 𝑗, o que representa a 

decomposição do sinal original da série temporal em diversos componentes 

localizados no tempo (parâmetro de translação k) e frequência (parâmetro de 

escala j). De certa forma, cada tipo de Wavelet mãe possui uma melhor ou pior 

localização nos domínios da frequência e/ou do tempo; desta maneira torna-se 

necessário a escolha de uma Wavelet mãe conveniente, de acordo com o sinal 

estudado e os objetivos almejados. Dentre as Wavelets mais conhecidas e 

aplicadas, são elas: 

1. Wavelet gaussiana - Muito empregada devido a sua elevada 

regularidade, sendo está uma derivada de ordem 𝑛 da função gaussiana, 

definida pela Equação 28. 

 

𝜓 (𝑡) =  
𝜕𝑛

𝜕𝑡𝑛
𝑒

− 𝑡²
2                                                                                                                        (28) 



45 

 

 

2. Wavelet Chapéu Mexicano - É a segunda derivada da função 

gaussiana, comumente empregada com o intuito de se economizar tempo 

(Equação 29). 

 

 𝜓 (𝑡) = (1 − 𝑡2)𝑒
− 𝑡²

2                                                                                                                (29) 

 

Na Figura 4 tem-se a representação gráfica desta Wavelet. 

 

Figura 4: Representação do sinal da Wavelet Chapéu Mexicano. 

 

3. Wavelet Haar - É a primeira e mais simples base Wavelet 

conhecida. Basicamente é uma sequência de funções quadradas que foram 

reescalonadas, contudo possui a desvantagem de não ser continua sendo assim 

é utilizada para reconhecimentos de padrões, e para compactação de imagens, 

definida pelo sistema abaixo. 

 

𝜓(𝑡) =  

{
 
 

 
 1                0 ≤ 𝑡 <

1

2

−1                
1

2
  ≤ 𝑡 < 1

0                   𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑜𝑢𝑡𝑟𝑜𝑠 𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠}
 
 

 
 

 

 

Cuja representação gráfica é mostrada na Figura 5. 
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Figura 5: Representação do sinal de uma Wavelet de Haar. 

 

4. Wavelet Daubechies: a transformação de Daubechies possui 

quatro coeficientes de função Wavelet e escala: ℎ0 = 
1+√3 

4√2
 , ℎ1 = 

3+√3 

4√2
  , ℎ2 =

 
3−√3 

4√2
  e ℎ3 = 

1−√3 

4√2
. Os coeficientes ℎ são para a função de escala, para a função 

de Wavelet os coeficientes são de acordo com: 𝑔0 =  ℎ3, 𝑔1 = − ℎ2, 𝑔2 = ℎ1, e 

𝑔3 =  −ℎ0. 

As funções de escalonamento e Wavelet são calculadas incorporando o 

produto interno dos coeficientes e quatro valores de dados, conforme as 

seguintes Equações (41 à 44). A função escalada de Daubechies D4 é escrita 

como  𝑎𝑖 = ℎ0𝑠2𝑖 + ℎ1𝑠2𝑖+1 + ℎ0𝑠2𝑖+2 + ℎ3𝑠2𝑖+3 e 𝑎[𝑖] =  ℎ0𝑠[2𝑖] + ℎ1𝑠[2𝑖 + 1] +

 ℎ2𝑠[2𝑖 + 2] + ℎ3𝑠[2𝑖 + 3]. 

A função Wavelet de Daubechies D4 é escrita como 𝑐𝑖 = 𝑔0𝑠2𝑖 +

 𝑔1𝑠2𝑖+1 + 𝑔0𝑠2𝑖+2 + 𝑔3𝑠2𝑖+3 e 𝑐[𝑖] =  𝑔0𝑠[2𝑖] + 𝑔1𝑠[2𝑖 + 1] + 𝑔2𝑠[2𝑖 + 2] +

 𝑔3𝑠[2𝑖 + 3]. 

Cada iteração na etapa de transformação Wavelet calcula um valor de 

função de escala e um valor de função Wavelet. O índice 𝑖 é incrementado por 

dois a cada iteração, e novos valores de função de escala e Wavelet são 

calculados. 

A Figura 6 mostra um sinal da função escala de Daubechies. 

 



47 

 

 

Figura 6: Sinal de uma função escala de Daubechies. 

 

A Figura 7 mostra um sinal da função Wavelet de Daubechies. 

 

Figura 7: Sinal da Wavelet de Daubechies. 

 

5. Wavelet de Morlet - É composta por uma exponencial complexa 

(seno e cosseno) atenuada por uma amplitude gaussiana. Esta é a Wavelet mais 

utilizada decorrente de sua flexibilidade e aplicabilidade (Eq uação 30). 

 

𝜓 (𝑡) =  𝜋−
1

4 𝑒−𝑖𝜔0𝑡𝑒−
𝑡²

2 ,                                                                    (30) 

 

onde 𝜔0 é a frequência fundamental/base da Wavelet mãe. Na Figura 8 tem-se 

a representação gráfica de uma Wavelet de Morlet.  
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Figura 8: Representação de um sinal da Wavelet Morlet. 

 

4.2.4.10. Wavelet de Morlet 

Tendo ciência de que esta pesquisa abarca o interesse em mudanças de 

amplitude e fase, a Wavelets de Morlet foi a escolhida para ser aplicada nas 

análises realizadas neste trabalho. Sua definição é dada pela Equação 43. 

 

𝛹0(𝑡) = 𝜋−
1

4 (𝑒𝑖𝜔0𝑡 − 𝑒
(𝜔0)2

2 ) 𝑒−
𝑡2

2 ,                                                                    (31) 

 

onde 𝜔0 é a frequência central (ou fundamental) da Wavelet mãe. O fator 

𝜋−
1

4 é a constante de normalização. O termo 𝑒−
𝑡2

2  é o pacote gaussiano que 

confina as Wavelet de Morlet. O segundo termo entre parêntesis é conhecido 

como o termo de correção, pois corrige a média quando esta não resulta em zero 

do senoidal complexo do primeiro termo. Na prática, esse valor torna-se 

insignificante para valores de 𝑓0 não muito grandes e pode ser ignorado, gerando 

a Equação 44. 

 

𝛹0(𝑡) = 𝜋−
1

4𝑒𝑖𝜔0𝑡𝑒−
𝑡2

2                                                                               (32) 

 

4.2.4.11. Espectro de Energia das Wavelets 
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Pode-se compreender a energia da Wavelet contínua como |𝑊𝑛
𝑋(𝑠)|2. A 

exponencial da função Wavelet mother, pode ser interpretada como a fase local. 

Ressaltasse, entretanto, que decorrente da transformada em Wavelet não ser 

completamente localizada no tempo, o resultado final possui efeitos de bordas. 

Por este fato, tem-se a necessidade de utilizar o Cone de Influência (COI), e 

assim desprezar os efeitos de borda.  

Para a análise da significância estatística de um pico no espectro de 

Wavelets, pode-se utilizar a ‘hipótese nula’. Esse método considera o sinal como 

ruído vermelho, com dado ‘Espectro de Energia de Fundo” sendo este calculado 

em função da autocorrelação da série temporal analisada. 

Adotando-se o nível de confiança estatística de 95% no espectro de 

energia da Wavelets, significa que esta energia tem que ser aproximadamente 3 

vezes maior que o seu espectro de fundo de ruído vermelho, para ser 

considerada significante. O ruído vermelho está associado aos erros. Sendo 

assim é possível verificar com a transformada de Wavelet, no tempo, que parte 

do sinal analisado transporta energia significativa e em quais frequências 

(escalas) isso acontece. 

 

4.2.4.12. Transformada cruzada em Wavelets 

A transformada cruzada em Wavelet apresenta a covariabilidade da 

energia entre duas séries temporais e revela informações sobre a relação entre 

as fases das mesmas, sendo assim o espectro de energia das Wavelets é 

ampliado para se analisar duas séries temporais 𝑋𝑛 e 𝑌𝑛. 

A distribuição teórica do espectro cruzado de energia de fundo das 

Wavelets de duas séries temporais 𝑃𝐾
𝑋e 𝑃𝐾

𝑌 definida através da Equação 45. 

 

𝐷 (
|𝑊𝑛

𝑋(𝑠)𝑊𝑛
𝑌∗(𝑠)|

𝑋𝜎𝑌𝜎 < 𝑝) =  
𝑍𝑣(𝑝)

𝑣
√𝑃𝑘

𝑋𝑃𝑘
𝑌                                                                         (33) 

 

Dessa forma 𝑍𝑣(𝑝) é o nível de confiança associado com a probabilidade 

𝑝, para uma Função de Densidade de Probabilidade (PDF - Probability Density 

Function), definida pela raiz quadrada do produto de duas distribuições 𝜒2 (Qui-

quadrado). 
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4.2.4.13. Ângulo de Fase 

O conhecimento da diferença de fase entre duas séries temporais é de 

grande importância para quantificar e qualificar a relação entre elas, em termos 

de propagação de seus ciclos de oscilação. Para isso, é necessário estimar a 

média e o intervalo de confiança da diferença de fase entre as séries, o que 

significa, usar a média circular da fase sobre regiões com significância estatística 

maiores que 5% e, que estejam fora do COI, o que quantificará a relação de fase. 

Entende-se que 5% de significância estatística equivalem a 95% de confiança 

estatística. 

A Figura 9A representa a mecânica da transformada de Wavelet. A 

Wavelet de escala 𝑎 esta centralizada na localização 𝑏 no eixo do tempo e é 

sobreposta ao topo de um sinal arbitrário. Como exemplos: se nos segmentos 

de tempo em que a Wavelet e o sinal resultam valores positivos, tem-se uma 

contribuição positiva. Os segmentos de tempo onde a Wavelet e o sinal são 

resultados negativos, tem-se uma contribuição positiva para o integral (região 

11B). Regiões onde o sinal e a Wavelet são opostos resulta em contribuições 

negativas para a integral, por exemplo regiões C, D e E na figura 9. 

A Figura 9b apresenta uma Wavelet de dilatação fixa em quatro locais em 

um sinal. A primeira localização, b1, a Wavelet está localizada em um segmento 

do sinal em que as partes positivas e negativas do sinal são razoavelmente 

coincidentes com as da Wavelet. Isto resulta em um valor positivo relativamente 

grande de T(a, b). Na localização b2, encontram-se contribuições positivas e 

negativas para a integral o que faz cancelar um ao outro, resultando em um valor 

próximo de zero. Na localização b3, o sinal e a Wavelet estão essencialmente 

fora de fase resultando em um grande valor negativo para T(a, b). No local b4 a 

Wavelet e o sinal estão novamente fora de fase, semelhante ao local b3, no 

entanto, a porção de sinal na vizinhança da Wavelet contém um largo 

componente médio local, neste caso é fácil observar que o componente médio 

contribui igualmente para o positivo e o negativo, sendo assim, apenas o recurso 

de sinal local é destacado pela Wavelet.  
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Figura 9. A identificação de estruturas coerentes em Wavelet do sinal.  

 

Sendo que (a) A Wavelet de dilatação específica e localização no sinal. 

As regiões que dão contribuições positivas e negativas para a integral são 

delineadas em o esboço e marcado com '+' e '-' respectivamente. (b) Uma 

Wavelet de dilatação fixa em quatro localizações no sinal. Um largo valor positivo 

de T(a, b) é retornado no local b1. Um valor próximo de zero de T(a, b) é 

retornado em b2 e um largo valor negativo de T(a, b) é retornado em b3. Na b4 

um local mínimo no sinal, correspondente com a parte positiva da Wavelet e 

relativamente na maior parte do sinal correspondem às partes negativas da 

Wavelet. Isso combina para dar um largo valor negativo de T(a, b). 
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Em síntese é através deste processo que a transformada de Wavelet 

seleciona estruturas coerentes em um sinal de tempo em várias escalas. Sendo 

que por movimento dos sinais, são identificadas as escalas especificas na 

Wavelet ao longo do sinal (ampliando b). Este processo é repetido ao longo de 

um intervalo de escalas até todas as estruturas coerentes dentro do sinal, do 

maior para o menor, serem distinguidas. 

 

4.3. Estado da arte dos assuntos abordados neste estudo 

A condutividade hidráulica saturada do solo (Ksat), é uma das 

propriedades hidráulicas do solo que se apresenta como fator chave, para se 

compreender muitos dos processos hidrológicos. Entretanto a sua mensuração 

é onerosa, decorrente de sua alta variabilidade espacial, frente a isto, a Ksat vem 

sendo mensurada através de fatores secundários, como por exemplo: por meio 

de atributos físicos do solo de fácil mensuração, dados topográficos e uso do 

solo.  

Corroborando com o descrito assim, no estudo de Baiamonte et al. (2016), 

os autores explicaram a variabilidade espacial da Ksat com base nos atributos: 

físicos do solo, topográficos e uso do solo, sendo os atributos texturais e 

topográficos do solo, os mais importantes, uma vez que os maiores valores de 

Ksat, foram encontrados em locais onde o teor de argila era baixo, mas onde a 

altimétrica e declividade eram acentuadas.  

Já Neij et al. (2004), incorporaram em seu estudo além dos atributos 

físicos do solo os topográficos, pois os autores destacam que estes são de fácil 

obtenção, através do modelo digital de elevação, para a previsão de 

propriedades hidráulicas do solo, e encontraram como resultado a elevação do 

terreno, como o atributo que apresentou a melhor correlação com as 

propriedades hidráulicas do solo, quando aplicada às redes neurais. 

Assim como no estudo de Baiamonte et al. (2016), no estudo de 

Picciafuocoa et al. (2019), os autores utilizaram de atributos: físicos do solo, 

topográficos e uso do solo, para estimar a Ksat. E encontraram que esta foi 

fortemente influenciada pelo uso do solo, entretanto no trabalho de Baiamonte 

et al. (2016), os teores de argila, altimétrica e declividade, foram os principais na 
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estimativa. Roa-Gracia et al. (2011), reafirmam o descrito no estudo de 

Picciafuocoa et al. (2019) ao analisar o papel do uso do solo na regulação do 

escoamento da água em pequenas bacias hidrográficas.  

Em contrapartida, Papanicolaou et al. (2015), colocaram em seu estudo 

como fator preditivo, além de propriedades físicas do solo, o uso do solo para 

avaliar, a variabilidade espacial da condutividade hidráulica de solo saturado, 

com o intuito de compreender o papel do manejo e uso do solo e seus efeitos 

nos processos erosivos.  

Por fim, Bonell et al. (2010), reforçam a importância de se analisar o uso 

do solo ao discretizarem o impacto do uso de floresta e reflorestamento na 

condutividade hidráulica do solo.  

Com relação aos modelos de espaço de estado, pouco se têm encontrado 

com aplicação para prever a condutividade hidráulica de solo saturado, ao 

contrário da previsão do carbono orgânico do solo. Contudo, quando estes são 

descritos em pesquisas, possuem sempre a mesma abordagem, onde os 

autores trazem uma estatística básica dos dados em análise, seguidos de teste 

de normalidade, e posteriormente análises de auto e crosscorrelação, sendo 

estas, para se analisar as correlações espaciais e por fim as previsões por meio 

dos modelos de espaço de estado. 

Observa-se também, que atualmente têm se empregando a análise de 

correlação de Pearson e Spermam, na tentativa de encontrar correlações 

existentes ente os parâmetros, porém, correlações estas, não espaciais. Outros 

fatores nesta linha de publicação que vem ganhando espaço é a utilização de 

fatores topográficos e do uso do solo, como variáveis secundárias nas previsões 

dos modelos de espaço de estado, conforme pode-se observar nos estudos 

descritos a seguir.  

Duan, Huang e Zhang (2016), por exemplo, avaliaram os efeitos das 

propriedades topográficas e das propriedades físicas do solo no armazenamento 

da água no solo, através da abordagem de espaço de estados, sendo que o 

diferencial deste estudo foram as coletas de amostras, que foram determinadas 

em várias profundidades. Neste estudo os autores encontraram a melhor 

abordagem do espaço de estado com uma variação total de 98,8% sendo o 

modelo composto pela elevação e o teor de argila.  
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Por conseguinte, Li, Shao e Zhao (2019), tiveram como objetos de seu 

estudo os parâmetros chaves da curva de retenção de água no solo, ou seja, a 

capacidade de campo e o ponto de murcha permanente. O objetivo principal da 

pesquisa de Li, Shao e Zhao (2019), foi empregar a modelagem de espaço de 

estados para criarem modelos capazes de prever os parâmetros supracitados, 

considerando as correlações espaciais entre as propriedades físicas do solo.  

As variáveis secundárias selecionadas pelos autores supracitados foram: 

a elevação, densidade, textura, carbono orgânico e uso do solo. Como resultado 

os autores encontraram auto e crosscorrelação significativas a 

aproximadamente 40 m. Ademais, quando empregado os modelos de espaço de 

estado, obtiveram melhor desempenho na estimativa da capacidade de campo 

e do ponto de murcha permanente através de equações bivariadas baseadas em 

silte e no uso do solo.  

Em contrapartida Rienze et al. (2016), incorporaram em seu estudo 

apenas atributos físicos-químicos do solo. Esta modelagem tinha o objetivo de 

integrar as informações espaciais e modelar o conteúdo de água no solo em um 

transecto estabelecido em Buenos Aires, na Argentina. Sendo que, dentre os 

modelos obtidos os que continham a densidade do solo e carbono orgânico, 

foram descritos como os melhores. 

Já Zhang et al. (2017), utilizaram as variáveis uso do solo, propriedades 

físicas e topográficas do solo, bem como a biomassa de raízes finas de uma 

encosta no Platô De Loess, para estimar o carbono orgânico do solo e como 

resultados, encontraram como melhor modelo o que explicou mais de 96% das 

variações nas quantidades de carbono orgânico do solo, o que incluiu os 

atributos uso do solo, biomassa de raízes finas, pH e nitrogênio total. Contudo, 

o uso do solo foi o fator dominante na variância do modelo escolhido. 

Luo et al. (2013), além de abordarem a modelagem de espaço de estado, 

trazem afirmações sobre fatores que influenciam as propriedades físicas do solo, 

uma vez que, afirmam que em áreas com heterogeneidade topográfica, a 

mudança no uso do solo é espacialmente variável e influenciada pelo clima, 

propriedades físicas do solo e pela topografia. Frente a isto, os autores 

constroem, conforme denominado por eles, indicadores para determinar as 

características da mudança de uso do solo, através dos modelos de espaço de 

estado.  
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Por fim, She et al. (2014), incorporaram apenas variáveis topográficas na 

modelagem de espaço de estados para estimar a variação do carbono orgânico 

do solo, sendo elas: elevação, declividade, aspecto e curvatura. Os autores 

declararam que a curvatura, foi identificada como uma das mais eficazes para 

estimar o carbono orgânico do solo, explicando 94,5% da variação total.  

Com relação às transformadas em Wavelets, os primeiros trabalhos 

desenvolvidos na física do solo se deram como forma de revisões bibliográficas 

e suas possíveis aplicações práticas. Seguidos de aplicações reais em pequenas 

áreas agrícolas, através de Wavelet e Wavelet coerência.  

Cabe destacar que como esta ferramenta viabiliza a empregabilidade em 

dados não estacionários, são encontradas algumas aplicações na condutividade 

hidráulica de solo saturado e seu relacionamento com os demais fatores de 

influência anteriormente descritos. 

Dentre as revisões bibliográficas encontra-se a de Graps (1995), na qual 

o autor conceitua o termo, como sendo funções matemáticas que abrem os 

dados em diferentes componentes de frequência e, assim torna possível sua 

apresentação em cada componente, com uma resolução compatível com a sua 

escala. O autor relata que este método tem vantagens sobre os métodos 

tradicionais de Fourier na análise de situações físicas em que o sinal contém 

descontinuidades. Além de trazer parte da formulação matemática, o autor 

descreve a história das Wavelets, e de suas propriedades, contudo suas 

aplicações são estritamente matemáticas.  

Já Si (2008), apresentou e ilustrou uma revisão bibliográfica sobre a 

metodologia das Wavelets, sob a ótica da aplicabilidade em propriedades físicas 

do solo em escala espacial. O autor utilizou dentre outras variáveis a 

condutividade hidráulica do solo, coletadas ao longo de um transecto em 

Saskatchewan, Canadá.  

Uma outra abordagem teórica foi a de Lark (2016), que realizou uma 

comparação entre a transformada Wavelet e o modelo linear misto com 

suavização espectral, por meio de uma aplicação em um único conjunto de 

dados de uma propriedade física do solo, e constatou a superioridade das 

Wavelets sobre o modelo linear misto.  

Com relação às aplicações reais, o estudo pioneiro foi o de Si e Zeleke 

(2005), que objetivaram compreender as relações entre a ksat com algumas 



56 

 

propriedades do solo. E chegaram à conclusão, por meio da aplicação da 

Wavelet coerência que as relações entre a Ksat e a areia, bem como da Ksat 

com o carbono orgânico não são apenas dependentes da escala, mas também 

dependentes da localização.  

Wu, Guo e Li (2018), corroboraram com a afirmativa dos autores 

supracitados, pois identificaram as correlações entre padrão de paisagem e 

topografia em várias escalas, usando a análise de correlação de Pearson e o 

método de Wavelet.  

Por conseguinte, Zhu et al. (2018) realizaram a previsão do carbono 

orgânico com base em suas relações específicas de escala através das 

transformadas Wavelets, e destacaram que a aplicação desta ferramenta gerou 

novas compreensões na estimativa das propriedades do solo, além de terem 

determinado as relações de múltiplas escalas das propriedades do solo com 

fatores de influência.  

Uma aplicação distinta das descritas foi a realizada por Samadianfard et 

al. (2018), que incorporaram as Wavelets em uma rede neural, como um dos 

métodos para estimar a temperatura do solo em diferentes profundidades em 

uma estação de monitoramento localizada no Irã. Dentre os métodos aplicados 

a Wavelet se mostrou superior aos demais métodos, uma vez que dentro da rede 

neural a Wavelet serviu como uma espécie de filtro. 

Já Zhao et al. (2018), foi um dos poucos trabalhos com uma abordagem 

de múltiplas coerências de Wavelets, para encontrar escalas significativas 

dominantes. Em seu estudo a Wavelet foi aplicada dois transectos na China, 

sendo seu alvo de pesquisa a matéria orgânica do solo. Guo et al. (2018) 

também tiveram como objeto de pesquisa a matéria orgânica do solo, e 

analisaram a variabilidade espacial de um transecto em uma pequena área 

agrícola, através da combinação da análise de anisotropia, geoestatística, que 

teve como intuito extrair as direções dominantes, e a aplicação da transformada 

discreta de Wavelets para encontrar as escalas específicas em que esta 

frequência estava ocorrendo. 

Seguindo esta linha Biswas e Si (2011), também estudaram a correlação 

entre o armazenamento de água no solo e seus fatores de controle em diferentes 

escalas e locais em uma Área Nacional de Vida Selvagem de St. Denis, 

Saskatchewan, Canadá, usando Wavelet coerência. Constataram coerência 
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significativas de Wavelets em escala e localização específicas entre o 

armazenamento da água no solo e a elevação do terreno, indicando um controle 

dominante da elevação no armazenamento de água no solo na área estudada, 

mostrando novamente a importância da incorporação de fatores topográficos sob 

o movimento de água no solo. 

Cabe destacar que Hu e Si (2016), trazem, em seu estudo uma 

abordagem não aplicada, mas de desenvolvimento de um método de múltipla 

coerência de Wavelets, para examinar relações multivariadas específicas de 

escala e localização. Os resultados mostraram que a coerência espectral 

múltipla é incapaz de identificar relações multivariadas localizadas e subestima 

as relações multivariadas específicas de escala para processos não 

estacionários. 

Já Biswas (2018) em seu estudo realizou uma revisão de literatura com 

aplicações de um comparativo entre a transformada Wavelet contínua (CWT) e 

a transformada de Hilbert-Huang (HHT). E com sua base algorítmica, o HHT foi 

capaz de identificar os componentes da escala presente na série espacial de 

forma mais flexível, enquanto a redundância na CWT identificou uma banda 

espalhada de escalas, contudo sua aplicação foi tendenciosa, uma vez que se 

utilizou de uma forma fixa de Wavelet em suas análises.  

Ademais, vêm sendo incorporadas ferramentas estatísticas como os 

modelos de decomposição empíricos, porém, em mínimas proporções conforme 

descritas abaixo. O estudo de Huang et al. (1998), objetivou uma a adaptação 

de um novo método para analisar dados não-lineares e não-estacionários. 

Sendo que, a parte principal desta adaptação é a viabilidade de "decomposição 

em modo empírico", com o qual qualquer conjunto de dados pode ser 

decomposto em um número finito e muitas vezes pequeno de "funções de modo 

intrínseco" que se comporta parecido com a transformada Hilbert. 

Na revisão bibliográfica de Flandrin e Gonçalvés (2004), os autores 

descreveram sobre os modelos de decomposição do modo empírico, baseados 

nas transformações de Huang (1998) apresentando a ferramenta de maneira 

geral, bem como sua formulação matemática e gráfica, traçando um paralelo da 

aplicabilidade deste, versus as Wavelets. She et al. (2015) realizaram dois 

estudos contendo aplicação prática deste modelo. No primeiro investigaram a 

consistência, no período e na escala específica da distribuição da curva de 
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retenção de água no solo em dois transectos, sendo estes compostos de 

diferentes solos e cobertura vegetal, utilizando para isto, a decomposição em 

modo empírico multivariado, com a análise de correlação de Spearman. 

E no segundo estudo She et al. (2017), examinaram as correlações em 

diversas escalas entre duas propriedades hidráulicas do solo, dois atributos 

topográficos e três fatores do solo. Para isto a série de dados multivariados, foi 

dividida em seis funções do modo intrínseco, onde constatou-se que as relações 

específicas entre as propriedades hidráulicas do solo e os fatores associados 

variavam de acordo com a escala, ou seja, que os fatores associados exerceram 

influência nas propriedades hidráulicas do solo em suas próprias escalas 

dominantes.  

Por fim, Yang et al. (2019), tiveram como objeto principal avaliar a 

condutividade hidráulica saturada, frente a decomposição do modo empírico 

multivariado, assistido por ruído (NA-MEMD) para assim conseguir caracterizar 

a variabilidade de condutividade hidráulica saturada e descrever suas relações 

dependentes da escala, com diferentes propriedades do solo e fatores 

ambientais. 

Em síntese com base nos estudos supracitados pode-se observar uma 

tendência a incorporação de fatores de fácil obtenção, como dos atributos 

topográficos do solo. Observa-se também a importância de se analisar a variável 

de interesse incorporando o uso do solo.  

Com relação a modelagem de espaço de estado, tendo como objeto de 

estudo a condutividade hidráulica de solo saturado a aplicação ainda é escassa, 

já quando incorporando ferramentas como Wavelets e os modelos de 

decomposição empíricos, a Ksat já é mais encontrada em estudos, porém com 

aplicações em pequenas áreas.



5. Material e Métodos 

5.1.  Bacia hidrográfica envolvida no estudo 

Foi selecionada a bacia hidrográfica do Arroio Fragata em virtude da 

importância econômica e social para a região sul do Rio Grande do Sul. Para 

este estudo foi considerada a área de drenagem à montante da seção de 

controle Passo dos Carros pertencente à bacia do Arroio Fragata (BHAF-PC) 

(Figura 10).  

 

 

Figura 10: Localização da bacia hidrográfica do arroio Fragata (BHAF), à 
montante da seção de Passo dos Carros (BHAF-PC). 

 

5.2.  Levantamento e processamento de dados básicos da BHAF 

Foi realizado um levantamento de informações básicas, para a BHAF, as 

quais servirão de apoio ao presente estudo, tais como: relevo, hidrografia e tipos 

de solos. 

Com relação ao relevo, foram extraídas informações da base cartográfica 

de Hasenack e Weber (2010), que contempla todo o estado do Rio Grande do 

Sul, na escala de 1:50.000, no formato do SIG-ArcGIS. Foram utilizados desta 

base os seguintes planos de informação: curvas de nível e pontos cotados e 

hidrografia vetorizada. Os planos de informação foram usados como 

informações de entrada no SIG-ArcGIS. Foi empregada uma ferramenta 

específica, no ambiente do referido SIG, para elaborar o modelo digital de 

elevação (MDE) da BHAF, ou seja, um mapa contínuo contendo a informação 

sobre o relevo. O MDE foi corrigido, usando a ferramenta Fill, para eliminar as 
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depressões espúrias do terreno, permitindo a elaboração de um modelo digital 

de elevação hidrologicamente consistente (MDEHC). A partir do MDEHC foi 

determinado, de forma distribuída da bacia, a direção de fluxo, acúmulo de fluxo 

e rede de drenagem numérica.  

O mapa de classificação de solos foi obtido a partir do levantamento 

realizado por Brasil (1973). A partir da utilização do mapa de solos e da 

delimitação da bacia hidrográfica, foi demarcada uma transeção de de 15 km na 

BHAF-PC, a partir da seção de controle da Ponte do Passo dos Carros. O critério 

adotado para a demarcação da transeção foi o de selecionar a maior distância 

possível partindo da seção de controle e ao mesmo tempo fosse contemplado o 

maior número possível de classes de solos. O mapa de solo extraído para a 

bacia bem como a transeção estabelecida são encontrados na Figura 11.  

 

 

Figura 11: Mapa das classes de solos e ilustração da transeção espacial 
construída para amostragem de solo na bacia do Arroio Fragata (BHAF-PC). 
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5.3.  Amostragem de solo ao longo da transeção espacial e 

atributos físico-hídricos determinados 

A partir das transeções espaciais 15 km na BHAF-PC (Figura 12) foram 

demarcados 100 pontos amostrais equidistantes entre si de 150 m, 

respectivamente, ao longo da transeção.  

Em cada ponto da transeção foram coletadas amostras de solo 

deformadas, na camada representativa de 0,00 a 0,20 m, para determinar as 

frações texturais (argila, areia e silte) e o teor de carbono orgânico seguindo 

metodologias descritas, respectivamente, em Gee e Bauder (1986) e Tedesco et 

al. (1995). Também foram coletadas, em cada ponto da transeção e nessa 

mesma camada de solo, amostras com estrutura preservada em anéis com 

dimensões de 0,05 m x 0,047 m de altura e diâmetro, respectivamente, para 

determinar a densidade do solo, porosidade total e macro, de acordo com 

metodologias descritas em Embrapa (1997), totalizando 300 amostras (100 

pontos x 1 bacias hidrográficas x 3 repetições). Nas mesmas amostras 

preservadas e em cada ponto amostral foi determinada a condutividade 

hidráulica do solo saturado pelo método do permeâmetro de carga constante, 

seguindo metodologia descrita em Libardi (2012). 

 

5.4.  Atributos topográficos obtidos em cada ponto amostral da 

transeção espacial  

De posse do MDEHC da BHAF foram obtidos os seguintes atributos 

topográficos em cada ponto amostral demarcado ao longo da transeção 

espacial: altitude, declividade, aspecto, curvatura, plano e perfil de curvatura.  

 

5.5.  Análises estatísticas 

5.5.1. Caracterização e identificação da estrutura de variabilidade 

espacial de cada atributo estudado 

Primeiramente, a estatística clássica foi aplicada aos atributos do solo e 

aos topográficos para a obtenção das medidas de posição (média, mediana, 

etc.), de dispersão (amplitude total, desvio padrão, variância e coeficiente de 

variação) e da forma da dispersão (simetria e curtose). Também foi aplicado o 

teste de Kolmogorov-Smirnov para verificar a normalidade de cada conjunto de 

dados.  
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Para caracterizar e identificar a estrutura de variabilidade espacial de cada 

atributo ao longo de cada transeção espacial, foram calculadas as funções de 

autocorrelação e espectral de cada série espacial com o objetivo de identificar a 

correlação que existe entre observações adjacentes de uma determinada 

variável. A possível correlação espacial que existe entre observações de duas 

variáveis foi calculada por meio das funções de crosscorrelação. 

A partir da análise das funções acima descritas, pode-se verificar o 

potencial uso da abordagem de espaço de estados para descrever a distribuição 

espacial das observações ao longo do espaço bem como o relacionamento entre 

os atributos do solo e os topográficos. A partir disto, verificou-se o 

comportamento local de uma variável de interesse (por exemplo, a condutividade 

hidráulica do solo saturado, o conteúdo de água retido na tensão de 10kPa, etc.) 

em função do comportamento local das outras variáveis que estão sendo 

estudadas e assim separar as causas de variação devido à equação de 

observação e de estado, usando um modelo autoregressivo de espaço de 

estados descrito em maiores detalhes em Shumway (1988), Shumway e Stoffer 

(2011) e Reichardt e Timm (2016).  

 

5.5.2. Comparação do desempenho dos modelos de espaço de 

estados e dos modelos de regressão múltipla 

Os desempenhos dos modelos de espaço de estados (modelos locais) 

foram comparados com os dos modelos de regressão estátistica múltipla 

(modelos globais) envolvendo o mesmo conjunto de variáveis físico-hídricas do 

solo e topográficas. O coeficiente de determinação (r2) foi utilizado para avaliar 

e comparar o desempenho dos modelos construídos. 

 

5.5.3. Caracterização e quantificação das correlações multi-

espaciais entre os atributos do solo e os topográficos usando análises em 

Wavelets  

A caracterização e quantificação das possíveis correlações multi-

espaciais entre os atributos físico-hídricos do solo e os atributos topográficos ao 

longo das transeções foram avaliadas usando as transformadas de Wavelets 

univariada bivariada e multivariada.



6. Resultados e Discussão  
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hydrological conditions at spatial scales as reported in several studies. However, 

co-regionalization of Ksat remains a challenging aspect with regard to identifying 

supportive co-variates and suitable spatial models. The objectives of this study 

were to (i) identify factors that relate Ksat with soil and topographic attributes and 

land-use systems along a 15-km transect using principal component analysis, 

and (ii) describe the spatial continuum of Ksat across the transect through co-

regionalization with autoregressive state-space models. The transect was 

established in the Fragata River Watershed (FRW), Southern Brazil. One 

hundred soil sampling points were distributed along the transect at equal 

distances (150 m). Clay and sand fractions, soil organic carbon content, soil bulk 

density, soil macroporosity, Ksat, and the soil water retention curve were 

determined for the 0-20 cm layer at each point. Topographic attributes were 

derived from the digital elevation model and a land-use map was derived from 

satellite images. The highest and lowest spatial variabilities were exhibited by 

Ksat and soil organic carbon content, respectively. Applying the state-space 

approach, spatial relationships among Ksat and soil and topographic attributes, 

and land-use systems along the transect, could be found. Principal component 

analysis used jointly with state-space showed that macroporosity could be used 

as a proxy to estimate the spatial variation of Ksat in the FRW watershed, 

assessing surface and subsurface runoff potentials at areas of different land-use. 

Further studies should be carried out to investigate the use of the type of land-

use system as a soil structural predictor of the spatial variations of Ksat at the 

watershed scale since it is nowadays an “easy-to-measure” variable from satellite 

images.  
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Keywords: Ksat, soil and topographic attributes, spatial variability, land-use 

system 

 

Introduction 

 Saturated soil hydraulic conductivity (Ksat) is a key hydro-physical attribute 

used to describe the soil water processes in soil and land surface hydrological 

models. Therefore, the accurate estimation of Ksat is essential to assess the 

effects of different land-use systems and managements on soil water dynamics 

(Arnold et al., 1998; Taskinen et al., 2008; Hu et al., 2015; Morbidelli et al., 2017; 

Qiao et al., 2018).  

Ksat is highly variable in space as reported by Wang et al. (2013), 

Papanicolaou et al. (2015), and She et al. (2017). In view of this, many studies 

have focused on characterizing the spatial variability of this parameter under 

various climatic and hydrologic conditions and also at different spatial scales 

(Zimmerman et al., 2006; Hasller et al., 2014; Zhao et al., 2016; Baiamonte et al., 

2017). Ksat can typically vary by more than two orders of magnitude in 

catchments as small as 0.1 km2 (Loague and Gander, 1990; Picciafuoco et al., 

2019). Its variability can be associated to differences in soil material, relief and 

topography (intrinsic factors) as well as differences in land cover and soil 

management practices (extrinsic factors). Most of the statistical tools used to 

estimate and evaluate the spatial variability of Ksat at different scales are based 

on linear and multiple linear regressions (called Pedotransfer Functions - PTFs), 

in which Ksat is estimated by using more easily available soil attributes (for 

example, soil texture, soil bulk density and soil organic carbon). However, most 

of the PTFs described in the literature ignore the spatial dependence of Ksat and 
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its influencing factors since they are based on the assumption that the data sets 

manifest a constant mean along the study area (for instance, Vereecken et al., 

1990; Schaap et al., 2001; Ottoni et al., 2019; among others). When the sampling 

location coordinates and the spatial covariance of Ksat and its influencing factors 

in the field are not taken into account in the calculations, erroneous interpretation 

of the outputs can be obtained (Nielsen and Alemi, 1989), as for instance in 

analyzing the effects of Ksat variability on runoff simulations as well as total and 

peak discharges at a watershed scale.  

The Ksat spatial pattern is affected by the variation of soil textural fractions 

and of the pore space geometry (Papanicolaou et al., 2015; Baiamonte et al., 

2017), topography (Leij et al., 2004; Wang et al., 2013), land management (Price 

et al., 2010; Salemi et al., 2013) and scale (Kvaernø and Stolte, 2012; Picciafuoco 

et al., 2019). Multivariate statistical tools like principal component analysis (PCA) 

and state-space models (SSM) are promising methods to identify the influence of 

each factor that resumes the principal sources of data variation and to assess the 

spatial relationships among Ksat and its underlying factors (Timm et al., 2003; 

Wendroth et al., 2003; Oldoni et al., 2019, Reichardt and Timm, 2020). SSM take 

into account the spatial correlation between variables under study, in which all 

variables are included in a state vector, and their relationships in the 

neighborhood are quantified. For this reason, SSM are called space-dependent 

or local models.    

State-space models have successfully been applied in many studies mainly 

at small scales (Awe et al., 2015; Aquino et al., 2015; Duan et al., 2016; Zhang 

et al., 2017; Zhang et al., 2019). Very few, if any, studies have addressed the 

combined performance of SSM and PC analyses in describing the spatial 



67 

 

association of Ksat and factors that influence its magnitude and distribution and 

their quantitative spatial relationships as well. Therefore, we understand that the 

response of the watershed to Ksat spatial variability is essential since it is a 

sensitive input parameter for distributed hydrological models (Wang et al., 2013; 

Hu et al., 2015). 

The development of the Fragata River watershed (FRW) is strategic for 

south Rio Grande do Sul (RS), Brazil. It has to be taken into account that the 

main river is a tributary to the São Gonçalo channel, with drinking water supply 

for the state population of almost 200,000 inhabitants, being also an important 

waterway connecting the Patos and the Mirim lagoons. The FRW suffers from the 

impact of human activities and is vulnerable to water erosion and floods, causing 

soil losses with economic and social damage, especially in the surroundings of 

the city of Pelotas and its 328,000 inhabitants near to the watershed outlet 

(Beskow et al., 2016). Soil hydro-physical properties (e.g., Ksat) are key factors 

to understand processes of the hydrological cycle and are critical parameters for 

the application of hydrological models to support decisions on water resource 

management (Beskow et al., 2016; She et al., 2017). Among them, Ksat is a 

sensitive model input parameter (Wang et al., 2013; Hu et al., 2015). Therefore, 

this study aimed to: (i) identify factors that influence the relationships of Ksat with 

soil parameters (soil texture, soil bulk density, macroporosity, and soil organic 

carbon), topography (elevation and slope) and land-use systems across a 15-km 

transect established in the FRW using principal component analysis, and (ii) 

describe Ksat distribution across the transect through co-regionalization with 

state-space analysis and to compare with multiple linear regression models. 
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Materials and methods 

Characterization of the area 

The FRW is located in the south of Brazil, Rio Grande do Sul (RS) State 

(Fig. 1). The portion of the FRW considered in this study is oriented upstream 

from the watershed outlet, “Ponte Passo dos Carros (PC)”, an area of about 132 

km2. Köppen´s climate classification indicates that the climate type is Cfa 

(Kuinchtner and Buriol, 2001), i.e., wet subtropical with an average air 

temperature of the hottest month of over 22°C. Average annual temperature and 

rainfall are 17.8°C and 1,366.9 mm, respectively. The main soil types in FRW 

were classified as Typic Hapludult-Typic Hapludalf Association (37%), Typic 

Hapludult-Typic Udorthent-Rock Outcrop Association (27%), Typic Albaqualf-

Typic Natraqualf-Umbric Endoaqualf Association Albaqualf-Aquic Hapludalf 

Association (12%) and Typic Udorthent-Typic Hapludult-Rock Outcrop 

Association (10%) following the US Soil Taxonomy (Soil Survey Staff, 2010). 

 



69 

 

 

Fig. 1 – Location of the study area in the South America, Brazil and Rio Grande do 

Sul state maps, land-use system map and the 15 km-spatial transect established in 

the Fragata River Watershed (FRW), outlet “Passo dos Carros”. 

 

Beginning at the Ponte Passo dos Carros (PC) outlet, and continuing 

through the watershed in a north-west direction, a 15-km spatial transect through 

the FRW was created (Fig. 1). One hundred soil sampling points were 

equidistantly spaced (150 m) along the transect, the coordinates of which were 

recorded using a portable GPS (Global Positioning System) instrument and 

identified on the watershed map using ArcGIS (Environmental Systems Research 

Institute. Redlands, CA). 
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Soil and topographic attributes 

At each sampling location mentioned above, soil samples were collected 

in the 0 -0.20 m soil layer, for sand (using the Sieving method) and clay (using 

the Pipette method) textural fraction determinations according to the 

methodology described in Gee and Bauder (1986). Soil organic carbon content 

(SOC) was measured using the Walkley-Black method (Nelson and Sommers, 

1982). Soil cores were also sampled at each point (in triplicate) from the center 

of the 0.20 m layer using volumetric rings (0.05 m in diameter and 0.03 m in 

depth). The samples were used to evaluate soil bulk density (Bd) (Blake and 

Hartge, 1986), saturated soil hydraulic conductivity (Ksat) using the constant 

head method (Klute and Dirksen, 1986) and soil water retention curve  (soil water 

contents at matric potentials of 0; -1; -6; -10; -33; -100 and -1,500 kPa) (Klute 

1986). The soil water content difference between saturation and -6 kPa of 

pressure head was taken as soil macroporosity (Macro). 

Utilizing a cartographic database of the region (Hasenack and Weber, 

2010), a watershed relief of the area in question was obtained, providing contour 

lines, points of known elevation and vectored hydrography at a scale of 1:50,000. 

This information was then used as the input into the GIS environment ArcGIS, in 

order to develop a hydrologically consistent digital elevation model (HCDEM) for 

the FRW. Topographic features at each sampling point were evaluated for 

elevation (Ele) and soil slope (Slo) using ArcMap software (version 10.1). More 

details about how to estimate both topographic attributes are available in Moore 

et al. (1993) and Leij et al. (2004). 
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Land-use map 

A land-use map was constructed by accessing the website of the Brazilian 

Institute for Space Research (INPE) and acessing various Landsat satellite 

images. Specifically, Scenes 221_81 and 222_82 were utilized and were 

interpreted using the Environment for Visualizing Images (ENVI) software 

suggested by Perrota (2005). Using a maximum-likelihood supervised 

classification method, the land use map was developed based on the 

interpretation of these satellite images, along with 100 training samples obtained 

in the FRW-PC with a portable GPS. These samples allowed the identification of 

the six main land-uses in the FRW-PC and the development of its land-use map, 

which resulted in the following distributions: cultivated pasture (59.0%), native 

forest (20.6%), silviculture (9.0%), annual cropping (6.5%), native grassland 

(4.5%) and permanent cropland (0.4%) (Fig. 1). 

To identify the effects of the six main identified land-use systems (native 

grassland, annual cropping, permanent cropping, native forest, silviculture and 

cultivated pasture) on Ksat variability along our spatial transect, we chose a 

Curve Number (CN) value for each combination of soil and land use (Table 1). 

These values were extracted from SCS (1986) and Huffman et al. (2011) for the 

Antecedent Soil Moisture II considering the Hydrologic Soil Groups proposed by 

Sartori et al. (2005) for application of the Soil Conservation Service-Curve 

Number method in Brazilian soils. 
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Table 1 – Curve number values for existing combinations of soil and land-use in 

the FRW-PC  

Land-use type 
Soil classification 

Albaqualf Paleudult 
Hapludalf + 
Udorthent 

Cultivated pasture - 74 80 
Native forest 69 62 69 
Silviculture - 70 - 

Annual cropping - 84 88 
Native grassland 78 71 78 

Permanent 
cropland 

- - 91 

 

Descriptive statistics 

Mean, standard deviation, maximum and minimum values, and coefficient 

of variation (CV) were calculated for each data set. The CVs were classified 

according to Wilding and Drees (1983): CV≤ 15% - low variability of the data set 

around their mean; 15% < CV ≤ 35% - moderate variability; and CV > 35% - high 

variability. All sets of data were submitted to the Kolmogorov-Smirnov (K-S) test 

(Massey, 1951), at the 5% significance level. A lognormal transformation was 

applied to those data sets that did not show normality. The Spearman rank 

correlation coefficient was calculated to evaluate the relationship among Ksat and 

the other variables. The R statistical software (R core Team, 2016) was used for 

these calculations. 

 

State-space approach 

For each data set, the autocovariance function [C(j)] was estimated 

according to: 

 

( )     xxxx
n

1
j C ji

n

1i
i − −= +

=

                                      (Eq. 1) 



73 

 

 

where x̅ is the average value of each data set, n is the total number of 

measurements and j is the lag distance between neighbors (Shumway, 1988). 

The evaluation of the spatial dependence between adjacent measurements, was 

made by the autocorrelation function r(j): 

 

                      ( )
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jr =                                                 (Eq. 2) 

 

where C(j) is the covariance function (Eq. [1]) and C(0) is the variance of the data 

set. 

The amplitude of the confidence interval (CI) for r(j) values, for each 

variable, was calculated as: 

 

                             
n

p
CI                                                        (Eq. 3) 

 

where p is the accumulated probability for the t test at 95% probability (Davis, 

1986) and n equal to 100 sampled points. 

Crosscorrelation functions between variables were also estimated using Eq. 

4, where Ksat was taken as the response variable. The crosscorrelation [rc(j)] 

between Ksat and all other explanatory variables, was calculated only when the 

auto-correlation revealed spatial structure (Eqs. 1 and 2). 
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where C(xi, yi+j) is the covariance between x and y with a separation distance j, 

and sx and sy are the standard deviations of x and y, respectively. The 

significance range of [rc(j)] was also calculated by Eq. 3. Values of r(j) (Eq. 2) and 

rc(j) (Eq. 4) can be affected by the path chosen through the spatial transect (Fig. 

1). Therefore, data sets were also arranged from the west-north direction along 

the 15-km spatial transect (i.e., from location 100 to location 1) and the direction 

with the largest values of r(j) and rc(j) was chosen implying that this direction was 

used to assess the performance of the state-space analysis.   

Based on the analysis of the auto-correlations (Eqs. 2 and 3) and cross-

correlations (Eqs. 3 and 4) we identified the variables to be used in the SSM. To 

have the same order of magnitude, original data were scaled according to Eq. 5 

(Hui et al., 1998): 

 

             𝑦(𝑥𝑖) =
𝑌(𝑥𝑖)- (𝑌−2𝑠)

4s
                                  (Eq. 5) 

 

where y(xi) is scaled, Y(xi) measured, Y̅ the average of Y, and s is the standard 

deviation. 

The state-space methodology is represented as a dynamic linear system 

of two vector equations (Shumway, 1988; Nielsen and Wendroth, 2003): 

 

                          𝑌(𝑥𝑖) = 𝑀𝑝𝑝. 𝑍(𝑥𝑖) + 𝑣𝑌(𝑥𝑖)                                      (Eq. 6) 

                            𝑍(𝑥𝑖) = 𝜑𝑝𝑝 . 𝑍(𝑥𝑖−1) + 𝑤𝑍(𝑥𝑖)                                  (Eq. 7) 
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The measurement vector Y(xi) has a relation to the non-measurable state 

vector Z(xi) through a measurement matrix Mpp and the associated measurement 

error vY(xi) (Eq. 6 – the observation equation). The state vector Z(xi) has a relation 

to the same vector at position i-1 with 𝜑𝑝𝑝, the state coefficient matrix (called the 

transition matrix) and through a state error wZ(xi) of a first order auto-regressive 

model (Eq. 7 – the state equation). vY(xi) and wZ(xi) are assumed to be normally 

distributed, independent and not correlated between themselves for all lags. The 

ASTSA (Applied Statistical Time Series Analysis software, Shumway, 1988) was 

applied to run the state-space approach. 

The performance of the SSM in describing the local spatial relationships of 

Ksat with the other selected soil and topographic attributes and land-use systems 

was evaluated for all combinations between them. Based on the resulting spatial 

estimations, the SSM of Ksat was evaluated using the coefficient of determination 

(r2) calculated through linear regression between measured and estimated values 

of Ksat for each combination of variables. Furthermore, each SSM of Ksat was 

compared with its equivalent multiple linear regression model (MLRM).  

 

Multivariate statistical analysis 

Before applying the multivariate statistical analysis, each data set was 

scaled using Eq. 5 to have data in the same order of magnitude. As we were 

interested in relative variability, scaling makes variables comparable and this 

implies, necessarily, that the variance and covariance matrixes are equal to the 

correlation matrix. 

To reduce the dimension of soil data sets, the principal component 

analysis (PCA) was used (Jolliffe, 2002). PCA is a dimension reduction technique 
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that identifies orthogonal linear recombinations that resume the main sources of 

variation of the data (Xin-Zhong et al., 2009). A correlation matrix of chosen 

variables corresponds to an input for analysis in lieu of a covariance matrix, result 

being a normalized PCA. In most cases, the first or second components explain 

the major part of the total variance of the data. Here, only PCs that explain at 

least 70% of the total variance were selected and those for which each calculated 

eigenvalue was >1.0 (Jolliffe, 2002). After this, the factorial coordinates were 

extracted from the decomposition of the correlation matrix. It contains the factor 

loadings (FL) for each variable on each PC. Loading values show the degree of 

correspondence between the variable and the factor. High loadings make a 

variable representative of the factor, and therefore FLs can interpret the role that 

each variable plays in the definition of each factor (Hair et al., 2009). The factor 

loading values were used to identify in which principal component each selected 

soil data set was included. Then, factorial coefficients (100 values) were extracted 

for each selected principal component. The “base” R code was used in the 

multivariate analysis (R Core Team, 2016).  

 

Results and Discussion 

The Ksat values distributed along the 15 km-spatial transect indicate a 

range of magnitude from 0.27 mm.h-1 (minimum value 1.5 km from the watershed 

outlet) to 196.38 mm.h-1 (maximum value at the distance of 9.0 km from the 

watershed outlet). The mean Ksat value (39.93 mm.h-1) in the FRW-PC can be 

considered to potentially generate surface runoff according to the Ksat 

classification proposed by Pruski et al. (1997) for Brazilian soils, aiming at 

hydrological studies. Data also show a small point-to-point fluctuation of Ksat, 
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from the origin of the transect until 4.95 km, changing to large point-to-point 

fluctuations until the end of the transect (Fig. 2A). Elevation ranged from 20 to 

261 m along the 15 km-spatial transect, with an arithmetic mean value of 98 m 

(Fig. 2B) while the soil slope ranged from 3% to 45% (Fig. 2C). The distribution 

of SOC ranged from 1.89% (1.5 km from the origin of the transect) to 3.02% (7.5 

km from the origin) along the transect, with a mean of 2.21% (Fig. 2D). The soil 

organic carbon distribution showed a relative spatial stability along the transect. 

Clay content values exhibited large oscillation from the middle to the end of the 

transect (Fig. 2E), ranging from 10 to 39%. Sand content values ranged from 22% 

(minimum value) to 84% (maximum value), with an arithmetic mean value of 65% 

along the 15 km-spatial transect (Fig. 2F). Macroporosity values ranged from a 

minimum value of 2.5% to a maximum of 33.4% with an arithmetic mean value of 

13% (Fig. 2G). There is a clear trend of an increase of soil macroporosity values 

along the transect, presenting a great oscillation from the middle to the end of the 

transect. An opposite trend is observed for the distribution of Bd (Fig. 2H), with a 

mean value of 1.47 g.cm-3 ranging from 1.02 g.cm-3 to 1.74 g.cm-3.  
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Fig. 2 – Spatial distribution along the 15 km-spatial transect for: (A) saturated soil 

hydraulic conductivity, Ksat and (B) elevation, Ele. 
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Fig. 2 – Spatial distribution along the 15 km-spatial transect for: (C) soil slope, Slo 

and (D) soil organic carbon content, SOC.  
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Fig. 2 – Spatial distribution along the 15 km-spatial transect for: (E) Clay and (F) 

Sand. 
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Fig. 2 – Spatial distribution along the 15 km-spatial transect for: (G) soil 

macroporosity, Macro; and (H) soil bulk density, Bd. 
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The increasing tendency of Ksat (Fig 2A), SOC (Fig 2D) and Macro (Fig 2G) 

along the transect and decreasing tendency for Bd (Fig 2H), suggests that there 

could be a relationship between these soil attributes and Ele (Fig 2B). Clay (Fig. 

2E) and sand (Fig. 2F) content values did not show a clear trend along the 15 

km-spatial transect. This observation suggests that soil texture is not directly 

statistically related with Ksat. Similar results were also found by Picciafuoco et al. 

(2019).  

The CV values for all studied data sets ranged from 9% to 112% (Table 2). 

The lowest CV was obtained for the SOC data set and the highest one for Ksat 

along the transect. The high spatial variability of Ksat is well-known regardless of 

the measurement methodology, geographical location, land use, soil type or 

scale (Papanicolaou et al., 2015; Baiamonte et al., 2017; Picciafuoco et al., 

2019). The distributions of Ksat, Ele, Slo and Macro exhibited high variability (CV 

> 35%) while those of SOC, Sand and Bd showed low variability (CV ≤ 15%) 

along the transect, by Wilding and Drees’ (1983) CV classification. The 

distribution of clay content values showed moderate variability along the transect 

(15% < CV ≤ 35%). At the sampling scale applied in this study, the measurements 

of SOC, clay and sand contents, Macro and Bd, and topographic (Ele and Slo) 

attributes could be considered as potential explanatory variables of the spatial 

behavior of the response soil hydro-physical variable (Ksat) along the 15 km-

transect. Strong relationships have been published among Ksat and topographic 

and soil attributes in other studies (Leij et al., 2004; Salemi et al., 2013; 

Zimmerman et al., 2013; Wang et al., 2013; She et al., 2017).  
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Table 2 – Descriptive statistics and the non-parametric Kolmogorov-Smirnov test 

for all values of saturated soil hydraulic conductivity and the other soil and 

topographic attributes and land-use systems along the 15 km-Fragata River 

Watershed spatial transect 

Variables Mean SD Min Max 

CV K-S 

Wilding and 
Drees (%) 

p-value 

Ksat (mm.h-

1) 39.93 44.74 0.27 196.38 112 1.75E-03 

Elev (m) 98 71.779 20 261 73 6.49E-03 

Slope (%) 11 10.958 3 45 101 2.20E-16 

SOC (%) 2.21 0.204 1.89 3.02 9 3.37E-01* 

Clay (%) 17 5.401 10 39 32 1.33E-01* 

Sand (%) 65 9.225 22 84 14 1.62E-02 

Macro (%) 13 5.926 2.5 33.4 46 9.12E-01* 

Bd (g.cm-3) 1.47 0.14 1.02 1.74 10 9.66E-02* 

Land-use† 76 6.03 62 91 9 2.75E-07 

Ksat: saturated soil hydraulic conductivity; Elev: Elevation; Slope: soil slope; 
SOC: soil organic carbon content; Clay and Sand: clay and sand contents; Macro: 
soil macroporosity; Bd: soil bulk density; †Land-use classification was derivable 
from the runoff curve number (CN) tables (USDA-NRCS); CV: coefficient of 
variation. SD: standard deviation; Min and Max: minimum and maximum values, 
respectively; CV: coefficient of variation; K-S = p values of the Kolmogorov-
Smirnov test; *normal distribution data considering p = 0.05. 
 

The relationships between Ksat and the other variables were exanimated 

by calculating the Spearman correlation coefficient at 5% of significance level (p-

value = 5%) (Table 3).  Ele, Slo and Macro exhibited a significant (p < 0.05) 

positive correlation with Ksat, while Bd was significantly negatively correlated. 

Such results were also found by Baiamonte et al. (2017). Bd mainly affects the 

macro-structure of the soil, which directly affects Ksat. SOC, clay and sand had 

low and not significant correlations with Ksat (p > 0.05).  
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Table 3 – Spearman’s correlation coefficient values among saturated soil 

hydraulic conductivity and the other soil and topographic attributes and land-use 

systems along the 15 km-Fragata River Watershed spatial transect 

Attribute 
Spearman 

correlation coefficient 
p-value 

Saturated soil hydraulic 
conductivity 

1 - 

Elevation 0.481* 4.10E-04 

Soil slope  0.455* 2.03E-03 

Aspect  0.138 1.70E-01 

Organic Carbon content 0.166 9.87E-02 

Clay 0.193 5.47E-02 

Sand 0.101 3.19E-01 

Macroporosity 0.858* < 2.2E-16 

Soil bulk density -0.389* 6.20E-04 

Land-use -0.008 9.36E-01 
*significant Spearman correlation coefficient at p value = 5% of probability level. 
 

Several studies have shown that land-use systems affect the Ksat values 

and thereby their spatial variation in a watershed (Zimmermann et al., 2006; 

Taskinen et al., 2008; Bonell et al., 2010; Price et al., 2010; Salemi et al., 2013). 

For instance: Leij et al. (2004) examined the relation between Ksat, soil properties 

and topographic attributes along a 5 km-spatial transect in Basilicata, Southern 

Italy. These authors found no correlation between Ksat and other basic soil 

properties and interpreted this results being a consequence of soil sampling close 

the surface, where Ksat is mostly affected by different land-use systems and 

biological activity; Picciafuoco et al. (2019), in a small Austrian catchment, also 

suggested that soil texture does not have a direct effect on Ksat, since a wider 

Ksat variation was related to lower variability of sand and clay contents. 

Therefore, the authors mentioned that a wider variation of Ksat may be caused 

by the characteristics of each land-use system, rather than by a direct 

dependency of Ksat on soil textural composition. For instance, Picciafuoco et al. 
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(2019) observed that minimum and maximum Ksat values in arable lands were 

significantly larger by more than 50% than those obtained in pasture plots. 

However, Table 3 shows that there exists a very weak association of land-use 

system, as expressed in terms of CN-values, and Ksat in our study when 

analyzed by the magnitude of the Spearman correlation coefficient between them 

being negative and no significant at the 5% of probability level. It is worth to 

emphasize that in the calculus of the Spearman correlation coefficient the 

coordinates of the data in the field are disregarded. 

Mean values of Ksat, SOC, Macro, BD, clay and sand contents of each land-

use system are presented in Table 4. Data indicate that there exists a relationship 

among values of Ksat, SOC, Macro and BD, and the six main different land-use 

systems, conversely which was found in Table 3. Native forests provide higher 

values of Ksat, SOC and Macro and lower values of Bd when compared to the 

other land-use systems. On average, native forest soils had Ksat values 

approximately 3.9 and 2.4 times greater than those found under permanent 

cropping and cultivated pasture soils in our study, respectively. Cultivated soils 

under native vegetation (e.g., native forest) when compared with soils impacted 

by agricultural land-use (e.g., cultivated pasture) generally presented lower Bd 

and higher Ksat and Macro as a result of ample organic inputs and abundant 

burrowing fauna (Viola et al., 2013).  
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Table 4 – Mean values of saturated soil hydraulic conductivity, soil organic 

carbon, macroporosity, soil bulk density, clay and sand contents at each land-use 

system identified along the 15 km-Fragata River Watershed spatial transect 

Land-use 

classes 

Ksat 

(mm.h-1) 

SOC 

(%) 

Macro 

(%) 

Bd 

(g.cm-3) 

Clay 

(%) 

Sand 

(%) 

Permanent 

cropping 

13.0 2.23 16.1 1.47 20 63 

Cultivated 

pasture 

21.6 2.31 15.1 1.44 15 66 

Native 

grassland 

39.0 2.17 11.3 1.51 16 66 

Annual 

cropping 

47.6 2.23 17.6 1.42 20 63 

Silviculture 50.0 2.35 11.8 1.41 12 60 

Native forest 51.2 2.38 19.6 1.26 19 61 

Ksat = saturated soil hydraulic conductivity; SOC = soil organic carbon; Macro = 

soil macroporosity; Bd = soil bulk density; Clay and Sand = clay and sand 

contents, respectively 

 

All studied variables exhibited point-to-point fluctuations along the 15 km-

spatial transect (Figs. 2A-H), a result of local feature and, therefore, may be more 

correctly analyzed by a local statistical model (e.g., state-space model), which 

allows expressing the soil spatial variability. Before applying the state-space 

analysis, the autocorrelation (ACF) and crosscorrelation (CCF) functions were 

calculated to evaluate the spatial correlation of the observations of each data set 

and that one between Ksat and other variables. To evaluate the effect of the path 

chosen along the 15 km-spatial transect, data sets were arranged in the north-

west (from location 1 to location 100) and in the west-north (from location 100 to 

location 1) directions. Table 5 reveals that, in general, point-to-point fluctuations 
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of Ksat and other variables presented similar values of autocorrelation (Eq. 2) 

and crosscorrelation (Eq. 4) when comparing both arrangements. However, we 

chose to arrange data sets in the north-west path (from location 1 to location 100) 

since at practical point of view we think that it is easier to carry out field campaigns 

from the watershed outlet.  

 

Table 5 – (A) Autocorrelation [r(j)] and (B) crosscorrelation [rc(j)] values for Ksat 

and all co-variables that compose the study along the 15 km-spatial transect. 

Data sets were arranged in the north-west (from location 1 to location 100) and 

in the west-north (from location 100 to location 1) directions 

(A) 

Data sets arranged in the north-west direction 

Lag log Ksat log Ele log Slo SOC Clay log Sand Macro Bd log 

LU 

1 0.322 0.952 0.411 0.186 0.218 -0.044 0.308 0.204 0.258 

2 0.395 0.887 0.156 0.265 0.286 -0.009 0.328 0.252 0.196 

3 0.257 0.830 0.194 0.220 0.136 -0.013 0.135 0.167 0.348 

4 0.318 0.774 0.137 0.096 0.208 -0.019 0.216 0.098 0.153 

5 0.387 0.718 0.191 0.132 0.137 -0.035 0.269 0.051 0.201 

 
Data sets arranged in the west-north direction 

 

Lag log Ksat log Ele log 

Slo 

SOC Clay log Sand Macro Bd log 

LU 

1 0.322 0.953 0.412 0.183 0.218 -0.020 0.308 0.204 0.255 

2 0.393 0.903 0.282 0.264 0.286 -0.020 0.328 0.253 0.193 

3 0.259 0.856 0.344 0.220 0.137 -0.061 0.135 0.167 0.346 

4 0.313 0.816 0.157 0.093 0.208 0.007 0.215 0.098 0.151 

5 0.390 0.779 0.120 0.131 0.137 -0.060 0.269 0.051 0.198 
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(B) 

Data sets arranged in the north-west direction 

log Ksat 

Lag log Ele log Slo SOC Clay log Sand Macro Bd log LU 

-5 0.450 0.008 0.112 0.263 -0.087 0.306 -0.223 0.131 

-4 0.454 -0.161 0.214 0.373 -0.136 0.262 -0.275 0.159 

-3 0.452 -0.065 0.126 0.226 -0.126 0.189 -0.182 0.111 

-2 0.469 -0.050 0.139 0.253 -0.103 0.351 -0.202 0.026 

-1 0.492 -0.018 0.167 0.195 -0.042 0.300 -0.225 0.068 

0 0.486 0.093 0.081 0.105 0.268 0.826 -0.329 -0.007 

1 0.433 -0.098 0.226 0.242 -0.191 0.332 -0.237 -0.057 

2 0.411 -0.114 0.232 0.197 -0.082 0.368 -0.254 0.089 

3 0.406 -0.055 0.118 0.135 -0.015 0.176 -0.185 0.063 

4 0.377 0.045 0.180 0.200 -0.078 0.246 -0.248 -0.098 

5 0.366 -0.002 0.130 0.188 -0.013 0.328 -0.276 -0.134 

Data sets arranged in the west-north direction 

Ksat 

Lag log Ele log Slo SOC Clay log Sand Macro Bd log LU 

-5 0.361 0.198 0.129 0.186 -0.042 0.326 -0.275 -0.135 

-4 0.386 0.212 0.179 0.200 -0.039 0.244 -0.246 -0.098 

-3 0.398 0.027 0.117 0.134 -0.083 0.176 -0.184 0.063 

-2 0.436 0.148 0.233 0.196 -0.077 0.365 -0.253 0.089 

-1 0.446 0.070 0.223 0.240 -0.168 0.330 -0.235 -0.057 

0 0.498 0.050 0.087 0.108 0.269 0.824 -0.330 -0.006 

1 0.486 0.211 0.167 0.197 -0.040 0.299 -0.227 0.068 

2 0.470 0.218 0.142 0.254 -0.117 0.351 -0.205 0.026 

3 0.454 0.300 0.126 0.228 -0.141 0.191 -0.180 0.111 

4 0.457 0.246 0.216 0.376 -0.167 0.259 -0.278 0.159 

5 0.446 0.213 0.113 0.264 -0.096 0.309 -0.227 0.131 
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Table 5A shows that adjacent observations of each data set manifested 

spatial dependence at least of one lag (in our study, 1 lag = 150 m) using a t test 

at the 5% probability, except for the Sand data set in which its adjacent 

observations were not spatially dependent, thus varying in a random way at the 

sampling scale. For instance, observations of Ksat were spatially dependent 

more than five lags in this study because ACF values were higher than 0.196, 

while Macro and Land-use were spatially dependent up to two and three lags, 

respectively, as shown in Table 5A.  

The crosscorrelation (CCF) analysis can be used to measure the spatial 

correlation structure of two soil variables (Wendroth et al., 1997). In our case, it 

was used to calculate the spatial correlation range between log Ksat and: (i) log 

Ele; (ii) log Slo; (iii) SOC; (iv) Clay; (v) Macro; (vi) Bd; and (vii) log Land-use. The 

crosscorrelation between log Ksat and log Ele (Table 5B) showed a strong spatial 

correlation between them, with the t test at 5% probability level. On the other 

hand, the crosscorrelogram between log Ksat and log Slo indicated that the 

topographic attribute Slo was not spatially correlated with Ksat in our study. The 

crosscorrelogram between log Ksat and SOC showed a spatial dependence 

between them at 2 lags at one sense, i.e., pairs of [log Ksat(xi), SOC(xi+1)] were 

correlated only on one hand (j= + 2 lags) although the crosscorrelation coefficient 

value (0.167) was slightly lower than the confidence interval value (0.196) on the 

other hand (j= -1 lag). A spatial dependence up to 2 lags was found between log 

Ksat and Clay. Among soil attributes, the strongest positive spatial correlation 

was found for log Ksat with Macro, while the strongest negative correlation was 

obtained for log Ksat with Bd (Table 5B). The crosscorrelogram between log Ksat 
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and log Land-use showed that they were not correlated at our sampling scale, at 

5% of probability by using a t-test (Table 5B). However, we assumed here that 

the Land-use variable was adequate to be included in first order autoregressive 

SSM since it could be seen from Table 4 that there is a relation between data of 

Ksat and land-use systems, identified along the 15 km-spatial transect. As we 

mentioned before, strong and significant relations between Ksat and land-use 

systems have already been documented in the literature. 

State-space equations of Ksat (expressed as log10) and values of their 

coefficients of determination (r2) are presented in Table 6. Using all selected soil 

and topographic attributes and land-use systems, 96.4% of the total variability of 

log Ksat along the transect were explained by the SSM. The best six-variable 

SSM was obtained when using Ele, SOC, Clay, Macro and Bd variables as 

predictors of Ksat (Table 6). The performance of the six-variable SSM, which did 

not include Macro, was the worst to estimate log Ksat (r2 = 0.898) as compared 

to those ones. The worst five-variable SSM of log Ksat was found using Ele 

(expressed as log10), SOC, Clay and Bd as explanatory variables (r2 = 0.665, 

Table 6). Among the four-variable SSM the best performance was achieved by 

that one using Ele, SOC and Macro (r2 = 0.999) and the worst was that using Ele, 

Clay and Bd variables (r2 = 0.307). The best performance of a three-variable 

state-space models of Ksat was found when using SOC and Macro as 

explanatory variables (r2 = 0.989), while the worst one was found when using Ele 

and SOC (r2 = 0.231). The best performance of a two-variable state-space model 

was found when using the local variations of Macro across the transect to 

estimate the local variations of Ksat (r2 = 0.800). On the other hand, the worst 

performance of the bivariate state-space model was using the local variations of 
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Ele across the transect to estimate Ksat (r2 = 0.456). Soil formation is a result of 

vegetation, parent material, microclimate, soil water conditions, and material 

transport, all of them being influenced by topography (Leij et al., 2004). 

Topographic features can be readily obtained from DEMs. Furthermore, if soil 

hydraulic properties can be accurately predicted replacing “difficult-to-measure“ 

by “easy-to-measure” topographic features, labor and cost can be minimized (Si 

and Zeleke, 2005; She et al., 2015, 2017). The selected topographic attribute 

(elevation) appeared in all worst state-space model combinations indicating that 

it is not a good predictor to estimate Ksat in our study (Table 6). 

 

Table 6 – State-space equations of saturated soil hydraulic conductivity (Ksat 

expressed as log10) using all combinations of selected soil and topographic 

attributes and land-use systems, and r2 values from linear regression between 

estimated and measured values of log Ksat 

 All variables r2 

(log Ksat) i = -0.036(log Ksat) i-1 + 0.151(log Ele) i-1 + 0.207(SOC) i-1 - 

0.109(Clay) i-1 + 0.077(Macro) i-1 + 0.214(Bd) i-1 + 0.489(log 

LU) i-1 + wi 

0.964 

 6 Variables r2 

(log Ksat) i = -0.077(log Ksat) i-1 + 0.421(log Ele) i-1 + 0.408(SOC) i-1 - 

0.233(Clay) i-1 + 0.3122(Macro) i-1 + 0.179(Bd) i-1 + wi 

0.999 

(log Ksat) i = 0.085(log Ksat) i-1 - 0.060(log Ele) i-1 + 0.151(SOC) i-1 + 

0.032(Clay) i-1 + 0.053(Macro) i-1 + 0.737(log LU) i-1 + wi 

0.969 

(log Ksat) i = 0.088(log Ksat) i-1 + 0.076(log Ele) i-1 + 0.188(SOC) i-1 - 

0.084(Clay) i-1 + 0.141(Bd) i-1 + 0.584(log LU) i-1 + wi 

0.898 

(log Ksat) i = 0.046(log Ksat) i-1 + 0.064(log Ele) i-1 + 0.143(SOC) i-1 + 

0.024(Macro) i-1 + 0.146(Bd) i-1 + 0.570(log LU) i-1 + wi 

0.962 

(log Ksat) i = -0.084(log Ksat) i-1 + 0.186(log Ele) i-1 + 0.105(Clay) i-1 + 

0.166(Macro) i-1 + 0.359(Bd) i-1 + 0.264(log LU) i-1 + wi 

0.968 

(log Ksat) i = 0.051(log Ksat) i-1 + 0.133(SOC) i-1 + 0.013(Clay) i-1 + 

0.049(Macro) i-1 + 0.066(Bd) i-1 + 0.683(log LU) i-1 + wi 

0.926 

 5 Variables r2 
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(log Ksat) i = -0.269(log Ksat) i-1 + 0.279(log Ele) i-1 + 0.926(SOC) i-1 - 

0.397(Clay) i-1 + 0.482(Macro) i-1 + wi 

0.998 

(log Ksat) i = 0.307(log Ksat) i-1 + 0.451(log Ele) i-1 + 0.630(SOC) i-1 - 

0.595(Clay) i-1 + 0.211(Bd) i-1 + wi 

0.665 

(log Ksat) i = 0.119(log Ksat) i-1 - 0.042(log Ele) i-1 + 0.119(SOC) i-1 + 

0.047(Clay) i-1 + 0.752(log LU) i-1 + wi 

0.790 

(log Ksat) i = 0.663(log Ksat) i-1 + 0.209(log Ele) i-1 + 0.239(SOC) i-1 - 

0.239(Macro) i-1 + 0.135(Bd) i-1 + wi 

0.814 

(log Ksat) i = 0.081(log Ksat) i-1 - 0.039(log Ele) i-1 + 0.173(SOC) i-1 + 

0.038(Macro) i-1 + 0.741(log LU) i-1+ wi 

0.971 

(log Ksat) i = 0.090(log Ksat) i-1 + 0.023(Log Ele) i-1 + 0.141(SOC) i-1 + 

0.096(Bd) i-1 + 0.643(log LU) i-1 + wi 

0.896 

(log Ksat) i = -0.167(log Ksat) i-1 + 0.280(log Ele) i-1 + 0.297(Clay) i-1 + 

0.478(Macro) i-1 + 0.120(Bd) i-1 + wi 

0.994 

(log Ksat) i = 0.126(log Ksat) i-1 - 0.075(log Ele) i-1 + 0.165(Clay) i-1 + 

0.051(Macro) i-1 + 0.728(log LU) i-1 + wi 

0.963 

(log Ksat) i = 0.148(log Ksat) i-1 + 0.074(log Ele) i-1 + 0.094(Clay) i-1 + 

0.227(Bd) i-1 + 0.452(log LU) i-1 + wi 

0.862 

(log Ksat) i = -0.066(log Ksat) i-1 + 0.234(log Ele) i-1 + 0.149(Macro) i-1 + 

0.371(Bd) i-1 + 0.305(log LU) i-1 + wi 

0.972 

(log Ksat) i = 0.075(log Ksat) i-1 + 0.414(SOC) i-1 + 0.395(Clay) i-1 – 

0.212(Macro) i-1 + 0.178(Bd) i-1 + w i 

0.998 

(log Ksat) i = 0.079(log Ksat) i-1 + 0.124(SOC) i-1 + 0.032(Clay) i-1 + 

0.048(Macro) i-1 + 0.715(log LU) i-1 + wi 

0.955 

(log Ksat) i = 0.156(log Ksat) i-1 + 0.142(SOC) i-1 - 0.039(Clay) i-1 + 0.048(Bd) 

i-1 + 0.686(log LU) i-1 + wi 

0.769 

(log Ksat) i = 0.052(log Ksat) i-1 + 0.153(SOC) i-1 + 0.052(Macro) i-1 + 

0.041(Bd) i-1 + 0.696(log LU) i-1 + wi 

0.929 

(log Ksat) i = 0.021(log Ksat) i-1 +0.200(Clay) i-1 + 0.114(Macro) i-1 + 

0.153(Bd) i-1 + 

0.509(log LU) i-1 + w i 

0.940 

 4 Variables r² 

(log Ksat)i = 0.446(log Ksat) i-1 + 0.144(log Ele) i-1 + 0.561(SOC) i-1 - 

0.145(Clay) i-1 + wi 

0.495 

(log Ksat)i = 0.119(log Ksat) i-1 + 0.131(log Ele) i-1 + 0.685(SOC) i-1 + 

0.082(Macro) i-1 + wi 

0.999 

(log Ksat) i = 0.315(log Ksat) i-1 + 0.266(log Ele) i-1 + 0.255(SOC) i-1 + 

0.170(Bd) i-1 

0.749 

(log Ksat)i = 0.097(log Ksat) i-1 - 0.022(log Ele) i-1 + 0.154(SOC) i-1 + 

0.764(log LU) i-1 + wi 

0.846 

(log Ksat)i = 0.062(log Ksat) i-1 – 0.004(log Ele) i-1 + 0.648(Clay) i-1 + 

0.311(Macro) i-1 + wi 

0.942 

(log Ksat)i = 0.304(log Ksat) i-1 + 0.206(log Ele) i-1 + 0.295(Clay) i-1 + 

0.163(Bd) i-1 + wi 

0.307 
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(log Ksat)i = 0.185(log Ksat) i-1 - 0.061(log Ele) i-1 + 0.110(Clay) i-1 + 

0.759(log LU) i-1 + wi 

0.808 

(log Ksat) i = 0.309(log Ksat) i-1 + 0.387(log Ele) i-1 - 0.004(Macro) i-1 + 

0.340(Bd) i-1 + w i 

0.941 

(log Ksat) i = 0.053(log Ksat) i-1 - 0.012(log Ele) i-1 + 0.151(Macro) i-1 + 

0.799(log LU) + wi 

 

0.962 

(log Ksat)i = 0.168(log Ksat) i-1 + 0.117(Log Ele) i-1 + 0.253(Bd) i-1 + 

0.455(log LU) i-1 + wi 

0.784 

(log Ksat)i = -0.158(log Ksat) i-1 - 0.372(SOC) i-1 + 1.022(Clay) i-1 + 

0.522(Macro) i-1 + wi 

0.995 

(log Ksat) i = 0.657(log Ksat) i-1 – 0.018(SOC) i-1 + 0.339(Clay) i-1 0.032(Bd) i-1 

+ w i 

0.694 

(log Ksat)i = 0.091(log Ksat) i-1 + 0.108(SOC) i-1 + 0.040(Clay) i-1 + 0.756(log 

LU) i-1 + wi 

0.727 

(log Ksat) i = 0.996(log Ksat) i-1 + 0.395(SOC) i-1 – 0.474(Macro) i-1 + 

0.102(Bd) i-1 +w i 

0.815 

(log Ksat) i = 0.078(Log Ksat) i-1 + 0.138(SOC) i-1 +0.040(Macro) i-1 + 

0.738(log LU) i-1 +w i 

0.968 

(log Ksat) i = 0.120(log Ksat) i-1 + 0.144(SOC) i-1 + 0.044(Bd) i-1 + 0.686(log 

LU) i-1 +w i 

0.766 

(log Ksat) i = 0.634(log Ksat) i-1 + 0.499(Clay) i-1 – 0.151(Macro) i-1 + 

0.028(Bd) i-1 + w i 

0.826 

(log Ksat) i = 0.099(log Ksat) i-1 + 0.110(Clay) i-1 + 0.044(Macro) i-1 + 

0.740(log LU) i-1 + w i 

0.961 

(log Ksat) i = 0.194(log Ksat) i-1 + 0.125(Clay) i-1 + 0.153(Bd) i-1 + 0.525(log 

LU) i-1 +w i 

0.762 

(log Ksat) i = 0.106(log Ksat) i-1 + 0.126(Macro) i-1 + 0.103(Bd) i-1 + 0.662(Log 

LU) i-1 

0.939 

 3 Variables r2 

(log Ksat) i = 0.377(log Ksat) i-1 + 0.099(log Ele) i-1 + 0.534(SOC) i-1 + wi 0.231 

(log Ksat) i = 0.487(log Ksat) i-1 – 0.091(log Ele) i-1 + 0.618(Clay) i-1 + wi 0.442 

(log Ksat) i = -2.068(log Ksat) i-1 + 0.717(log Ele) i-1 + 2.330(Macro) i-1 + wi 0.873 

(log Ksat) i = 0.393(log Ksat) i-1 + 0.350(log Ele) i-1 + 0.252(Bd) i-1 + wi 0.313 

(log Ksat) i = 0.227(log Ksat) i-1 - 0.036(log Ele) i-1 + 0.800(log LU) i-1 + wi 0.738 

(log Ksat) i = 0.702(log Ksat) i-1 + 0.167(SOC) i-1 + 0.143(Clay) i-1 + wi 0.520 

(log Ksat) i = 0.239(log Ksat) i-1 + 0.740(SOC) i-1 + 0.038(Macro) i-1 + wi 0.989 

(log Ksat) i = 0.670(log Ksat) i-1 + 0.257(SOC) i-1 + 0.084(Bd)i-1 + wi 0.752 

(log Ksat) i = 0.087(log Ksat) i-1 + 0.140(SOC) i-1 + 0.767(log LU) + wi 0.809 
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(log Ksat) i = -0.518(log Ksat) i-1 + 0.734(Clay) i-1 + 0.809(Macro) i-1 + wi 0.975 

(log Ksat) i = 0.750(log Ksat) i-1 + 0265(Clay) i-1 – 0.013( Bd) )i-1  + wi 0.624 

(log Ksat) i = 0.146(log Ksat) i-1 + 0.069(Clay) i-1 + 0.777(log LU) i-1 + wi 0.777 

(log Ksat) i = 1.797(log Ksat) i-1 - 1.011(Macro) i-1 + 0.219(Bd) i-1 + wi 0.772 

(log Ksat) i = 0.122(log Ksat) i-1 + 0.118(Macro) i-1 + 0.757(log LU) i-1 + wi 0.934 

(log Ksat) i = 0.271(log Ksat) i-1 + 0.144(Bd) i-1 + 0.581(log LU) i-1 + wi 0.598 

(log Ksat) i = 1.797(log Ksat) i-1 - 1.011(Macro) i-1 + 0.219(Bd) i-1 + wi 0.772 

 2 Variables r2 

(log Ksat) i = 1.006(log Ksat) i-1 - 3.199(log Ele) i-1 + wi 0.456 

(log Ksat) i = 0.608(log Ksat) i-1 + 0.399(SOC) i-1 + wi 0.766 

(log Ksat) i = 0.598(log Ksat) i-1 1 + 0.409(Clay)i-1 + wi 0.764 

(log Ksat) i = 2.464(log Ksat) i-1 - 1.511(Macro) i-1 + wi 0.800 

(log Ksat) i = 0.975(log Ksat) i-1 + 0.031(Bd)i-1 + wi 0.476 

(log Ksat) i = 0.170(log Ksat) i-1 + 0.825(log LU) i-1 + wi 

 

0.598 

 

Studies have shown that human activities and land management have an 

added effect on soil properties and thereby on their spatial distribution (Taskinen 

et al., 2008; Lizaga et al., 2019). Therefore, the structural and textural surface 

properties, and hence their hydraulic properties, will change with different land-

use systems. Wang et al. (2013) studied the variation of the saturated soil 

hydraulic conductivity through the entire Loess Plateau in China, and concluded 

that soil particle composition, bulk density (small-scale factors) and land-use type 

(large-scale factors) significantly contributed to the variation of topsoil Ksat 

values, whilst the extension of explained variation turned out distinct. When 

evaluating the individual effect of the type of land-use on the local variability of 

Ksat along our sampling transect, it had low predictive value to explain the local 

variations of Ksat (r2 = 0.598) as compared to those of Macro (r2 = 0.800), SOC 
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(r2 = 0.766) and Clay (r2 = 0.764) (Table 6). If land-use and elevation are used as 

predictor, more accurate estimates of Ksat were found (r2 = 0.738). Adding basic 

soil properties (clay content, SOC, soil bulk density), the role of land-use as a 

Ksat predictor has improved (r2 = 0.769). Furthermore, if Macro is added as a 

predictor, more accurate estimates of Ksat were achieved (r2 = 0.926, Table 6).  

Multiple linear regression models have been widely used to predict Ksat 

and to assess its relationships with other soil properties. However, these models 

ignore the spatial distances between sampling locations (Zhang et al., 2019). All 

state-space models better described the spatial relationship between Ksat and 

soil properties (Clay, Bd, Macro and SOC), topography (elevation) and land-use 

systems across the 15-km transect (Table 6) when compared to all equivalent 

multiple linear regression models (Table 7). For example, Clay, Bd and SOC have 

been widely used to predict Ksat using multiple linear models (Wösten et al., 

2001). Not surprisingly, the use of a multiple linear regression model considering 

SOC, Clay and Bd as predictors of Ksat poorly depicted their point-to-point 

fluctuations along the spatial transect (r2 = 0.148, Table 7). When the spatial 

associations among Ksat, SOC, Clay and Bd were considered along the transect, 

around 70% of the variance of Ksat was explained (Table 6). In this study, the 

use of global or space-independent models (e.g. multiple regression) failed since 

they are based on the assumption that the sets manifest a constant mean along 

the entire transect. The use of SSM presupposes the dependence of 

observations among themselves and that the positions in the field are regarded 

(Aquino et al., 2015).  
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Table 7 - Linear regression equations of saturated soil hydraulic conductivity 

(Ksat expressed as log10) using all combinations of selected soil and topographic 

attributes and land-use systems, and r2 values from linear regression between 

estimated and measured values of log Ksat. 

 All variables  r2 

(log Ksat)= -2.721 + 0.715(log Ele) + 0.260(SOC) + 0.033(Clay) + 
0.221(Macro) + 2.387(Bd) – 1.728(log LU) 

0.715 

 6 Variables r2 

(log Ksat)= -1.944 + 0.329(log Ele) + 0.098(SOC) + 0.012(Clay) + 
0.095(Macro) + 0.892(Bd) 

0.738 

(log Ksat)= 1.301 + 0.744(log Ele) - 0.646(SOC) + 0.025(Clay) + 
0.196(Macro) – 0.714(log LU) 

0.701 

(log Ksat)= 14.761 + 2.189(log Ele) – 1.911(SOC) – 0.038(Clay) – 
3.906(Bd) – 2.850(log LU) 

0.340 

(log Ksat)= -3.602 + 0.907(log Ele) + 0.536(SOC) + 0.211(Macro) 
+ 2.093(Bd) – 1.181(log LU) 

0.710 

(log Ksat)= -1.480 + 0.728(log Ele) - 0.036(Clay) + 0.218(Macro) 
+ 2.140(Bd) – 1.906(log LU)  

 

0.731 

(log Ksat)= -5.442 + 0.420(SOC) + 0.053(Clay) + 0.240(Macro) + 
2.482(Bd) – 0.138(log LU)  

0.700 

 5 Variables r2 

(log Ksat)= 0.287 + 0.364(log Ele) – 0.264(SOC) – 0.009(Clay) + 
0.085(Macro) 

0.725 

(log Ksat)= 5.022 + 0.926(log Ele) – 0.851(SOC) – 0.018(Clay) – 
1.985(Bd) 

0.344 

(log Ksat)= 9.940 + 2.501(log Ele) - 0.372(SOC) – 0.036(Clay) - 
5.480(log LU) 

0.247 

(log Ksat)= -1.876 + 0.405(log Ele) + 0.190(SOC) + 0.091(Macro) 
+ 0.781(Bd) 

0.737 

(log Ksat)= 0.250 + 0.887(log Ele) - 0.350(SOC) + 0.191(Macro) – 
0.393(log LU) 

0.699 

(log Ksat)= 16.772 + 2.028(log Ele) – 2.368(SOC) – 3.871(Bd) – 
3.587(log LU) 

0.301 

(log Ksat)= -1.587 + 0.333(log Ele) + 0.013(Clay) + 0.094(Macro) 
+ 0.791(Bd) 

0.738 

(log Ksat)= -1.906 + 0.705(log Ele) + 0.013(Clay) + 0.195(Macro) 
+ 0.385(log LU) 

0.699 

(log Ksat)= 6.233 + 2.208(log Ele) – 0.062(Clay) – 2.449(Bd) – 
1.508(log LU) 

0.282 

(log Ksat)= -0.977 + 0.964(log Ele) + 0.205(Macro) + 0.1501(Bd) 
– 1.497(log LU) 

0.711 

(log Ksat)= -1.988 + 0.161(SOC) + 0.022(Clay) + 0.103(Macro) + 
1.047(Bd) 

0.718 



97 

 

(log Ksat)= -1.365 - 0.517(SOC) + 0.044(Clay) + 0.215(Macro) + 
0.982(log LU) 

0.685 

(log Ksat)= 10.319 – 2.021(SOC) + 0.011(Clay) – 5.608(Bd) + 
2.716(log LU) 

0.114 

(log Ksat)= -8.442 + 1.015(SOC) + 0.232(Macro) + 1.981(Bd) + 
1.673(log LU) 

0.680 

(log Ksat)= -3.493 + 0.057(Clay) + 0.237(Macro) + 2.082(Bd) – 
0.383(log LU) 

0.702 

 4 Variables r² 

(log Ksat)= 0.129 + 0.418(log Ele) – 0.161(SOC) + 0.083(Macro)  0.723 

(log Ksat)= -0.021 + 1.014(log Ele) + 0.028(SOC) – 0.018(Clay) 0.252 

(log Ksat)= 5.322 + 0.837(log Ele) – 1.059(SOC) – 1.972(Bd) 0.330 

(log Ksat)= 11.889 + 2.345(log Ele) – 0.819(SOC) – 6.156(log LU) 0.245 

(log Ksat)= -0.195 + 0.364(log Ele) + 0.036(Clay) + 0.084(Macro) 0.721 

(log Ksat)= 2.247 + 0.943(log Ele) – 0.028(Clay) – 1.284(Bd) 0.313 

(log Ksat)= 8.066 + 2.474(log Ele) – 0.043(Clay) – 4.833(log LU) 0.254 

(log Ksat)= -1.133 + 0.423(log Ele) + 0.089(Macro) – 0.559(Bd) 0.731 

(log Ksat)= -1.631 + 0.810(log Ele) + 0.192(Macro) + 0.265(log 
LU) 

0.700 

(log Ksat)= 6.177 + 1.907(log Ele) – 1.709(Bd) – 2.309(log LU) 0.254 

(log Ksat)= 0.676 – 0.263(SOC) + 0.019(Clay) + 0.093(Macro) 0.700 

(log Ksat)= 7.123 – 0.743(SOC) + 0.006(Clay) – 2.384(Bd) 0.148 

(log Ksat)= 1.968 + 0.310(SOC) + 0.024(Clay) – 0.094(log LU) 0.018 
 

(log Ksat)= -1.851 + 0.402(SOC) + 0.100(Macro) + 0.875(Bd) 0.694 

(log Ksat)= -4.689 + 0.165(SOC) + 0.213(Macro) + 2.361(log LU) 0.671 

(log Ksat)= 9.587 – 1.881(SOC) – 5.659(Bd) + 3.075(log LU) 0.122 

(log Ksat)= -1.397 + 0.024(Clay) + 0.102(Macro) + 0.885(Bd) 0.716 

(log Ksat)= -3.844 + 0.034(Clay) + 0.214(Macro) + 1.799(log LU) 0.685 

(log Ksat)= 1.251 - 0.014(Clay) – 4.081(Bd) + 4.188(log LU) 0.090 

(log Ksat)= -3.787 + 0.222(Macro) + 0.782(Bd) + 1.401 (log LU) 0.675 

 3 Variables r2 

(log Ksat)= 0.297 + 0.928(log Ele) – 0.176(SOC) 0.239 

(log Ksat)= 0.032 + 1.015(log Ele) – 0.017(Clay) 0.252 

(log Ksat)= - 0.179 + 0.393(log Ele) + 0.083(Macro) 0.720 

(log Ksat)= 1.572 + 0.789(log Ele) – 0.956(Bd) 0.274 

(log Ksat)= 7.601 + 2.183(log Ele) - 4.677(log LU) 0.243 

(log Ksat)= 1.190 + 0.123(SOC) + 0.010(Clay) 0.012 

(log Ksat)= 0.407 + 0.014(SOC) + 0.092(Macro) 0.682 

(log Ksat)= 7.083 – 0.863(SOC) – 2.405(Bd) 0.146 

(log Ksat)= 0.116 + 0.680(SOC) + 0.672(log LU) 0.013 
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(log Ksat)= 0.194 + 0.014(Clay) + 0.092(Macro) 0.695 

(log Ksat)= 4.083 – 0.004(Clay) – 1.612(log Bd) 0.109 

(log Ksat)= 3.485 + 0.031(Clay) – 0.594(log LU) 0.009 

(log Ksat)= -0.194 + 0.096(Macro) + 0.392(Bd) 0.687 

(log Ksat)= -3.903 + 0.213(Macro) + 2.134(log LU) 0.674 

(log Ksat)= 1.410 – 3.834(Bd) + 3.783(log LU) 0.097 

 2 Variables r2 

(log Ksat)= -0.041 + 0.900(log Ele) 0.236 

(log Ksat)= 1.046 + 0.267(SOC) 0.006 

(log Ksat)= 1.422 + 0.013(Clay) 0.010 

(log Ksat)= 0.439 + 0.092(Macro) 0.681 

(log Ksat)= 3.913 - 1.548(Bd) 0.108 

(log Ksat)= 3.419 - 0.284(log LU) 0.010 

 

To interpret the role that each selected soil variable plays in defining each 

factor (PC) and reduce the dimension of soil data sets, the PCA (Jolliffe, 2002) 

was used to selected soil attributes (Clay, SOC, Macro and Bd). The first two 

components (PC1 and PC2) presented eigenvalues > 1.0 and explained 82.4% 

of the total variance (Table 8). PC1 explained 54.6% of the total variance, which 

received largest positive influence of Bd (loading of 0.898) and greatest negative 

influences of Clay and SOC with loadings of -0.784 and -0.857, respectively 

(Table 8). Only Macro had a positive influence on PC2 since its loading was 

0.856, which is higher than 0.70, commonly adopted loading threshold value in 

the literature (Hair et al., 2009).  

The performance of SSMs obtained for Ksat and their respective r2 

coefficients using all combinations of the selected principal components (PC1 

and PC2) and elevation and land-use systems is presented in Table 9, which 

shows that the best performance of the SSM of Ksat was found when PC2 was 

used as a predictor variable, independently of the evaluated combination. 
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Table 8 - Results of the principal component analysis applied to the soil attributes 

(clay content soil organic matter, macroporosity and soil bulk density)  

Principal component Eigenvalue 
% 

Variance 
Cumulative % 

PC 1 2.183 54.586 54.586 

PC 2 1.111 27.779 82.365 

PC 3 0.496 12.404 94.768 

PC 4 0.209 5.232 100.000 

Principal component loadings for each attribute 

  Clay SOC Macro Bd 

PC 1 -0.784 -0.857 -0.420 0.898 

PC 2 -0.508 -0.258 0.856 -0.233 

SOC: content soil organic matter (%); Macro: macroporosity (%) and Bd: soil bulk 
density (g.cm-3). 
 

For example, the best performance of the two-variable state-space model 

was found when using the local variations of PC2 across the transect to estimate 

the local variations of Ksat (r2 = 0.927) (Table 9). It is worth to emphasize that 

when using the individual contributions of Clay, SOC, Macro and Bd, 99.8% of 

the variance of Ksat was explained from the use of the state-space analysis 

(Table 6). On the other hand, when using the PC2 contribution, around 93% of 

the variance of Ksat was explained by the use of the state–space analysis (Table 

9). Macro had the higher and positive loading on PC2 when compared to the 

loading of the other soil variables indicating the largest degree of correspondence 

between this soil variable and PC2 (Table 8). Therefore, we can note its relative 

importance to describe the local Ksat variability as compared to the other soil 

variables. 
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Table 9 - State-space equations of saturated soil hydraulic conductivity (Ksat 

expressed as log10) using all combinations considering the selected topographic 

attribute, land-use systems and principal component data sets (PC1 and PC2), 

and r2 values from linear regression between estimated and measured values of 

log Ksat  

 5 Variables  r2  

(log Ksat) i =  -0.108(log Ksat) i-1 + 0.245(PC1) i-1 + 0.223(PC2) i-1 + 

0.261(log Ele) i-1 +  0.390(log LU) i-1 +w i  

0.994 

  4 Variables  r2  

(log Ksat) i =  1.057(log Ksat) i-1 + 0.021(PC1) i-1 + 0.186(PC2) i-1 – 

0.051(logEle) i-1 + wi 

0.909 

(log Ksat) i =  -0.238(log Ksat) i-1 + 0.593(PC1) i-1 + 0.173(PC2) i-1 + 

0.486(log LU) i-1 + wi 

  

0.994 

(log Ksat) i =  - 0.336(log Ksat) i-1 + 0.735(PC1) i-1 + 0.185(log Ele) i-1+ 

0.410(log LU) i-1 + wi  

0.993 

(log Ksat) i =  - 0.032(log Ksat) i-1 + 0.299(PC2) i-1 + 0.330(log Ele) i-1 + 

0.414(log LU) i-1 + wi  

0.993 

  3 Variables  r2  

(log Ksat) i =  0.227(log Ksat) i-1 – 0.036(log Ele) i-1 + 0.800(log LU) i-1 + 

wi 

0.738 

(log Ksat) i =  1.008(log Ksat) i-1 + 0.017(PC1) i-1 + 0.177(PC2) i-1 + wi  0.911  

(log Ksat) i =  0.948(log Ksat) i-1 + 0.059(PC1) i-1 – 0.022(log Ele) i-1+ w i  0.495  

(log Ksat) i =  0.992(log Ksat) i-1 + 0.017(PC2) i-1 + 0.182(log Ele) i-1+ 

w i  

0.940  

(log Ksat) i =  0.069(log Ksat) i-1 + 0.162(PC1) i-1 + 0.762(log LU) i-1 + w i  0.735 

(log Ksat) i =  0.179(log Ksat) i-1 + 0.106(PC2) i-1 + 0.709(log LU) i-1 + w i  0.911 

  2 Variables  r2  

(log Ksat) i =  1.006(log Ksat) i-1 - 3.199(log Ele) i-1 + wi  0.456  

(log Ksat) i =  0.170(log Ksat) i-1 + 0.825(log LU) i-1 + wi  0.598 

(log Ksat) i =  1.005(log Ksat) i-1 – 0.006(PC1) i-1 + wi  0.462  

(log Ksat) i =  1.011(log Ksat) i-1 + 0.180(PC2) i-1 + wi  0.927  

 

We also investigated the use of the state-space method to assess the 

spatial relationships between Ksat and Clay, SOC, Macro and Bd data, from two 

different points of view. State-space models were run when 50% of Ksat 

observations were not considered in the estimation based on the processes 
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expressed in the selected co-variates from Tables 6 and 9. This analysis was 

conducted to see how close the spatial variation of alternate data of Ksat could 

be better described when based on processes expressed in the individual co-

variates (Table 6) or in considering the selected principal components (Table 9). 

Fig. 3 shows measured and omitted values of Log Ksat based on underlying 

processes expressed in: (A) the individual values of SOC, Clay, Macro and Bd 

(Table 6); and (B) considering the selected principal component data sets (PC1 

and PC2, Tables 8 and 9).  They also show SSMs of log Ksat as well as their 

respective r2 coefficients. Upper and lower 95% confidence limits are also shown 

in these figures.   

 

 
 

Fig. 3 – State-space models for saturated soil hydraulic conductivity (log Ksat), 

when 50% of Ksat observations were not considered in the estimation, based on 

underlying processes manifested in: (A) the individual values of soil organic carbon 

(SOC), clay content (Clay), soil macroporosity (Macro) and soil bulk density (Bd) 

(Table 6). 
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Fig. 3 – State-space models for saturated soil hydraulic conductivity (log Ksat), 

when 50% of Ksat observations were not considered in the estimation, based on 

underlying processes manifested in: (B) considering the selected principal 

component data sets (PC1 and PC2, Tables 8 and 9). 

 

Updating became feasible only at every second position in the transect, 

when 50% of the observations of log Ksat were made available for their 

estimation (Fig. 3). This caused an increase in the width of the confidence 

intervals when compared to the cases in which all observations of log Ksat were 

used in the SSM. The ability of the SSM to estimate 50% of log Ksat values based 

on processes expressed in the individual values of SOC, Clay, Macro and Bd 

when compared to the ability when all measurements are available, decreased r2 

values from 0.998 (Table 6) to 0.763 (Fig. 3A). Considering all observations of 

the selected principal components (PC1 and PC2) to calculate 50% of measured 

values of log Ksat, the performance of the SSM decreased from values of r2 of 

0.911 (Table 9) to 0.722 (Fig. 3B). The ability of the SSM in estimating the 
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alternate observed values of log Ksat considering the individual values mentioned 

above (Fig. 3A) is very little changed when compared to its ability we consider 

those ones of PC1 and PC2 (Fig. 3B). The SSM´s potential to estimate 50% of 

observed values of log Ksat considering the PC2 data set, increased in 26% as 

compared to that one considering the individual values of Macro (r2 value 

increased from 0.580 - Fig. 4A - to 0.731 - Fig. 4B, respectively).  

 

 
 

Fig. 4 - State-space models for saturated soil hydraulic conductivity (log Ksat), 

when 50% of Ksat observations were not considered in the estimation, based on 

underlying processes manifested in: (A) the individual values of soil macroporosity 

(Macro) (Table 6).  
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Fig. 4 - State-space models for saturated soil hydraulic conductivity (log Ksat), 

when 50% of Ksat observations were not considered in the estimation, based on 

underlying processes manifested in: (B) considering the PC2 data set (Tables 8 

and 9).  

 

Macroporosity was shown to have the best performance of each SSM to 

describe local variations of Ksat for each evaluated combination (Table 6). Macro 

is considered an indirect indicator for soil structure (Zhang et al., 2019) and a 

good indicator of the physical condition of soils (Ball et al., 2007). However, 

macroporosity (soil structural information) has not been included as a co-variate 

to estimate Ksat in the most developed multiple linear regression models (namely 

PTFs in the literature) since it is not an easily available soil property from soil 

databases. On the other hand, soil texture, Bd and SOC have been used as input 

variables in the most developed PTFs to estimate Ksat (Vereecken et al., 1990; 

Schaap et al., 2001; Zhang and Schaap, 2019). As an example, we assessed the 
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performance of the PTF developed by Vereecken et al. (1990) to estimate Ksat 

in which sand and clay contents, soil bulk density and soil organic matter were 

used as predictor variables (Fig. 5). It can be seen that their PTF poorly depicted 

Ksat values along the transect (r2 = 0.098) when compared to the performance 

of the similar SSM model (r2 = 0.694, Table 6). The results indicate that 

Vereecken et al. (1990)-PTF, which is a space-independent multiple regression 

model, failed to estimate Ksat values along the 15 km-spatial transect. The large 

deviations between PTF-estimates and measured Ksat are caused by the 

conceptual approach of disregarding spatial covariances. 

 

 

Fig. 5 - Measured and estimated saturated soil hydraulic conductivity (log10 Ksat) for 

the pedotransfer function developed by Vereecken et al. (1990). 

 

The individual effect of the land-use system, as expressed in terms of CN-

values, on the local variability of Ksat was lower (r2 = 0.598) as compared to that 
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of Macro (r2 = 0.800), SOC (r2 = 0.766) and Clay (r2 = 0.766) and higher as 

compared to that of Ele (r2 = 0.456) and Bd (r2 = 0.476) (Table 6). If land-use 

system is added to Clay and SOC (basic soil properties and easily available soil 

properties from soil databases) to estimate Ksat, more accurate estimates are 

achieved (r2 = 0.727, Table 6) when compared to those of using SOC, Clay and 

Bd for estimating Ksat (r2 = 0.694, Table 6), which are commonly found in 

developed PTFs. In this sense, our study suggests that the type of land-use 

system could be potentially used as a predictor of the spatial variations of Ksat at 

the watershed scale since it is nowadays an “easy-to-measure” variable from 

satellite images. From this, labor and cost of field campaigns can be saved. 

According to Vogel (2019), the land-use system is one of the key drivers for soil 

structure development and must be taken into account for developing new PTFs. 

  Ksat characterization plays a key role for the comprehension and 

quantification of several hydrological processes at the watershed scale, e.g. 

surface runoff, subsurface runoff and base flow. Rainfall-runoff hydrological 

models commonly require information on Ksat and other soil-related attributes to 

estimate afore mentioned hydrological processes, which exert influence on the 

watershed water balance over time. Ksat information might also be used to 

assess whether or not the calibration of different rainfall-runoff models provides 

results that are compatible with the physical reality of the watershed. It has also 

been often observed that in several cases soil databases are only available at 

undesirable scales and do not provide the soil-related attributes required by 

hydrological models (Caldeira et al., 2019). As a result, maps of soil classes made 

on coarse scales associated with related-soil attributes searched in the literature 

have been traditionally applied for purposes of hydrological modeling. 
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Pedotransfer functions used for estimating the spatial variation of Ksat over 

watersheds, using attributes more easily determined in the field or laboratory, are 

expected to strongly contribute for the better use of hydrological models and the 

understanding of their outputs.  

 

Conclusions  

The highest spatial variability along the 15-km spatial transect in the Fragata 

River Watershed, South Brazil, was observed on the saturated soil hydraulic 

conductivity data, presenting positive and significant correlations with elevation, 

soil slope and macroporosity and negative correlation with soil bulk density. The 

state-space approach identified different spatial relationship patterns along the 

transect showing the importance of various combinations of soil and topographic 

attributes, as well of land-use systems. The state-space approach proved to be 

an effective tool for better describing the spatial relationships between saturated 

soil hydraulic conductivity and all selected co-variates at the watershed scale 

when compared to the equivalent multiple linear regression models. Multivariate 

analysis coupled to the state-space approach identified that the local variation of 

Ksat was dominantly revealed by the local variation of macroporosity at the 

sampling scale. However, macroporosity (soil structural information) is not an 

easily available soil property from soil databases. Therefore, our study suggests 

that the type of land-use system could be potentially used as a soil structural 

predictor of the spatial variations of Ksat at the watershed scale since it is 

nowadays an “easy-to-measure” variable from satellite images.  

The present study reinforces the use of Regional Variable Statistics in 

hydrologic studies of watersheds. Further studies should be carried out to 
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investigate the validity of the state-space methodology presented in this study in 

other environments. For example, if another variable is included or one variable 

is eliminated in the state-space analysis, the coefficients (in terms of magnitudes 

and signs) for the remaining variables may strongly shift. 
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Abstract 

Purpose: Knowledge on multi-scale and localized control of saturated soil 

hydraulic conductivity (Ksat) at the watershed scale is lacking. The objective of 

this study was to evaluate the multi-scale spatial relationships among Ksat and 

environmental factors (i.e., soil and topographic attributes and land-use systems) 

using Wavelet coherency and multiple Wavelet coherence methods.  

Methods: In the Fragata River Watershed (FRW) in southern Brazil, one hundred 

points were distributed at equal distances along a 15-km transect. In the 0-20 cm 

layer, clay and sand fractions, organic carbon content, bulk density, 

macroporosity, Ksat, and soil water retention curve were determined from soil 

sampled at each point. The digital elevation model was used for obtaining 

topographic attributes. A land-use map was developed by use of satellite images. 

All data sets were analyzed using descriptive statistics and the relationship 

among Ksat and the other variables was evaluated through the Spearman 

correlation coefficient. Wavelet coherency and multiple Wavelet coherence were 

used to examine the correlation among Ksat and each of the explanatory 

variables and to investigate the scale-specific and localized multivariate 

relationships among Ksat and predictor variables, respectively. 

Results: According to the bivariate Wavelet coherency and multiple Wavelet 

coherence analyses, macroporosity showed the greatest mean Wavelet 

coherence and percent area of significance coherence with Ksat. The variations 

of soil macroporosity itself was enough to explain the variations in Ksat in a 

multiple-scale and-location domain. 
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Conclusion: Soil macroporosity could be used as a proxy for assessing runoff 

potential at different land-use systems with different scales in the FRW in 

southern Brazil. 

 

Keywords: spatial variability, scale-location domain, Fragata River Watershed, 

multiple Wavelet coherence. 

 

1 Introduction 

Soil hydraulic properties are essential to properly understand the various 

processes of the hydrological cycle. Water resource management decisions at 

the watershed scale are assisted by hydrological models based on the critical 

parameters that soil hydraulic properties can provide (Beskow et al. 2016; She et 

al. 2017). Saturated soil hydraulic conductivity (Ksat) is an important soil hydraulic 

property for studies on soil and water management related to agriculture 

(Cherobim et al. 2018) and environment (Yao et al. 2015), as well as for 

simulating and predicting movement of water and solutes in the soil (Hwang et 

al. 2017). It has previously been shown that Ksat is highly variable in the soil and 

is a highly sensitive input parameter for distributed hydrological models (Wang et 

al. 2013). For this reason, many studies have attempted to characterize the 

spatial variability of Ksat under different climatic and hydrological conditions and 

spatial scales (Bagarello et al. 2017; Marín-Castro et al. 2016; Hu et al. 2009, 

2012; Zhao et al. 2016). 

The spatial variability of soil properties is influenced by many different 

aspects, including both intrinsic (soil material, climate, topography, relief, and 

time) and extrinsic factors (agricultural practices, such as land levelling, 
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fertilization and irrigation). Differences in field-scale variations of a soil property 

could be ascribed to scale-dependence and location-dependent relationships 

between the property and other prominent ecosystem features like topography, 

climate etc. (Biswas and Si 2011; Vasques et al. 2012; Xiong et al. 2016). 

Generally speaking, the spatial variation of soil is an ever-changing process, 

involving either spatially localized events or being influenced by a larger number 

of contributing factors (Si 2008). Gao et al. (2012) concluded that the statistical 

properties investigated for the Ksat were scale-dependent in an experimental grid 

(10×10 m), established in a small watershed (50 ha) on the Loess Plateau of 

China. Using the noise-assisted multivariate empirical mode decomposition 

method, Yang et al. (2019), concluded that the small-scale variations of Ksat 

along an 860-km spatial transect in the Loess Plateau of China were mainly 

dominated by bulk density and, in general, the large-scale variations of Ksat were 

dominated by environmental factors (elevation, slope gradient, annual 

precipitation, and temperature).  

Statistical tools such as Wavelet analyses have been used to quantify and 

characterize local spatial or temporal variability of soil hydro-physico-chemical 

properties (Biswas 2018; Hu et al. 2017; Si and Zeleke 2005; Torrence and 

Compo 1998). The main advantage of such methods is that they can be applied 

to examine both stationary and non-stationary natural trends of the variables 

studied, which may in fact, reflect important localized or transient features of soil 

processes and spatial variability (Si 2008).  

Wavelet coherency has been used for understanding scale-specific and 

localized relationships for transient processes in various areas, including 

geoscience (Zhang et al. 2017), electrical engineering (Griche. 2017), health 
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science (Adam et al. 2018), soil science (Biswas 2018) and meteorology 

(Torrence and Compo 1998). However, this method is limited to using only two 

variables, and natural processes are rarely simplistic but are generally influenced 

by more than two environmental factors. For this reason, Hu and Si (2016) 

developed a multiple Wavelet coherence method to enable the study of scale-

specific and localized multivariate (> 2 variables) relationships at multiple scales. 

To our knowledge, there are no published studies on the use of the multiple 

Wavelet coherence method to investigate the multi-scale spatial relationships 

between soil properties and environmental attributes at the watershed scale. 

Therefore, the objective of this study was to evaluate the multi-scale spatial 

relationships among Ksat and basic soil properties (soil organic carbon, clay and 

sand contents, soil bulk density, and macroporosity), and topographic attributes 

(elevation, slope, and aspect) and land-uses using Wavelet coherence and 

multiple Wavelet coherence methods along a 15-km transect established in the 

Fragata River Watershed in southern Brazil.  

 

2 Material and Methods 

2.1 Description of study area  

The study was conducted in the Fragata River Watershed (FRW), located in 

the southern state of Rio Grande do Sul (RS), Brazil (Fig. 1). The section of the 

FRW used for this study was the drainage area located upstream from the outlet 

“Ponte Passo dos Carros (PC)”, an area covering about 132 km2. Based on the 

Köppen climate classifications, the climate of the FRW-PC region is characterized 

as Cfa (Kuinchtner and Buriol 2001), indicating a wet subtropical climate with an 

average temperature during the hottest month of over 22°C. Average annual 
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temperatures in this region were determined to be 17.8°C, (range of −3°C to 

39.6°C), and the average annual rainfall found to be 1366.9 mm, (range of 823.2 

and 1893.2 mm). Following the classifications outlined in the US Soil Taxonomy 

(Soil Survey Staff 2010), the main types of soils in the watershed were identified 

as Paleudult (34.2%), Hapludalf + Udorthent (56.7%) and Albaqualf (9.1%).  

 

 

Fig 1. Location of the study area in the South America, Brazil and Rio Grande do 

Sul state maps, hydrologically consistent digital elevation model (HCDEM) map 

and the 15 km spatial transect established in the Fragata River Watershed (FRW), 

outlet “Passo dos Carros”. 

 

2.2 Characterization of the study area and soil sampling 

Beginning at the Ponte Passo dos Carros (PC) outlet, and continuing 

through the watershed in a north-west direction, a 15-km spatial transect through 
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the FRW was created (Fig. 1). One hundred soil sampling points were 

equidistantly spaced (150 m) along the transect, the coordinates of which were 

recorded using a portable GPS (Global Positioning System) instrument and 

identified on the watershed map using ArcGIS (Environmental Systems Research 

Institute. Redlands, CA). Disturbed soil samples at each point were collected from 

the 0-0.20 m soil layer and were used to evaluate distributions of particle size 

(clay and sand contents) using the pipette method (Gee and Bauder 1986). Soil 

organic carbon content (SOC) was evaluated by use of the Walkley-Black method 

(Nelson and Sommers 1982). Using volumetric rings (0.03 m high and 0.05 m 

diameter), undisturbed soil samples (in triplicate) were also collected at each 

sampling point at a depth of 0.10 m, and served as representative samples of the 

0-0.20 m soil layer. Soil bulk density (BD) (Blake and Hartge 1986), saturated soil 

hydraulic conductivity (Ksat) using the constant head method (Klute and Dirksen 

1986) and soil water retention curve (soil water contents at matric potentials of 0,  

-1, -6, -10, -33, -100, and -1500 kPa) (Klute 1986) were also evaluated from the 

samples. The soil water content difference between saturation and -6 kPa of 

pressure head was taken as soil macroporosity (i.e., >50 µm). 

Utilizing a cartographic database of the region (Hasenack and Weber 

2010), a watershed relief of the area in question was obtained, providing contour 

lines, points of known elevation and vectored hydrography at a scale of 1:50,000. 

This information was then used as the input into the GIS environment ArcGIS, in 

order to develop a hydrologically consistent digital elevation model (HCDEM) for 

the FRW. Topographic features at each sampling point were evaluated for 

elevation (Ele), slope and aspect (measured in degrees clockwise from north and 

expressed in terms of its cosine) using ArcMap software (version 10.1).  
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2.3 Land-use map 

A land-use map was constructed by accessing the website of the Brazilian 

Institute for Space Research (INPE) and deriving various Landsat satellite 

images. Specifically, Scenes 221_81 and 222_82 were utilized and were 

interpreted using the Environment for Visualizing Images (ENVI) software 

suggested by Perrota (2005). Using a maximum-likelihood supervised 

classification method, the land use map was developed based on the 

interpretation of these satellite images, along with 100 training samples obtained 

in the FRW-PC with a portable GPS. These samples allowed for the identification 

of the six main land-uses in the FRW-PC, with the following distributions: 

cultivated pasture (59.0%), native forest (20.6%), silviculture (9.0%), annual 

cropping (6.5%), native grassland (4.5%), and permanent cropping (0.4%). The 

mean Ksat value for each particular land-use system was first calculated to 

assess the effects of these six main land-use systems on Ksat data variability 

along the spatial transect. Then, the six land-use systems were ordered with an 

ascending index from 1 to 6 according to the magnitude of their mean Ksat. 

Therefore, indices of 1, 2, …, 6 were assigned to permanent cropping, cultivated 

pasture, native grassland, annual cropping, silviculture, and native forest, 

respectively, with mean Ksat value being 13.0, 21.6, 39.0, 47.6, 50.0, and 51.2 

mm h-1, respectively. Analysis of variance (ANOVA) was performed to evaluate if 

there were statistical differences (p value = 0.05) of Ksat mean values from the 

six groups of land-use systems. 

To check the normality of each data distribution, all data sets were first 

submitted to the Kolmogorov-Smirnov (K-S) test (Massey 1951), at the 5% 
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significance level. Descriptive statistics were then calculated to determine mean, 

mode, standard deviation, coefficient of variation, maximum and minimum values 

and skewness coefficient of each data set distribution, using the R statistical 

software (R core Team 2012). The coefficient of variation (CV) of each data set 

was classified according to Wilding and Drees (1983): CV≤ 15% - low variability 

of the data set around their mean; 15% < CV ≤ 35% - moderate variability; and 

CV > 35% - high variability. The Spearman correlation coefficient was calculated 

to evaluate the relationship among Ksat and the other predictor variables. 

 

2.4 Wavelet analyses 

The Wavelet power spectrum of each variable was calculated in order to 

quantify and characterize the scale-dependence and location-dependence of 

each dataset along the transect. The Wavelet coherency was used to examine 

the correlation among Ksat and each of the explanatory variables (i.e., soil 

organic carbon, clay and sand contents, soil bulk density and macroporosity, 

land-use system, elevation, slope, and aspect) at different scales and locations 

along the spatial transect. Next, the multiple Wavelet coherence was used to 

investigate the scale-specific and localized multivariate relationships among Ksat 

and predictor variables. 

In the current study, we present only the equations related to Wavelet 

power spectrum and Wavelet coherence. Further details and comprehensive 

reviews on theoretical aspects and application of both Wavelet analyses can be 

found elsewhere (Biswas 2018; Farge 1992; Hu et al. 2017; Torrence and Compo 

1998). Wavelet transform can be classified as either continuous (CWT) or 

discrete (DWT). In this study the CWT was preferred due to the fact that Wavelet 
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coherency using CWT has both frequency and spatial domain readily available, 

whereas DWT does not (Biswas and Si 2011). The CWT can be defined as the 

convolution of a spatial series Yj of length N (j = 1, 2, 3, …, N), along a spatial 

transect with uniform spatial steps t (Grinsted et al. 2004): 

 

WY(s, τ) = √
δt

s
∑ Yj

N

j=1

ψ0 [(j − τ)
δt

s
]                                 (1) 

 

where WY(s, τ) are the Wavelet coefficients at scale s and location τ. The function 

ψ0[] is the mother Wavelet function. Among the mother Wavelets, the Morlet 

Wavelet is commonly utilized in CWT, due to it being a complex symmetric 

function that preserves the real and imaginary component of Wavelet coefficients 

(Biswas and Si 2011). The Morlet Wavelet can be shown as (Grinsted et al. 

2004): 

 

ψ0(η) = π−1 4⁄ eiω0ηe−η2/2                                                     (2) 

 

where ω0 is dimensionless frequency and 𝜂 is dimensionless space. The Wavelet 

is stretched in space by varying its scale (s), so that 𝜂 =s·t, and normalizing it to 

have unit energy (Grinsted et al. 2004). The Morlet Wavelet (ω0 = 6) is suitable 

for extracting features and was used in this study because it provided a good 

balance between space and frequency location (Biswas 2018; Farge 1992). 



131 

 

To evaluate whether the Wavelet coefficients associated at each scale and 

location were significant, a red noise test of statistical significance (5% of 

significance level was adopted here) was performed. More details on theoretical 

aspects about the red noise test of statistical significance can be found in Si and 

Zeleke (2005) and Si (2008). Briefly, if the Wavelet power of a spatial series at a 

given scale is determined to be within the 95% confidence interval, this would 

mean that at this scale and location the Wavelet power is not significantly different 

from the background red noise.  

 Before calculating the Wavelet coherency between two spatial series (X 

and Y), with Wavelet transforms WX(s, τ) and WY(s, τ), the cross-Wavelet power 

spectrum must be calculated and can be defined as |WY,X(s, τ)| =

|WY(s, τ). WX(s, τ)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅|, where WX̅̅ ̅̅̅ is the complex conjugate of WX. The complex 

argument of WY,X can be interpreted as the local relative phase between X and Y 

in the spatial frequency domain (Si and Zeleke 2005). Then, the squared Wavelet 

coherence between X and Y spatial series is calculated as (Grinsted et al. 2004): 

 

R2(s, τ) =
|S(s−1 WY,X(s, τ))|

2

S(s−1|WX(s, τ)|2). S(s−1|WY(s, τ)|2)
                                      (3) 

 

where S is a smoothing operator and can be represented as: 

 

      S(W) = Sscale (Sspace(W(s, τ))                                                             (4) 
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where Sscale denotes smoothing along the Wavelet scale axis and Sspace 

smoothing in spatial domain.  

The Wavelet phase between a response variable (Y) and a predictor 

variable (X) is: 

 

∅(s, τ) = tan−1 (Im(WY,X(s, τ))/Re(WY,X(s, τ))) (5) 

 

where Im and Re denote the imaginary and real part of WY,X(s, τ), respectively. 

More details on the smoothing function used here can be found in Si and Zeleke 

(2005). To examine if the squared Wavelet coherency coefficients associated at 

each scale and location were significant, a red noise test of statistical significance 

(at 5% of significance level) was also performed.  

 According to Hu and Si (2016), multiple Wavelet coherence is based on a 

series of auto- and cross-Wavelet power spectra, at different scales and spatial 

(or temporal) locations for the response variable and all predictor variables. 

Assuming a response variable Y and multiple predictor variables X(X =

{X1, X2, … . , Xq}), the squared multiple Wavelet coherence (MWC) at scale s and 

location τ, ρm
2 (s, τ), can be represented as: 

 

ρm
2 (s, τ) =

W⃡   Y,X(s, τ)W⃡   X,X(s, τ)−1W⃡   Y,X(s, τ)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

W⃡   Y,Y(s, τ)
                                 (6) 
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where W⃡   Y,X(s, τ), W⃡   X,X(s, τ), and W⃡   Y,Y(s, τ) are the matrix of the smoothed cross-

Wavelet power spectra between response variable Y and predictor variables X, 

the matrix of the smoothed auto- and cross-Wavelet power spectra among 

multiple predictor variables X, and the smoothed Wavelet power spectrum of 

response variable Y, respectively. The W⃡   Y,X(s, τ)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 is a complex conjugate of 

W⃡   Y,X(s, τ). 

When only one predictor variable (e.g., X1) is included in X, Eq. (6) 

becomes the equation for bivariate Wavelet coherence as Eq. (3) shows 

(Grinsted et al. 2004). Similar to bivariate Wavelet coherence, multiple Wavelet 

coherences at 95% significance level are calculated using the Monte Carlo 

method (Grinsted et al. 2004; Hu and Si 2016). 

The software for the Wavelet power spectrum and Wavelet coherency was 

supplied by Grinsted et al. (2004), and the multiple Wavelet coherence was made 

available in the supplement provided by Hu and Si (2016). 

 

3 Results 

The values of analyzed soil and topographic variables along the 15 km-

spatial transect can be visualized in Fig. 2. The spatial distribution of Ksat values 

along the 15 km transect indicated a range of variation from 0.27 mm h-1 (at the 

distance of 1.5 km from the watershed outlet) to 196.38 mm h-1 (at the distance 

of 9.0 km from the watershed outlet), with mean and median values of 39.93 mm 

h-1 and 23.10 mm h-1, respectively (Fig. 2a). It can also be seen that there is a 

small point-to-point fluctuation of Ksat values from the origin of the transect until 

the distance of 4.95 km, passing to a large point-to-point fluctuation of Ksat until 
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the end of the transect. The elevation ranged from 20 m to 261 m along the 15 

km-spatial transect, with a mean value of 98 m (Fig. 2b), while the slope ranged 

from 3% to 45% (Fig. 2c). The aspect ranged from -1.000 (180o) to -0.588 (230o) 

along the transect (Fig. 2d), with a mean value of -0.961. The distribution of soil 

organic carbon values ranged from 1.89% to 3.02% along the transect, with a 

mean value of 2.21%. It can be noted that the organic carbon distribution was 

relatively stable along the transect (Fig. 2e). Clay content values exhibited greater 

oscillation from the middle to the end of the transect (Fig. 2f), ranging from 10 to 

39%. Sand content values ranged from 22% to 84% with a mean value of 65% 

along the 15 km-spatial transect (Fig. 2g). Macroporosity values ranged from 

2.5% to 33.4% with a mean value of 13% (Fig. 2h). It can be noted that there is 

a clear trend of an increase of soil macroporosity values along the transect, 

exhibiting great oscillation from the middle to the end of the transect. The opposite 

trend is observed for the distribution of soil bulk density values along the spatial 

transect (Fig. 2i), with a mean value of 1.47 gcm-3 ranging from 1.02 to 1.74 gcm-

3. Fig. 2j shows that the cultivated pasture is the predominant land-use system 

along the 15 km-spatial transect. 
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Fig 2. Spatial distribution of all studied variables along the 15 km-spatial transect: 

(a) Saturated soil hydraulic conductivity (Ksat) and (b) Elevation. 
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Fig 2. Spatial distribution of all studied variables along the 15 km-spatial 

transect: (c) Soil slope and (d) Aspect. 
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Fig 2. Spatial distribution of all studied variables along the 15 km-spatial 

transect: (e) Soil organic carbon content and (f) Clay content. 
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Fig 2. Spatial distribution of all studied variables along the 15 km-spatial 

transect: (g) Sand content and (h) Macroporosity. 

 



139 

 

 
 
 

 
 

Fig 2. Spatial distribution of all studied variables along the 15 km-spatial transect: 

(i) Soil bulk density and (j) Land-use system. 
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Data distribution of Ksat, elevation, slope, and aspect did not follow the 

normal distribution according to the K-S test at a probability of 5%, while those of 

SOC, Clay, Sand, Macro and BD tended to be normally distributed (Table 1). The 

CV values for data sets which followed the normal distribution ranged from 9% 

(organic carbon) to 46% (macroporosity) along the transect (Table 1). 

Macroporosity data distribution exhibited high variability (CV > 35%) while SOC, 

sand and BD showed low variability (CV ≤ 15%) along the transect, according to 

the CV classification of Wilding and Drees (1983). Clay content showed moderate 

variability along the transect (15% < CV ≤ 35%). 

 

Table 1 - Classical statistics applied to all soil and topographical attributes along 

the 15 km-Fragata River Watershed spatial transect 

Variables Mean SD Min Max  K-S (p-value) CV (%)  

Ksat (mm.h-

1) 
39.93 44.74 0.27 196.38 

 
1.8E-03 NN -  

Elev (m) 98 71.779 20 261  6.5E-03 NN -  

Slope (%) 11 10.958 3 45  2.2E-16 NN -  

Aspect -0.961 0.067 
-

1.000 
-0.588 

 
2.1E-07 NN -  

SOC (%) 2.21 0.204 1.89 3.02  3.4E-01N 9  

Clay (%) 17 5.401 10 39  1.3E-01 N 32  

Sand (%) 65 9.225 22 84  1.6E-02 N 14  

Macro (%) 13 5.926 2.5 33.4  9.1E-01 N 46  

BD (g.cm-3) 1.47 0.14 1.02 1.74  9.7E-02 N 10  

SD: standard deviation; Min and Max: minimum and maximum values, 

respectively, of the data set; Ksat: saturated soil hydraulic conductivity; Elev: 

Elevation; Slope: soil slope; SOC: soil organic carbon content; Clay and Sand: 

clay and sand contents, respectively Macro: soil macroporosity; BD: soil bulk 

density; CV: coefficient of variation; K-S = p values of the Kolmogorov-Smirnov 

test; N and NN normal and non-normal distribution data considering p =0.05. 
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 The relationships among Ksat and the other variables at the measurement 

scale were investigated by calculating the Spearman’s correlation coefficient at a 

significance level of 5% (p-value = 5%) (Table 2). Elevation, slope, and 

macroporosity had a significant (p < 0.05) and positive correlation with Ksat. Soil 

BD had a significant and negative correlation with Ksat. 

 

Table 2 – Spearman’s correlation coefficient values between the soil saturated 

hydraulic conductivity and the other soil and topographic attributes evaluated 

along the 15 km-Fragata River Watershed spatial transect 

Attribute 
Spearman correlation 

coefficient 
p-value 

Ksat (mm h-1) 1.000 - 

Elev (m) 0.481* <0.001 

Slope (%) 0.455* 0.002 

Aspect -0.090 0.389 

SOC (%) 0.166 0.099 

Clay (%) 0.193 0.055 

Sand (%) 0.101 0.319 

Macro (%) 0.858* <0.001 

Bd (g cm-3) -0.389* <0.001 

* *significant Spearman correlation coefficient at p value = 5% of probability level. 

 

It can be noted on Fig.3 that, in general, native forest soils in this study 

area demonstrated Ksat values approximately 3.9 and 2.4 times greater than 

permanent cropping and cultivated pasture soils, respectively. In our study, no 
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statistical differences between mean values of Ksat were found under different 

land-use systems at a 5% of significance level (Fig. 3).  

 

 

Fig 3. Box-plot for saturated soil hydraulic conductivity values and land-use 

systems. 

 

Fig.4 shows the local Wavelet spectrum for Ksat and environmental 

factors. At scales of 300-450 m, Ksat showed significantly high variances at 

locations that are 8.5-10.0 km and 14 km from the initial point of the transect at 

the outlet (Fig. 4a). These variations correspond to the small-scale random 

variations as shown in Fig. 2a. High variances of Ksat can be found at scales of 

450-750 m and 600-950 m at locations that are 13.5-14.5 km and 9.0–10.5 km, 

respectively, from the beginning of the transect. The strong variance exhibited at 

these scales indicated the large point-to-point fluctuation of Ksat from the middle 

to the end of the transect (Fig. 2a). High variances of Ksat were exhibited at 
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scales of 2,400-4,800 m (Fig. 4a). Wavelet analysis has been used to analyze 

soil hydro-physical variables with cyclic patterns, their scale and their amplitude 

(Si 2008; Biswas 2018). However, in reality, the cyclic patterns may not easily be 

detected because high-frequency (small-scale) processes is usually 

superimposed on low-frequency (large-scale) processes. In addition, variables 

are usually transient (e.g., Ksat) consisting of a variety of frequency regimes that 

may be localized in space. Because of these two reasons, the variables in fields 

may not present obvious cyclic characteristic like our case although some 

influencing factors such as elevation showed more obvious cyclic pattern (Fig. 

2b). Therefore, one of the advantages of the Wavelet is that it can detect the 

scale-specific and localized features of variables of interest.  

The elevation local Wavelet spectrum indicates that high and significant 

variances of elevation are depicted at scales of 400-2,500 m, at locations that are 

10.5 km from the beginning of the transect to its end (Fig. 4b). High variances of 

slope are exhibited at scales of 300-750 m at locations that are from the beginning 

to the middle of the transect (Fig. 4c). Fig. 4d shows that high variances of aspect 

are exhibited at scales of 300-1,400 m at locations that are 10.5-14.0 km from 

the initial point of the transect at the outlet. At small scales (300-450 m), high 

variances of SOC are found at locations that are 7.0-9.0 km and around 13.0 km 

from the beginning of the transect (Fig. 4e). At large scales (3,200-3,600 m) at 

locations that are 7.0-10.5 km from the beginning of the transect, high variances 

of SOC were found. Fig. 4f shows that high variances of clay are exhibited at 

small scales (300-450 m) at locations that are around 6.0 km and 12.0 km from 

the beginning of the transect. At scales of 600-1,200 m strong and significant 

variances of clay are exhibited at locations that are 12-13.5 km from the start of 
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the transect. It can be noted that local Wavelet spectrum of Ksat (Fig. 4a) and 

clay (Fig. 4f) presented similar patterns at scales of 300-600 at locations around 

13.0 km from the beginning of the transect. At small scales (300-450 m) at 

locations from the middle to the end of the transect, the sand Wavelet spectrum 

(Fig. 4g) exhibited similar behavior compared with those of Ksat, SOC, and clay. 

High variances of sand content are observed at scales of 900-1,300 m at 

locations that are 6.0-7.5 km and 12.0-13.5 km from the origin of the transect. At 

small scales (300-450 m), high variances of macroporosity are exhibited at 

locations that are 7.0-9.0 km and around 14.0 km from the beginning of the 

transect (Fig. 4h). Common variance behavior can be observed among the local 

Wavelet spectrum of Ksat (Fig. 4a), SOC (Fig. 4e), clay (Fig. 4f) and 

macroporosity (Fig. 4h) at scales of 300-450 m at locations from the middle to the 

end of the 15 km-spatial transect. At small scales (300-450 m) at locations that 

are around 9.0 km and 13.5 km from the start of the transect, high and significant 

variances are depicted for Wavelet spectrum of BD (Fig. 4i). The land-use 

Wavelet spectrum (Fig.4) shows similar behavior of that of Ksat (Fig. 4a) at small 

scales at locations from the middle to the end of the transect.   
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Fig 4. Local Wavelet spectrum of all studied variables: (a) Saturated soil hydraulic 

conductivity (Ksat) and (b) Elevation. Thick solid lines indicate the 5% significance 

level against the background red noise and thin solid lines indicate the cone of 

influence (COI) where edge effects might distort the Picture.  
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Fig 4. Local Wavelet spectrum of all studied variables (c) Soil slope and (d) 

Aspect. Thick solid lines indicate the 5% significance level against the 

background red noise and thin solid lines indicate the cone of influence (COI) 

where edge effects might distort the Picture.  
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Fig 4. Local Wavelet spectrum of all studied variables: (e) Soil organic carbon 

content and (f) Clay content Thick solid lines indicate the 5% significance level 

against the background red noise and thin solid lines indicate the cone of 

influence (COI) where edge effects might distort the Picture. 
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Fig 4. Local Wavelet spectrum of all studied variables: (g) Sand content and (h) 

Macroporosity. Thick solid lines indicate the 5% significance level against the 

background red noise and thin solid lines indicate the cone of influence (COI) 

where edge effects might distort the Picture. 
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Fig 4. Local Wavelet spectrum of all studied variables: (i) Soil bulk density and (j) 

Land-use system. Thick solid lines indicate the 5% significance level against the 

background red noise and thin solid lines indicate the cone of influence (COI) 

where edge effects might distort the Picture. 
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The Wavelet coherency between Ksat and all studied variables is shown 

in Fig. 5. It can be seen that there is a high and significant coherency between 

Ksat and elevation (Fig. 5a), and SOC (Fig. 5d), and clay (Fig. 5e), and sand (Fig. 

5f) at large scales (2,400-4,800 m) at locations that are 4.0 km-12.0 km from the 

origin of the transect, indicating that their covariance is significantly different from 

that of red noise at these scales. 

High coherences were exhibited between Ksat and Soil slope at scales of 

300-1,500 m at locations that are 9.0-13.5 km from the initial point of the transect 

(Fig. 5b). At large scales (2,400-4,800 m) through the whole transect, a positive 

and significantly correlation between Ksat and aspect can be seen in Fig. 5c, 

while a positive and significant correlation is found between them at small scales 

at distances that are 0.6-1.2 km and 2.85-3.75 km from the beginning of the 

transect. At all scales through the whole sampling transect, high and significant 

coherency can be found between Ksat and macroporosity (Fig. 5g).  

The Wavelet coherence spectrum between Ksat and soil BD exhibited high 

and significant covariance at scales of 300-1,900 m and a predominantly negative 

correlation between them through the whole transect (Fig. 5h). The coherency 

between Ksat and the land-use system (Fig. 5i), shows that there are two patches 

of high variations: at the scale of 420-1,000 m, there are high and significant 

covariances at locations that are 10.5-14.0 km from the beginning of the transect, 

while at the scale of 1,600-2,500 m, there are high and significant covariances at 

locations that are 4.5-9.0 km from the beginning of the transect.  

The result of the Wavelet coherency between Ksat and macroporosity (Fig. 

5g) is in agreement with what we found from that one with the Spearman´s rank 

correlation (Table 2). It is worth to emphasize that in the calculus of the 
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Spearman´s rank correlation the coordinates of the data in the field are 

disregarded. The Spearman correlation can only identify an overall correlation 

which does not necessarily mean that this correlation is occurring at all locations 

within the spatial series along the 15 km-spatial transect. On the other hand, Fig. 

5g shows that Ksat and macroporosity are correlated at different scale and 

location domains along the transect. It is also important to highlight that significant 

correlation between two variables at the sampling scale which are usually 

identified by correlation analyses does not necessary mean significant correlation 

at all scales and locations. This is the case for Ksat and elevation which were 

significantly correlated at scales >2400 m only (Fig. 5a), although the Spearman’s 

correlation coefficient is significant at the sampling scale (Table 2). Therefore, the 

Wavelet coherence analyses confirmed the dominant role of macroporosity on 

Ksat at all scales and locations. 
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Fig 5. Wavelet coherency among Ksat and other soil, topographic and land-use 

variables: (a) Ksat and Elevation and (b) Ksat and Soil slope. Arrows pointing to 

the right mean that both spatial series are in phase (positive correlation), while 

arrows pointing to the left, mean a negative correlation between both series. 
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Fig 5. Wavelet coherency among Ksat and other soil, topographic and land-use 

variables: (c) Ksat and Aspect and (d) Ksat and soil organic content. Arrows 

pointing to the right mean that both spatial series are in phase (positive 

correlation), while arrows pointing to the left, mean a negative correlation 

between both series. 
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Fig 5. Wavelet coherency among Ksat and other soil, topographic and land-use 

variables: (e) Ksat and Clay and (f) Ksat and Sand. Arrows pointing to the right 

mean that both spatial series are in phase (positive correlation), while arrows 

pointing to the left, mean a negative correlation between both series. 
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Fig 5. Wavelet coherency among Ksat and other soil, topographic and land-use 

variables: (g) Ksat and macroporosity and (h) Ksat and soil bulk density. Arrows 

pointing to the right mean that both spatial series are in phase (positive 

correlation), while arrows pointing to the left, mean a negative correlation 

between both series. 
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Fig 5. Wavelet coherency among Ksat and other soil, topographic and land-use 

variables: (i) Ksat and land-use system. Arrows pointing to the right mean that 

both spatial series are in phase (positive correlation), while arrows pointing to the 

left, mean a negative correlation between both series. 

 

With the objective of identifying whether more variations of Ksat in scale-

location domain can be explained by including more factors, multiple Wavelet 

coherences were calculated using all combinations of Ksat and environmental 

factors. Because mean Wavelet coherence usually increases with more 

independent variables being included, percent area of significance coherence 

was used to assess whether explanation of Ksat variation can be benefited from 

increasing independent variables (Hu and Si 2016). We found that a combination 

of macroporosity and land use system was the best for explaining the Ksat 

variations among all two-factor cases and the percent area of significance area 

increased to 53.9%. (Fig. 6a). An addition of sand factor, which was the best 
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among all three-factor cases, further increased the percent area of significance 

coherence to 56% (Fig. 6b). Mean Wavelet coherence continued to increase as 

expected by adding more factors, but the percent area of significance coherence 

decreased (data not shown).  

 

 

Fig. 6. Multiple Wavelet coherency among Ksat, macroporosity, and land-use 

system (a). 
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Fig. 6. Multiple Wavelet coherency among Ksat, macroporosity, sand, and land-

use system (b). 

 

4 Discussion 

The mean Ksat value shows that FRW-PC’s soils (Table 1) have low 

infiltration when completely wet, implying a potential to generate above average 

direct surface runoff according to the proposed classification by Pruski et al. 

(1997) for Brazilian soils. Ksat plays a key role for the comprehension and 

quantification of several hydrological processes (for instance, surface and 

subsurface runoff and base flow) at the watershed scale (Wang et al. 2013; Hu 

et al. 2015; Caldeira et al. 2019). At the watershed scale, there is a need to 

identify the spatial variability patterns of soil hydro-physical properties (Fig. 4), 

especially those ones related to the soil structure (Vogel 2019) which directly 



159 

 

affects Ksat. Therefore, the development of Pedotransfer functions (PTFs) for 

estimating the spatial variation of Ksat over watersheds, using soil properties 

more easily determined in the field or laboratory, are expected to strongly 

contribute for the better use of hydrological models and the understanding of their 

outputs.  

Studies have also shown that different land-use systems have an added 

effect on soil hydraulic properties and thereby on their spatial distribution 

(Zimmermann et al. 2006; Taskinen et al. 2008; Bonell et al. 2010; Price et al. 

2010; Salemi et al. 2013; Lizaga et al. 2019). Cultivated soils under native 

vegetation (e.g., native forest) generally present lower BD and higher Ksat and 

macroporosity when compared with soils altered by agriculture (e.g., cultivated 

pasture) (Fig. 3), potentially owing to a substantial presence of organic litter 

cover, root growth and decay and ground dwelling animals (Lee and Foster 1991; 

Viola et al. 2013). Price et al. (2010) argued that the differences observed in the 

Ksat, soil BD, total porosity, and volumetric moisture content at field capacity 

between forest and non-forest soils can be understood as having resulted from a 

mixture of land management and differences in macropore-forming biotic 

activities. Compared to native forests, Bonell et al. (2010) suggested that 

monoculture plantations can greatly affect soil ecology, since agricultural 

activities can reduce soil fauna and indirectly reduce macroporosity and Ksat over 

time. In a study of Wang et al. (2013) through the entire Loess Plateau in China, 

soil particle composition and bulk density (small-scale factors) and land-use type 

(large-scale factors) significantly contributed to the variation of topsoil Ksat 

values. Picciafuoco et al. (2019), in a small Austrian catchment, mentioned that 
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a wider variation of Ksat may be caused by the characteristics of each land-use 

system, rather than by a direct dependency of Ksat on soil textural composition. 

At the measurement scale, the high variation of topographic features most 

likely would result in substantial variations in the microclimate, vegetation types, 

biotic and abiotic processes and soil development. As a result, the large ranges 

in the soil (soil organic carbon, clay and sand contents, macroporosity, and BD) 

and topographic (elevation, aspect, and slope) attributes could potentially be 

considered to be explanatory variables of the spatial behavior of Ksat along the 

transect. Strong relationships have been previously reported among Ksat and 

topographic features and soil attributes in other studies (Hu et al. 2012; Salemi 

et al. 2013; She et al. 2017; Zimmerman et al. 2013; Wang et al. 2013).  

Soil BD had a significant and negative correlation with Ksat. The soil BD 

mainly affects the soil macro-structure which in turn has an impact on the 

formation of macropores, directly affecting Ksat. Aspect, soil organic carbon, clay, 

and sand variables were poorly correlated with Ksat and the relationships were 

not significant (p > 0.05). The effects of the mechanical soil structure are relevant 

to both its macro-structure and to the matrix of the soil. Increasing sand therefore 

would positively affect the macropore system, and conversely would negatively 

affect the micropore system, albeit to a lower degree. Organic carbon in soils 

have a similar effect to that of clay (Saxton and Rawls 2006). Textures with a high 

clay levels could therefore disguise the influence of increased organic carbon, 

which decreases the soil water retention capabilities at high water tensions.  

It should be noted that all distances and scales with significant coherency 

are predominantly in phase, suggesting a positive correlation between Ksat and 

macroporosity (Fig. 5g), which was already visually depicted from Figs. 2a and 
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2h. By comparing all the Wavelet coherency (Fig. 5), the soil macroporosity was 

the best single factor to explain the spatial variation of Ksat in multiple spatial and 

scale domain due to the fact that it produced the greatest mean Wavelet 

coherence (0.68) and percent area of significance coherence (53.3%). Our 

results are in agreement with those of Zhang et al. (2019), who found that soil 

macroporosity was the crucial component that greatly improved the performance 

of their PTF as compared to those examined existing PTFs that did not account 

for macroporosity. 

Including sand, macroporosity and land-use, we can slightly improve the 

explanation of Ksat (Fig. 6b). This can be explained that the area with significant 

coherence between Ksat at large scales at the latter part of the transect and that 

between sand and land-use at the moderate scales in the middle part of the 

transect can be a very good complement (no overlap) to that between Ksat and 

macroporosity (Fig. 5g). However, this slight improvement may not be applicably 

valuable. The reasoning may be related to fact that the two complementary areas 

did not correspond to a significant (although large in some areas) variation of 

Ksat as shown in Fig. 4a. This also implies that multiple Wavelet coherence may 

not necessarily be beneficial to explaining variation of a variable as found by Hu 

et al. (2017).  

 

Conclusions 

In the Fragata River Watershed in Southern Brazil, saturated soil hydraulic 

conductivity and other soil (soil organic carbon, clay and sand contents, soil 

macroporosity, and soil bulk density) and topographic (elevation and soil slope) 

attributes and land-use systems were measured along a 15-km spatial transect. 
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The multiple Wavelet coherence (MWC) analysis identified different spatial 

relationship patterns along the transect, showing the importance of various 

combinations of Ksat and soil and topographic attributes and land-use systems 

as well. The bivariate Wavelet coherency and multiple Wavelet coherence 

analyses showed that the variations of soil macroporosity itself was enough to 

explain the variations in Ksat in multiple scale and location domains in the Fragata 

River Watershed. This implies that soil macroporosity could be used as a proxy 

for assessing runoff potential at different land-use systems with different scales 

in the Fragata River Watershed in Southern Brazil. 
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7. Conclusões 

Os resultados do presente trabalho permitem aceitar as hipóteses 

levantadas inicialmente. Deste modo, pode-se concluir que: 

- a abordagem em espaço de estados se mostrou uma ferramenta eficaz 

para melhor descrever as relações espaciais entre a condutividade hidráulica do 

solo saturado e as covariáveis selecionadas na escala da bacia hidrográfica, 

quando comparadas aos modelos de regressão linear múltipla equivalentes. 

- os modelos de espaço de estados evidenciaram a importância da 

macroporosidade na variabilidade da condutividade hidráulica do solo saturado, 

entretanto, ela não é um atributo facilmente disponível nos bancos de dados do 

solo. Portanto, este estudo sugere que o tipo de uso do solo possa ser 

potencialmente usado como uma das variáveis representativas da estrutura do 

solo no intuito de explicar as variações espaciais de Ksat na escala da bacia 

hidrográfica, uma vez que atualmente é uma variável de fácil mensuração a partir 

de imagens de satélite. 

- as transformadas de Wavelets (Wavelet spectrum, Wavelet coherence e 

multiple Wavelet coherence) mostraram-se ferramentas promissoras no intuito 

de caracterizar e quantificar as correlações multiespaciais entre a condutividade 

hidráulica do solo saturado e os atributos físico-hídricos do solo e topográficos e 

o tipo de uso do solo ao longo da transeção espacial de 15 km construída na 

Bacia do Arroio Fragata. 

- a multiple Wavelet coherence identificou diferentes padrões de relações 

espaciais entre a condutividade hidráulica do solo saturado e os atributos do solo 

e topográficos e tipos de uso do solo ao longo da transeção espacial de 15 km 

na bacia do Arroio Fragata. Também destacou a importância das variações da 

macroporosidade do solo para explicar as variações espaciais de Ksat no 

domínio de múltiplas escalas e frequências.  
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