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RESUMO

VISINTIN, Lidiane. Implicacdes Fuzzy Intuicionistas Intervalares Obtidas por
Funcdes Duais e Agregadores Intervalares.. 2013. 81 f. Dissertacdo (Mestrado) —
Programa de Pés-Graduacdo em Computacdo. Universidade Federal de Pelotas, Pelotas.

Este trabalho consiste num estudo tedrico, no sentido estrito da légica fuzzy,
fundamentado em conceitos de ambas abordagens, da légica fuzzy intuicionista e da
|6gica intervalar. A légica fuzzy intuicionista intervalar além de lidar com a indecisdo
natural inerente as variaveis linguisticas envolvidas desde a modelagem de sistemas
computacionais, também colabora com duas outras importantes interpretacées. Primei-
ramente, a interpretacao obtida quando intervalos podem ser considerados como tipos
particulares de conjuntos fuzzy, modelando a imprecisao de uma variavel dependente do
contexto computacional, dos calculos e erros numéricos e referente as informacdes de
varios especialistas quanto ao seu grau de pertinéncia. E, a interpretacdo da indecisao
quanto a relacdo de pertinéncia, quando o grau de pertinéncia ndo se restringe apenas
ao complemento do correspondente grau de ndo pertinéncia da varidvel modelada.
Consolida-se esta interpretacdo com o uso de operadores de agregacdo e dualidade,
contemplando uma modelagem mais flexivel para a verdade associada a cada variavel.
Assim, esta analise da veracidade pode ser inferida tanto pelo seu grau intervalar de
pertinéncia quanto pela negacao do seu grau intervalar de ndo-pertinéncia. A extensdo
intervalar dos conectivos da légica fuzzy intuicionista em estudo neste trabalho esta
focada nas implicacdes fuzzy intuicionistas intervalares e suas estruturas duais, as
coimplicacdes fuzzy intuicionistas intervalares. Em especial, o trabalho considera
as construcdes conjugadas destes conectivos, obtidas por acdo de automorfismos
intuicionistas intervalares, e apresenta uma interpretacdo para as condicionais baseadas
em (co)implicagdes fuzzy intuicionistas intervalares. A principal contribui refere-se
a introducdo da classe de implicacdes fuzzy intuicionistas intervalares gerados por
um conjunto finito de agregadores intervalares idempotentes e um par de funcoes
intervalares duais, no caso uma implicacdo fuzzy intervalar e sua correspondente
coimplicacdo fuzzy intervalar. Um estudo das propriedades algébricas das implicacdes
fuzzy extensiveis para a abordagem intuicionista intervalar é desenvolvido, incluindo
uma analise de propriedades inerentes da abordagem intuicionista, como o indice fuzzy
intuicionista intervalar.

Palavras-chave: Logica Fuzzy Intuicionista Intervalar, Automorfismos Intuicionistas
Intervalares, Funcdes de Agregacdo Intervalares, (Co)lmplicagcdes Fuzzy intuicionistas
intervalares.



ABSTRACT

VISINTIN, Lidiane. Interval-Valued Intuitionistic Fuzzy Implication obtined
for Dual Functions and Interval-Values Aggregator. 2013. 81 f. Dissertacdo
(Mestrado) — Programa de Pés-Graduacdo em Computacdo. Universidade Federal de
Pelotas, Pelotas.

This work is a theoretical study, in the strict sense of fuzzy logic, based on the
concepts of the following approaches: intuitionistic fuzzy logic and interval fuzzy logic.
The interval intuitionistic fuzzy logic not only deals with the indecision inherent in
natural language variables modeling computer systems, but also collaborates with
two other important interpretations. Firstly, the interpretation which is achieved
when intervals may be considered as particular types of fuzzy sets, modeling the
imprecision of a variable depending on the computational context by calculations and
numerical errors, and by regarding information related to various experts concerned to
its membership degree. Secondly, the indecision about the relationship of membership
functions, when the membership degree is not restricted to the complement of the
corresponding nonmembership degree of such modeled variable. It reinforces these
interpretations by using the duality principle and aggregation operators, providing a
more flexible modeling for the truth associated with each variable. Thus, a more realistic
analysis of the veracity of this variable can be inferred as much as from its interval
membership degree and from the complement related to its interval nonmembership
degree. The interval extension of intuitionistic fuzzy connectives analysed in this work
is focussed on interval intuitionistic fuzzy implications and their dual structures, the
interval intuitionistic fuzzy coimplications. In particular, this work considers conjugate
functions related to these connectives, obtained by the action of interval intuitionistic
automophisms in order to provide an interpretation to the conditional rules based on
interval intuitionistic fuzzy logic. The main contribution of this work is the introduction
of a special class: the interval intuitionistic fuzzy implications obtained by a finite
set of idempotent aggregation operators and a pair of mutual dual interval functions,
named as interval fuzzy implications and coimplications. Moreover, a study of algebraic
properties extended from fuzzy implications is developed, including an analysis of
inherent properties from intuitionistic approach such as the relationships of the interval
intuitionistic fuzzy index and the new classes mentioned above.

Keywords: Interval-Valued Intuitionistic Fuzzy Logic, Interval-Valued Intuitionistic Au-
tomorphims, Interval-Valued Aggregation functions, Interval-Valued Intuitionistic Fuzzy
(Co)lmplications.
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1 INTRODUCAO

Os conceitos de légica nebulosa, légica difusa, ou ainda légica fuzzy (FL) como
denominada no texto, sao estudados desde a década de 1960, porém a area ganhou im-
pulso maior a partir de 1980, com o surgimento dos computadores digitais e sua grande
capacidade de processamento. A partir dai, essa légica foi incorporada a programas
que permitem o comando automatico de determinados processos, maquinas ou equi-
pamentos. Ha inimeros trabalhos envolvendo aplicacdes praticas, utilizando conceitos
da FL (BEZDEK; DUBOIS; PRADE, 1999; DUBOIS; PRADE, 2000; KLIR; FOLGER,
1988).

As primeiras nocGes da logica fuzzy foram apontadas por um légico polonés Jan
Lukasiewicz (FONT; HAJEK, 2002) em 1920, introduzindo a l6gica dos conceitos “va-
gos” a partir dos conjuntos com graus de pertinéncia. Segundo (ALTROCK, 1996), a
primeira publicacdo sobre légica fuzzy data de 1965, quando recebeu esta denominacio.
Seu autor foi Lotfi Asker Zadeh (ZADEH, 1965), professor na Universidade da Califérnia,
Berkeley, USA, desenvolvendo os fundamentos da légica fuzzy ao combinar os conceitos
da légica classica e os conjuntos de Lukasiewicz, definindo as funcdes de pertinéncia
como extens3o das funcdes caracteristicas (ZADEH, 1965, 1975, 1994).

A principal diferenca entre a proposicdo definida pelos conjuntos classicos e a pro-
posicdo definida sobre conjuntos fuzzy introduzida por Zadeh (ZADEH, 1965), esta na
valoracdo do grau de pertinéncia, cujos valores sdo nlimeros reais entre 0 e 1. Na aborda-
gem classica, um elemento pertence ou nao a um determinado conjunto. A légica fuzzy
estende a légica convencional, a qual somente se aplicam situacoes em que se pode
decidir se o elemento estd ou se ndo estd no conjunto, sem possibilidade de descrever
situacdes intermediarias.

A légica fuzzy pode ser utilizada para realizar estimativas, tomada de decisoes, con-
trole de sistemas e processos evolutivos (FARMER, 1996; XU; YAGER, 2009; WU et al.,
2008). Um exemplo da utilizacdo da lbgica nebulosa é o sistema de transporte sub-
terraneo, o metrd da cidade de Sendai, Jap3o. Desde 1987, um controlador nebuloso
mantém os trens deste sistema em movimento, acelerando e freando as composicdes de
forma sutil, parando-as precisamente nas estacdes, sem desperdicar tempo e sem causar
desconforto aos passageiros.

Outros exemplos vao desde o controle de temperatura em um ar-condicionado, ajuste
automatico de contraste, brilho, nitidez e cor em televisdes, a transmissao automatica e
controle de freios ABS de veiculos (MCNEILL; THRO, 1994)

Um dispositivo que utilizasse a légica convencional para realizar estas tarefas teria
que receber a informacdo exata para que pudesse determinar um valor exato para a
abertura dos correspondentes instrumentos.

Dentro desta abordagem, a relevancia do estudo dos conectivos para a modelagem
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de sistemas fuzzy baseados na fundamentac3o tedrica da ldgica fuzzy, e suas extensdes,
busca a construcao de sistemas computacionais mais confidveis, robustos, extensiveis e
passiveis de uma verificacdo mais formal (JAULIN et al., 2001; LI; LI; XIE, 2011; CAl,
2001; LI et al., 2005; LI, 2008; JIN; LI; LI, 2007; REISER; BEDREGAL, 2012).

De especial interesse, as implicacoes fuzzy, suas construcoes duais e as correspon-
dentes conjugadas obtidas por automorfismos sao estudadas neste texto, contribuindo
com outros trabalhos pioneiros e relevantes da literatura desta area, veja (BACZYNSKI;
JAYARAM, 2008a; CORNELIS; ATANASSOV; KERRE, 2003; CORNELIS; DESCHRIJ-
VER; KERRE, 2002; LI, 2011; DESCHRIJVER; KERRE, 2005a).

Este estudo podera contribuir estendendo o estudo das diferentes formas de repre-
sentacdo: implicita, explicita, das implicacdes fuzzy para abordagem fuzzy intuicionista
e para a abordagem intervalar. Além desta, como descrito em (MAS; MONSERRAT;
TORRENS, 2005, 2008), outra contribuicdo podera ser alcancada para diferentes classes
de implicacdes: R-implicacdes, S-implicacdes, QL-Implicacdes, XOR-implicacdes (DES-
CHRIJVER; KERRE, 2005b; BEDREGAL et al., 2010). Também pode ser considerado
o estudo de correlages entre conjuntos fuzzy (BUSTINCE; BURILLO, 1995; GERSTA-
ENKORN; MARKO, 1991) incluindo anélise de robustez e sensibilidade dos conectivos
estudados e introduzidos neste trabalho pela integracdo das abordagens entre a légica
fuzzy intuicionista e a légica fuzzy intervalar.

1.1 Extensoes da Légica Fuzzy

Apesar de proverem uma abordagem consolidada para modelagem de incertezas de
sistemas reais, sistemas fuzzy tém capacidades limitadas quanto ao contexto. Por exem-
plo, uma situacdo em que se considera a aproximacdo de dados aleatérios, ou ainda,
cuja evolucdo estd mudando de forma n3o conhecida ao longo do tempo.

Numa forma de responder a tais criticas, ja em 1975 (ZADEH, 1975), o Prof. Zadeh
reconheceu esta dificuldade, introduzindo os conjuntos fuzzy de tipo-2 (ou de mais alta
ordem) como extensdo dos sistemas fuzzy de tipo-1, os quais fundamentam a FL.

Nesta nova e abrangente abordagem, um conjunto fuzzy do tipo-2 permite incorporar
a incerteza sobre a funcao de pertinéncia. Além disso, de forma mais significativa, esta
abordagem contribui com a generalizacdo da teoria dos conjuntos fuzzy, pois, se ndo
ha ocorréncia de incerteza, entdo um conjunto fuzzy do tipo-2 se reduz a um conjunto
fuzzy do tipo-1. Esta generalizacdo se reporta a teoria da probabilidade a qual se reduz
ao determinismo quando a aleatoriedade desaparece (DUBOIS; PRADE, 1991, 2005;
DESCHRIJVER; KERRE, 2005a,b; CORNELIS; ATANASSOV; KERRE, 2003).

Muitos estudos vem sendo desenvolvidos no sentido de estender a légica fuzzy para
a légica fuzzy intervalar (IvFL), concebida como uma restricio da légica fuzzy do
tipo-2, baseada na representacdo intervalar dos operadores légicos e na valoracdo das
proposicdes por intervalos.

Dentre as diversas extensoes da FL, Krassimir T. Atanassov introduz a teoria dos con-
juntos fuzzy intuicionista e os fundamentos da lgica fuzzy intuicionista (LIN; XIA, 2006;
DESCHRIJVER; KERRE, 2005b; CORNELIS; ATANASSOV; KERRE, 2003; CORNELIS;
DESCHRIJVER; KERRE, 2002). Esta teoria considera tanto a funcdo de pertinéncia,
como a funcido de n3o pertinéncia, ou seja, a cada elemento do conjunto X esta as-
sociado a um grau de pertinéncia e um grau de nao-pertinéncia. E, diferentemente da
teoria os conjuntos fuzzy, o complemento do grau de pertinéncia n3o é necessariamente
igual ao grau de n3o-pertinéncia, sendo assim possivel de medir a distancia entre o grau
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de pertinéncia e de ndo-pertinéncia. E tal diferenca modelando o grau de hesitac3do
que é também conhecida como indice fuzzy intuicionista. Ampliando-se assim a forma
de modelagem logica. A légica fuzzy intuicionista (IFL) prové fundamentacdo para
aplicacdes em diversas areas, como descrito em (LIN; XIA, 2006).

A investigacdo proposta neste trabalho de pesquisa estd nas intersecOes destas ex-
tensoOes da légica fuzzy, ressaltam-se os estudos em légica fuzzy intuicionista inter-
valar (IvIFL), baseada na teoria dos conjuntos fuzzy intuicionistas intervalares proposta
em (ATANASSOV; GARGOV, 1989).

Esta extens3o agrega a imprecisao tanto na funcdo de pertinéncia como na funcao de
nao pertinéncia. A logica fuzzy intuicionista intervalar preserva os principios da légica
fuzzy intuicionista, ampliando a forma de representacdo e agregando a imprecisdo da
l6gica fuzzy intervalar quanto a ambos os graus, de pertinéncia e de n3o pertinéncia.

O diagrama da Figura 1.1 descreve, graficamente, a modelagem das diferentes ex-
tensoes da FL a partir de um conjunto universo nao-vazio, sendo que estas extensdes
serdo consideradas neste trabalho;

(i) devido a necessidade de melhor compreensdo dos conceitos e fundamentos destas
abordagens légicas, e

(ii) e por serem estas extensdes utilizados para a interpretacdo das regras condicionais
baseadas na abordagem fuzzy intuicionista intervalar.

UNIVERSO

N

Conjunto Fogzy Conjunto Fuzzy Intuicionista

Conjunto Fuzzy Intervalar —— Conjunto Fuzzy Intuicionista Intervalar

Figura 1: Interconexdo entre extensoes da logica fuzzy

Este texto estd focado no estudo estrito da IVIFL, de forma a estender os concei-
tos da FL e a capacidade de deduzir conclusdes baseadas em informacdes incertas e
imprecisas (BARROS; BASSANEZI, 2006; CARLSSON; FULLER, 2002).

A relevancia do estudo dos conectivos para a modelagem de sistemas fuzzy, po-
dem ser verificada em outros trabalhos, veja (CORNELIS; ATANASSOV; KERRE, 2003;
CORNELIS; DESCHRIJVER; KERRE, 2002; LI, 2011; DESCHRIJVER; KERRE, 2005a).

Além disso, este trabalho estende o estudo das diferentes formas de representa-
cdo: implicita, explicita, das implicacdes fuzzy intuicionistas para a abordagem inter-
valar. Como descrito em (MAS; MONSERRAT; TORRENS, 2005, 2008), outra con-
tribuicdo podera ser alcancada para diferentes classes de implicacoes: R-implicacoes,
S-implicagdes, QL-Implicacdes, XOR-implicacdes (DESCHRIJVER; KERRE, 2005b; BE-
DREGAL et al., 2010).

Outra importante investigacdo pode ser alcancada com o estudo das correlacdes
e entropias entre conjuntos fuzzy (BUSTINCE; BURILLO, 1995; GERSTAENKORN;
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MARKO, 1991) obtidos pelas novas classes de implicacdes e coimplicagdes geradas por
pares de funcdes duais, implicacdes e coimplicacGes intervalares.

1.2 Aplicacoes da Légica Fuzzy Intuicionista Intervalar

A expressao da incerteza e imprecisdo tem sido amplamente discutida no decorrer
dos anos gerando diversas extensdes para a teoria introduzida por Zadeh. Introduzidos
em (ATANASSOV, 1986) os conjuntos fuzzy intuicionistas, sdo caracterizados pela apli-
cacdo da func3o de pertinéncia e de ndo-pertinéncia, para a modelagem da hesitacdo (de
especialistas e engenheiros do conhecimento), além da incerteza (de medidas e pretensdo
de instrumentos tecnolégicos).

No inicio dos estudos sobre conjuntos fuzzy intuicionistas intervalares, o foco das
pesquisas era o estudo de operacdes e propriedades basicas, veja (ATANASSOV, 1994)
definindo algumas operacoes e relacdes sobre IVIFS.

Vérias pesquisas vém colaborando com os estudos envolvendo a teoria dos conjuntos
fuzzy intuicionistas(IFSs) de Atanassov. Pode-se citar diversos trabalhos. Em (COR-
NELIS; ATANASSOV; KERRE, 2003), encontra-se uma comparacéo entre IFSs e Con-
juntos fuzzy intervalares IvFSs, envolvendo uma analise do indice fuzzy intuicionista.
Em (XU; YAGER, 2009), tem-se um detalhado estudo dos conectivos fuzzy intuicionis-
tas. S3o estudados neste caso t-normas, t-conormas e negacao fuzzy. Seguem os traba-
lhos de (BACZYNSKI, 2007; LIN; XIA, 2006; MAS; MONSERRAT; TORRENS, 2008;
BEDREGAL et al., 2010; BEDREGAL; REISER; DIMURO, 2009), entre outros, conside-
rando extensdes das implicacdes e conceituacdo de classes e representacdo. Em (ATA-
NASSOV, 2005; BACZYNSKI, 2003; DESCHRIJVER; CORNELIS; KERRE, 2004), faz-
se o uso de representacdo intervalar de t-normas, t-conormas e complemento fuzzy.

Do mesmo modo, estudos sobre os IvFSs sdo assunto de diversas publicacGes, dentre
elas, da-se énfase ao estudo das implicacdes fuzzy intervalares em (BEDREGAL et al.,
2007), considerando propriedades algébricas das implicacBes veja também (SHI et al.,
2008; RUIZ-AGUILERA; TORRENS, 2004, 2009; REISER et al., 2007; BEDREGAL;
REISER; DIMURO, 2009).

Em (TIZHOOSH, 2008), propde a interpretacdo do isomorfismo entre IFSs e IvFSs,
considerando diferentes semanticas.

Em (ATANASSOV; GARGOV, 1989), introduz-se os IvIFSs, como uma generalizag3o
dos IFSs, estendendo as funcbes de pertinéncia e de nao-pertinéncia para abordagem
intervalar. O trabalho descrito em (ZHANG et al., 2008), mostra uma adequacdo formal
para se representar a opinido de diferentes especialistas pela aplicacao de IvIFSs.

Em (BUSTINCE; BURILLO, 1995), os conceitos de correlacdo e de coeficientes entre
conjuntos fuzzy para a teoria dos IvIFSs sdo discutidos. Na sequéncia, em (HUNG; WU,
2002), os resultados foram obtidos com o desenvolvimento do método centroide para o
calculo de correlacdo de coeficientes dos IvIFSs.

Pesquisas sobre alguns conectivos e propriedades dos IvIFS, bem como o estudo de
operadores de agregac3o fuzzy intuicionistas intervalares, também tem recebido conside-
ravel atencdo. Salienta-se (LIU; ZHENG; XIONG, 2005; KREINOVICH; MUKAIDONO,
2000), os quais fazem uso do grau de hesitacdo (YE, 2009; WANG; LI; WANG, 2009).

Na légica fuzzy intuicionista também seguiram as pesquisas e estudos de aplicacdo
dos conectivos e das principais propriedades algébricas para modelagem de sistemas faceis
de validacdo e passiveis de extens3o, veja (BUSTINCE; BARRENECHEA; MOHEDANO,
2004).
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A teoria dos conjuntos fuzzy intuicionistas intervalares e as légicas corresponden-
tes, vém sendo amplamente discutidas e aplicadas a diversas areas tais como avaliacao
ambiental (ZENDEHDEL et al., 2009), selecdo de fornecedores (WU et al., 2008), diag-
nésticos médicos (TSCHAN et al., 2009), politicas piblicas (ZARGHAMI et al., 2008),
processamento de imagens (BUSTINCE et al., 2009), tomada de decisdo (WANG; LI;
ZHANG, 2012), entre outras (GEHRKE; WALKER; WALKER, 1996; CORNELIS; DES-
CHRIJVER; KERRE, 2004; DESCHRIJVER, 2007; LI; WANG; CHEN, 2010).

1.3 Objetivos

A proposta deste trabalho tem com objetivo o estudo e analise das implicacoes fuzzy
intuicionistas intervalares. Considerando principalmente a representacdo intervalar destes
conectivos, este trabalho estd focado no estudo das principais propriedades algébricas
das implicacoes fuzzy intuicionistas intervalares.

Os objetivos especificos s3o:

e Caracterizar o estado da arte da légica fuzzy intuicionista intervalar, e a relevancia
do estudo das implicacBes fuzzy intuicionistas intervalares;

e Revisar os principais conceitos da légica fuzzy, focando nas principais propriedades
algébricas das implicacoes fuzzy;

e Revisar os fundamentos da légica fuzzy intervalar, incluindo os conceitos e princi-
pais propriedades das implicacoes fuzzy intervalares;

e Revisar os fundamentos da légica fuzzy intuicionistas, incluindo os conceitos e
principais propriedades das implicacdes fuzzy intuicionistas;

e Realizar a analise da principais propriedades algébricas das implicacoes fuzzy in-
tuicionistas intervalares;

e Definir a extensdo das implicacdes fuzzy intuicionistas intervalares obtidas pela
aplicacao de funcoes de agregacdo intervalares e por pares de funcGes intervalares
duais.

e Definir automorfismos intuicionistas intervalares e analisar as relacoes entre as
abordagens FL, IVFL e IVIFL;

e Analisar propriedades das funcdes conjugadas associadas a classe de
(co)implicacBes fuzzy intuicionistas intervalares geradas por agregadores idem-
potentes e pares de funcdes duais.

1.4 Motivacao

Seres humanos sdo capazes de lidar com processos complexos baseados em conheci-
mentos incertos, ou imprecisos. Os sistemas fuzzy permitem modelar este conhecimento
em termos linguisticos considerando a fundamentacdo tedrica dos conjuntos fuzzy.

Esta estruturacao légico-formal dos sistemas fuzzy fornece a base para geraciao de
técnicas poderosas para a soluciao de processos incertos. As primeiras aplicacbes bem
sucedidas foram na area de controle e automacdo. Por estes motivos, sistemas com-
putacionais baseados em modelos l6gicos vem sendo alvo de pesquisas durante anos,
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devido a andlise minuciosa do problema e também pela facilidade de correcdo de erros
e de extensdo destes sistemas.

Com o uso de linguagens onde o desenvolvimento dos sistemas se aproximam do raci-
ocinio humano, contribui-se significativamente para o desenvolvimento de aplicacoes que
auxiliam as atividades humanas, fazendo com que haja mais sistemas computadorizados,
€ que 0S Mesmos sejam mais precisos e rapidos.

Atualmente, tem-se uma vasta aplicabilidade na area das engenharias, em raciocinio
aproximativo, processamento de imagens, reconhecimento de padrdes, sistemas operaci-
onais, sistemas de controle e tomada de decisdes, mineracao de dados, planejamento e
otimizacdo, como pode ser visto em (KLIR; FOLGER, 1987; COX, 1994; ATANASSOV
et al., 2003; HERRERA; MARTINEZ; SANCHEZ, 2005).

Encontra-se também aplicacdes envolvendo sistemas que fazem uso da FL integrada
as ferramentas computacionais, por exemplo, as redes neurais e a programacao evolu-
tiva (DENGFENG; CHUNTIAN, 2002; YE, 2011; MITCHELL, 2005; WANG; XIN, 2005).
Tais sistemas s3o caracterizados como sistemas hibridos, cuja capacidade de aprendizado
amplia ainda mais as areas de aplicacao de sistemas fuzzy e motivam o estudo de novas
extensoes da FL.

Novas e mais abrangentes aplicacdes vem incentivando a modelagem da incerteza na
definicdo da funcdo de pertinéncia. E, a extensdo mais imediata, n3o atribui apenas um
ndmero, mas um intervalo como grau de pertinéncia (DESCHRIJVER; KERRE, 2003).

A IvFL, em sua concepcdo, agrega a incerteza na funcdo de pertinéncia, fundamen-
tando o desenvolvimento de sistemas computacionais considerando ainda o tratamento
da incerteza nos dados como o controle automatico de erros e imprecisao nos calculos
numéricos (HICKEY; JU; EMDEM, 2001; TURKSEN, 1989).

A IFL, caracterizada pela modelagem da relacdo de pertinéncia e de n3o-pertinéncia,
que ndo s3o necessariamente complementares, vem incrementando sua aplicacdo em
sistemas especialistas (DE; BISWAS; ROY, 2001), que fazem uso de raciocinio aproxi-
mativo como no processamento de imagens, veja (BEZDEK; DUBOIS; PRADE, 1999;
XU, 2009; ZADEH, 1975).

Sendo assim, a principal motivacdo para o desenvolvimento deste trabalho é cola-
borar para a integracao destas abordagens légicas, visando desenvolvimento do estudo
estrito da légica fuzzy intuicionista intervalar. Com foco nas implicacdes fuzzy intuicio-
nistas intervalares e no estudo das principais propriedades destes conectivos, visto que as
propriedades sdo necessarias quando se montam um banco de regras, devido a possibili-
dade de diminuir o niimero de regras do mesmo, por exemplo, devido a satisfazer ou ndo
uma determinada propriedade. Neste sentido o estudo também contribui para a melhor
compreensdo de sistemas computacionais e a modelagem logico formal fundamentada
na IvIFL.

Considera-se também o estudo de automorfismos, pois os mesmos s3o utilizados na
geracao de novos conectivos, preservando as propriedades algébricas das classes destes
conectivos légicos.

1.5 Metodologia

A metodologia utilizada na realizacdo deste trabalho se resume no desenvolvimento
das tarefas descritas a seguir:

1. Revisao bibliografica e estudo das fundamentacoes da logica fuzzy intuicionista;
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1.1 Estudo dos principais conceitos de IFL e das propriedades inerentes as
(co)implicagdes fuzzy intuicionistas.

1.2 Revisdo bibliografica do indice fuzzy intuicionista e principais propriedades
relacionadas;

2. Revisdo bibliografica e estudo das propriedades algébricas das implicacdes fuzzy
intervalares;

2.1 Estudo das representacdes intervalares de conectivos fuzzy;

2.2 Estudo das representacdes canonica para definicao de implicacdes fuzzy in-
tuicionistas intervalares;

3. Andlise de propriedades das implicacdes fuzzy intuicionistas e das implicacdes fuzzy
intervalares:

4. Introduc3o da definicdo de (co)implicacdes fuzzy intuicionistas intervalares e ana-
lise da propriedades, com base nos estudos descritos anteriormente;

5. Estudo do indice fuzzy intuicionista intervalar, e das propriedades relacionadas a
este conceito.

6. Estudo dos automorfismos intuicionistas intervalares e da relacdo entre as classes
de automorfismos apresentadas nas abordagens légicas analisadas neste trabalho.

Salienta-se ainda que as atividades de revis3o bibliografica, analise e estudo compre-
endem: (i) estudo individual de vérias referéncias bibliograficas; (ii) discussdes no grupo
de pesquisa; (iii) redacdo de artigos para publica¢do e contribuicdo com a area.

1.6 Organizacao do Texto

A apresentacdo deste texto estd organizada em seis capitulos, brevemente resumidos
logo a seguir.

O Capitulo 1 é a corrente introducdo, onde estdo registrados a contextualizac3o,
os objetivos e a metodologia utilizada para o desenvolvimento do estudo descrito neste
texto.

O Capitulo 2 apresenta um estudo sobre a IFL, descrevendo os principais conceitos,
e dentre estes, ressaltam-se o estudo do indice intuicionistas e dos automorfismos intui-
cionistas. Considerando também as (co)implicacdes fuzzy intuicionistas como principais
conectivos estudados neste capitulo, uma analise introdutéria das principais proprieda-
des que estendem a légica classica e das propriedades inerentes a logica intuicionista é
desenvolvida, seguindo de alguns exemplos.

No Capitulo 3 é apresentada uma revisdo da IvFL, as funcdes de agregacdo e negacdo
fuzzy intervalar, implicacdo e coimplicacdo fuzzy intervalar. O capitulo finaliza com a
apresentacdo da extensao dos principais exemplos apresentados nos capitulos anteriores.

No Capitulo 4, encontra-se um estudo da IvlFL, sendo descrito os principais concei-
tos, focado no estudo das implicagbes fuzzy intuicionistas intervalares (llvFl), bem como
propriedades, demonstracdes de proposicdes e exemplificacdo. Os automorfismos intui-
cionistas intervalares, e o estudo da relacdo com as demais classes de automorfismos,
seguindo de alguns exemplos e a analise de algumas propriedades sao também descritos.
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O Capitulo 5 apresenta um estudo sobre a construcao dual das IvIFls, e algumas das
principais propriedades sdo verificadas.

No Capitulo 6 sdo destacadas as principais frentes exploradas no texto, as conclusdes,
bem como as possibilidades de continuidade do trabalho.



2 (CO)IMPLICACOES FUZZY INTUICIONISTAS

Os principais conceitos da IFL s3o aqui considerados, embasando o estudo das impli-
cacdes fuzzy intuicionistas. Tais conectivos sdo amplamente utilizados por sistemas es-
pecialistas baseados no raciocinio aproximativo, no processamento de imagens e tomada
de decisdo (BUSTINCE; BARRENECHEA; MOHEDANO, 2004; XU; WANG, 2012; DE;
BISWAS; ROY, 2001; WANG; LI; ZHANG, 2012).

Frequentemente, sistemas baseados na IFL fazem uso de implicacGes fuzzy intuici-
onistas na construcdo de regras de inferéncia fuzzy, as quais preservam as propriedades
das implicacoes fuzzy, estendendo sistemas baseados em FL e assim introduzindo flexi-
bilidade pelo uso de novas propriedades (ATANASSOV, 2003).

Neste contexto, conceitos relacionados aos conjuntos fuzzy intuicionistas, ao indice
fuzzy intuicionista, a relacdo de dualidade e a funcdo conjugada de funcdes complemento
sao primeiramente reportados. Na sequéncia, revisamos alguns conectivos da IFL, tais
como negacoes, t-normas e t-conormas. E entdo, focamos no estudo das implicacoes
fuzzy intuicionistas, nas principais propriedades algébricas e na extens3o intuicionista das
implicacoes fuzzy, incluindo exemplificacdo.

2.1 Conceitos da Légica Fuzzy Intuicionistas

A teoria dos conjuntos fuzzy intuicionistas (ATANASSOV; GARGOV, 1989), estende
a teoria dos conjuntos fuzzy, associando a cada elemento x em um conjunto universo
X, X # (), um grau de pertinéncia e um grau de n3o-pertinéncia, ambos definidos no
intervalo unitario pelas correspondentes expressdes (p4(z)) and (va(x)), e tais que a
seguinte restricao natural é satisfeita:

0 < uale) + va(e) < 1. (1)

Desta forma um conjunto fuzzy intuicionista A consiste num conjunto de pares
(a,v4), cujas componentes satisfazem a restricdo natural (ATANASSOV, 1986) dada
pela Eq. (1). Logo, tem-se que um conjunto fuzzy intuicionista A é descrito de
acordo com a expressao:

A ={(z, pa(z),va(z)) : v € X e pa(r) +va(z) < 1},
onde pia,v4 : X — U sao as funcdes de pertinéncia e de ndo-pertinéncia de um elemento
r e X em A
A desigualdade estabelecida na Eq. (1) generaliza os conjuntos fuzzy pois a relacdo
entre pertinéncia e ndo pertinéncia, ndo é necessariamente complementar. Ou ainda,
pode-se pensar em um conjunto fuzzy como um caso especial de um conjunto fuzzy
intuicionista cujo grau de ndo pertinéncia pode ser obtido através da seguinte igualdade:
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va(x) =1— pa(z).

Assim, na modelagem de um sistema de regras de inferéncia baseado em IFL, o grau
de n3o-pertinéncia (v4(z) associado a cada elemento = € X', nem sempre coincide com
o complemento do grau de pertinéncia ().

Logo a seguir, exemplifica-se o uso desta abordagem.

Exemplo 1. Em (CORNELIS; ATANASSOV; KERRE, 2003), esta descrito um proce-
dimento de votacdo onde as pessoas tém de expressar seu sentimento a uma série de
propostas. E Sbvio que, enquanto um pode ser a favor, outro vote em desfavor de uma
proposta e, da mesma maneira, podem ocorrer abstencées. Usando somente o grau
de pertinéncia, torna-se um trabalho arduo e de dificil compreensdo a separacdo entre
um defensor e um adversario da proposta. Para tal, parece natural aplicar uma mode-
lagem em conjuntos fuzzy intuicionistas. Nesta abordagem, flexibiliza-se a modelagem
associando-se a cada proposta, o niimero de defensores e de adversarios, permitindo
que o cardinal do complemento do conjunto de defensores ndo seja exatamente igual ao
cardinal do conjunto de adversos a proposta em votacao.

2.1.1 Relacdes de Ordem em U

Seja U = {# = (21, x3) € Ulzy + 25 < 1} 0 conjunto de todos os pares de graus de
pertinéncia e nao-pertinéncia, respectivamente.

As seguintes relacdes de ordem em U s3o consideradas neste trabalho, veja mais
detalhes em (BUSTINCE; BURILLO; SORIA, 2003):

(xlaxQ
(I1,$2
Se 0= (0,1) e 1=(1,0) € U, tem-se 0 <;; & <z 1, para todo & = (z1, 1) € U.

) <g (y1,92) se, e somente se, x1 < Yy € Ty > Yo.
) =g (y1,92) se, e somente se, x1 < y; e xg < yo.

2.1.2 Funcdes de Projecio de U em U

As funcoes l;, 7y : U — U, denotam as respectivas projecoes a esquerda e a direita,
as quais estdo definidas, para todo T = (z1,x2) € U, pelas expressdes:

I6(Z) =lg(x1,x0) =21, e 15(2) =rg(r, x2) = 2o (4)

Considera-se D = {Z : I5(&) + rg(&) = 1} como o conjunto de todos os elementos
diagonais em U.

Na sequéncia, apresenta-se algumas das principais funcdes da IFL, suas propriedades
algébricas, exemplos e demais conceitos relacionados.

2.1.3 indice Fuzzy Intuicionista

O indice fuzzy intuicionista de um elemento de x em X" referente a um conjunto
fuzzy intuicionista A, indicado pela expressdo m(x) é também denominado de grau
de hesitacdo ou ainda, grau de indeterminacado de x em A. De acordo com (XU;
YAGER, 2009; ATANASSOQV, 1999), para todo = € X, o indice fuzzy intuicionista de x
referente a A esta definido pela expressao:

ma(®) = 1= pa(e) — va(z). (5)

Se ma(x) =0, A é um conjunto fuzzy (SZMIDT; KACPRZYK, 2004).
Propriedades inerentes as implicacGes fuzzy intuicionistas frequentemente fazem uso
do grau de hesitacao, de acordo com a expressao acima.



2.1.4 Negacao Fuzzy Intuicionista

De acordo com (CORNELIS; DESCHRIJVER; KERRE, 2004), a funcio N : U — U
é uma negacao fuzzy intuicionista se satisfaz as seguintes condicdes:
N1 : N@0)=1eN(I) =0;
N2 : Se 7 > ¢ entdo N (%) <p N(§), para todo #,§ € U.

Negacdes fuzzy intuicionistas fortes sdo negacdes fuzzy intuicionistas que satisfazem
a propriedade involutiva (BUSTINCE; BURILLO; SORIA, 2003):
N3 : N(N(&)) = &, para todo & € U.

De acordo com ~(BA~CZYN~SKI, 2003; DESCHRIJVER; KERRE, 2005c), a negacdo
fuzzy intuicionista N : U — U é forte se, e somente se, para todo & = (x1,x9) € U,
existe uma negacdo fuzzy forte N : U — U e Ng = 1 — z(em anexo), tal que:

N(7) = (N(Ns(2)), (Ns(N(x1)))- (6)
Exemplo 1. A extensdo intuicionista da negacdo padrdo Ng (ZADEH, 1965) é um

exemplo de uma negacdo fuzzy intuicionista forte. Aplicando a definicdo da negacdo
padrdo Ng na Eq.( 6), resulta na express3o:

Ns(z) = (Ns(Ns(22)), (Ns(Ns(21)))) = (22, 21).

Seja N uma negac3o fuzzy intuicionista. Pelas projecdes definidas em Egs. (4a)
e (4b), as fungdes N;_, N, : U — U sdo negaces fuzzy, respectivamente definidas
pelas expressoes:

Nlﬁ(x) = lU(N(x,l —)); NTU(x) =1 —T‘U(N(I,l —z)). (7)
2.1.5 Relacao de Dualidade entre Funcoées Fuzzy Intuicionistas

Seja N uma negac¢do fuzzy intuicionista em U. A funcio intuicionista N-dual de
uma funcio f : U™ — U é dada pela express3o:

n(@r, .. 8n) = N(F(N(Z1),..., N(En))). (8)

Se N é forte, (fN)N = f, ouseja, f e fN s3o funcdes mutuamente duais em U™.

2.1.6 Automorfismos Intuicionistas

O estudo de automorfismos, se torna necessario, pois eles sdo utilizados na geracdo
de novos conectivos, preservando as propriedades algébricas das classes destes conectivos
l6gicos. Assim, a seguir sdo destacados alguns conceitos basicos deste estudo.

Definicao 1. A funcio o : U — U é um automorfismo intuicionista em U se é
bijetiva e, para todo T, 7y, tem-se que & <y 7 se, e somente se, ®(z) <75 P(7).

Assim como Aut(U) denota o conjunto de todos os automorfismos em U, Aut(U)
indica o conjunto de todos os automorfismos intuicionistas em U.

A acio de ® € Aut(U) em uma funcdo f; : U™ — U é uma funcdo f : U — U,
denominada conjugada intuicionista de f;, definida para todo 7, ..., %, € U pela
expressao:

(@ 3) = 7 (fr(@(31), - .., D(T0)))- (9)

Seja ® um automorfismo em U. Pela Prop05|cao 20 em (COSTA; BEDREGAL;

0S
NETO, 2011), ® preserva os elementos diagonais em U: ®[D] = D.
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2.1.6.1 Relacdo entre Aut(U) e Aut(U)

A seguir, reportam-se as principais proposicoes estabelecendo a relacao entre classes
de automorfismos que atuam sobre funcdes em U e U, considerando as funcdes de
projecao de U em U.

Proposicao 1. (COSTA; BEDREGAL; NETO, 2011, Teorema 17) Seja ¢ - U — U
um automorfismo em U. Entdo, para todp T € U, ¢-automorfismo intuicionista
representavel em U é uma funcdo L¢. : U — U dada pela expressao:

Lpa(Z) = (¢(lg()),1 — (1 —rg(2))); (10)
Proposicao 2. (COSTA; BEDREGAL; NETO, 2011, Observagdo 2) Para todo ¢ €

Aut(U), x € U, o operador v 4 : Aut(U) — Aut(U), definido pela Eq. (10), é uma
bijecdo que preserva a relacdo de ordem <z em U.

Na construcdo inversa, a proxima proposicdo mostra como automorfismos em U

podem ser obtidos a partir da composicdo de automorfismos intuicionistas em Aut(U)
e funcbes de projecdo de U em U.

Proposicdo 3. (COSTA; BEDREGAL; NETO, 2011, Proposicdo 21) Seja ® € Aut(U)
e, para todox € U, @y, P, : U — U sdo funcbes dadas por

® (z) = lg(P(r,1 —2)), e & (v)=1—r5(P(z,1—2), (11)

U

Entio, tem-se que ®;, P, sdo ambos automorfismos em U tais que <I>rl.] = CI>lU.

A seguir, as composicdes L 1 o 7 e I o L 1 sdo fungdes que preservam os automor-
fismosem U e U.

Proposicdo 4. (COSTA; BEDREGAL; NETO, 2011, Teorema 18, Corolario 19) Sejam
Loa U - U e OJNNR U — U automorfismos intuicionistas representaveis a partir
de ¢, ®;, : U — U, respectivamente. Considerando a funcdo de projecdo a esquerda
lg - U — U, para ambas composicées L P, 1 : U—Ue '—¢—'zﬁ :U — U, tem-se, as
correspondentes igualdades:

L(I)lU_I =& and '—¢-‘l[~] = gb (12)

Construcdes analogas podem ser obtidas ao considerar a projecdo v : U — U.

Dado um automorfismo ¢ e uma negacao fuzzy N, a conjugada de N:

N?(z) = ¢~ (N((2))), (13)

e tal que N? € Aut(U). De forma analoga, seja N uma negac3o fuzzy intuicionista e ®
um automorfismo intuicionista. De acordo com o Teorema 29 em (BEDREGAL, 2010),
a funcdo N'®, conjugada intuicionista de N, é uma negac3o fuzzy intuicionista, e para
todo z € U, tem-se que:

N*(@) = 7 (N(®(2))). (14)

Assim, denotando-se por C(N) e C(N) as classes de negacbes fuzzy e negacdes
fuzzy intuicionistas, respectivamente, tem-se que os principais resultados estudados nesta
sessao estao resumidos no diagrama comutativo da Figura 2.
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CR) x Aut(lr) —£4-14) C(N)
Eqs.(7a)(7b)(6) | | Fq.(10) Eqs.(7a)(7b)(6)
eV x Aut(U) 243D ey

Figura 2: Relaces entre C(N) and C(N) nas familias Aut(U) and Aut(U).

2.2 Funcoes de Agregacao Fuzzy Intuicionistas

De acordo com (DESCHRIJVER; KERRE, 2005c), o principal significado de uma
funcdo de agregacdo na FL é associar um Gnico nimero real em U a qualquer n-tupla
de ndmeros reais em U™, tal que esta funcao é n3o-decrescente, comutativa, e ainda,
preservando as condicdes de contorno referente aos extremos do intervalo unitario (
coincide com a funcdo identidade, quando a n-tupla é unaria).

Uma funcdo de agregacdo binaria M : U? — U satisfaz as seguintes propriedades
(BACZYNSKI, 2003):

Al: M(0,0)=0e M(1,1) =1;
A2: Se & < % entdo M(%,9) < M(3,7), Vi, 5,2 € U;
A3: M(z,y) = M(y,z), Yo,y € U.
Funcdes de agregacdes que satisfazem a propriedade A4,
A4: M(%,%) = %, Vi € U (idempoténcia),
sao chamadas de funcoes de agregacao idempotentes.

Exemplo 2. Sejam as funcdes de agregacdo (VISINTIN; REISER; BEDREGAL, 2012,
Exemplo 1)\g, Vg : U2 — U, definidas para todo & = (z1,%3), § = (y1,y2) € U, pelas
expressoes:
V(Z,9) = (Vu(zr, z2), Au(y, y2); (15)
Alj'(j?g) = (/\U($17I2)7\/U(y1792)7 (16)

respectivamente. Se M é uma funcdo de agregacdo idempotente, tem-se que:
Np(Z,9) < M(2,9) < Vy(2,9), Vi, g e U.
2.2.1 T-normas e T-conormas Fuzzy Intuicionistas

Funcdes de agregacdo que qualificam as interseccdes fuzzy intuicio-
nista e unides fuzzy intuicionista s3do também referidas na literatura como
t-normas e t-conormas intuicionistas, respectivamente.

2.2.1.1 Normas Triangulares Intuicionista

Definicdo 1. Em (BACZ YNSKI, 2003) uma norma triangular intuicionista (t-norma a)
éuma funcdo T : U? — U, satisfazendo as seguintes propriedades, para todo @, 4,7 € U:

T1: T(&,7) = T(§,%) (Comutatividade);
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T2: T(%,T(j, %)) = T(T(&,7), 2) (Associatividade);
T3: T(i,9) <T(%,79), se & <z (Monotonicidade);
T4: T(#,1)

z (Elemento neutro).

2.2.1.2 Conormas Triangulares Intuicionistas

Definicdo 2. Uma conorma triangular intuicionista (t-conorma) é uma fungdo
S : U% — U, satisfazendo as seguintes propriedades, para todo 7,4,z € U:

S1: S(z,9) = S(§,%) (Comutatividade);
52: 5(2,5(3,2)) = S(S(2,7
: S(z,9) < S(2,9) se & < Z (Monotonicidade);

N

(
(

R

), Z) (Associatividade);

S4: S(#,0) = 7 (Elemento neutro).

A Proposicdo (5) reporta uma representacdo para t-normas e t-conormas apresen-
tada em (DESCHRIJVER; CORNELIS; KERRE, 2004) e (CORNELIS; DESCHRIJVER;
KERRE, 2004).

Proposicdo 5. (BACZYNSKI, 2003, Lema 1) Se (S)T é uma t-(co)norma tal que, para
todoVx,y € U, T(x,y) < Ns(S(Ng(x), Ns(y))), entdo as funcées (S)T definidas por:

7?((371,962)7 (y1,92)) = (T'(x1,y1), S(22,y2)) (17)
S((z1,22), (y1,y2)) = (S(z1,y1), T (22,y2)) (18)

é uma t-(co)norma fuzzy intuicionista representavel.
Nos casos apresentados na Proposicao. (5), de acordo com (DESCHRIJVER; COR-

NELIS; KERRE, 2004), T e S sdo t-representéveis por pares (T,S) e (S,T), respecti-
vamente.

2.3 Implicacoes e Coimplicacoes Fuzzy Intuicionistas obtidas por
Agregadores e Funcoes Duais

Na literatura, encontram-se diversas definicdoes para as implicacdes fuzzy intuicio-
nistas, veja (BACZYNSKI, 2007; LIN; XIA, 2006; MAS; MONSERRAT; TORRENS,
2008; BEDREGAL et al., 2010; BEDREGAL; REISER; DIMURO, 2009), assim como
encontram-se diferentes formas de realizar a construcdo dual (coimplicacdes fuzzy in-
tuicionistas) (LIN; XIA, 2006). Entretanto, o consenso mostra dentre as definicdes
existentes que as (co)implicacdes fuzzy intuicionistas estendem o comportamento das
(co)implicagBes fuzzy, (BUSTINCE; BARRENECHEA; MOHEDANO, 2004).

Na construcdo dos sistemas de inferéncia fuzzy, as implicacoes interpretam o grau de
verdade de uma regra baseada na expressao condicional “p = ¢". Analogamente, tem-se
as coimplicacdes interpretando o grau de n3o verdade da mesma regra. Sejam o grau
de pertinéncia (x1,1y1) e o grau de n3o-pertinéncia (z9,y2) de um elemento (Z,7) €
U?. Neste caso o grau de pertinéncia n3o é necessariamente igual ao complemento
do grau de n3o-pertinéncia, o que é estabelecido pela expressdo 77 < Ng(x2) € 11 <
Ns(y2). Esta interpretacdo baseada no légica fuzzy intuicionista torna mais ampla a
representacdo, modelando a incerteza entre o totalmente verdadeiro (1) e o totalmente
falso (0), considerando ambos, os graus de pertinéncia e de n3o pertinéncia.
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2.3.1 Propriedades de (Co)-Implicacdes Fuzzy Intuicionistas

A seguir sdo consideradas a extensdo fuzzy intuicionista para as principais proprie-
dades das (co)implicacdes fuzzy, as quais sdo relevantes para as diferentes formas de
definicdo de (co)implicacdes fuzzy intuicionistas.
Definicdo 2. Uma (co)implicacdo fuzzy intuicionista (J;)I; : U> — U é uma funcio
binaria satisfazendo as seguintes condicdes de contorno:
I[]. [[(0,6) = [](6, i) = II(L I) = I e [[(I,O) = 6,’
J[l J](G,()) = J](i,()) = J](i, i) = () e J[(O, 1) = 1,’
A Definicdo (2) se reduz a uma (co)implicacdo quando Z = (1, 23) e § = (y1,92) € U,
tais que x1 = Ng(x2) e y1 = Ns(y2) (ATANASSOV; GARGOV, 1989).

A seguir, sdo definidas as (co)implicacdes fuzzy intuicionistas no sentido de J. Fodor e

M. Roubens (FODOR; ROUBENS, 1994). Veja também (BUSTINCE; BARRENECHEA,
MOHEDANO, 2004, Definicdo 3).

Definicdo 3. Uma (co)implicacdo fuzzy intuicionista (J;)I; : U* — U satisfaz, para
todo 7,7,z € U, as seguintes propriedades:

1,2 2<i=1;(%9)>1,(29);, J2E<i=Jl(&9)>Ji(%7);
1,3 §<z=1;(z,9)<I;(% %), JB3y<i=Ji(&79)<Ji(& %),
1,4 1;(0,9) =1, Jrd Ji(1,5) =0
;5 I;(#,1) =1; J;5 Ji(%,0) = 0;

A seguir, as propriedades inerentes as implicacdes fuzzy intuicionistas consideradas
neste estudo, que é fortemente fundamentado nos resultados apresentados em (BUS-
TINCE; BARRENECHEA; MOHEDANO, 2004).Para quaisquer & = (z1,%2),y =
(y1,y2) € U, tem-se que:

116 71, (3.9) < TI((Ns(@2)yn).In (1), Ns (92));

L7 I;(2,9) = (I(Ns(z2), y1), In(Ns(21), 32));
I8 71,9 < V(Ns(z1), Ns(y1));

I;9 Se © = § entdo 77,35 = 7Tz,

I;10 Se 7(%) = 7(y) entdo 7y, (z5) = Tz €

I;11 Se (z,9) € U, tais que 21 4+ 22 = 1 e y; + y» = 1 entdo T (a5 = 0.

m (BUSTINCE; BARRENECHEA; MOHEDANO, 2004, Definicdo 3), a definicdo
proposta por J. Fodor e M. Roubens (FODOR; ROUBENS, 1994) para uma implicacdo
fuzzy é estendida contemplando a abordagem fuzzy intuicionista. Nesta abordagem, uma
implicaco fuzzy intuicionistas I; : U2 — U é uma func3o que satisfaz as propriedades
I;2, 13,174, 1;5 e I;11, incluindo condicoes de contorno 10.

Segundo (BUSTINCE; BARRENECHEA; MOHEDANO, 2004), o objetivo principal
no estudo de propriedades inerentes as implicacGes fuzzy intuicionistas, é encontrar
propriedades caracteristicas dos operadores de implicacdo fuzzy intuicionista que ndo sdo
extensdo do caso fuzzy. Investigam-se ent3o estas propriedades, visto que as mesmas

também podem ser utilizadas em aplicacbes de processos de raciocinio aproximativo
baseado na IFL.
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2.3.2 Implicacées Fuzzy Intuicionistas Obtidas a partir de Agregadores e do
Principio da Dualidade

Encontram-se diversos trabalhos sobre formas de representacao de implicacdes
e suas propriedades (LIN; XIA, 2006; CORNELIS; DESCHRIJVER; KERRE, 2004;
BACZYNSKI, 2007).

Este trabalho considera a forma de representacdo proposta por (BUSTINCE; BAR-
RENECHEA; MOHEDANO, 2004), utilizando a negacdo padrdo, funcdes de agregacdo
idempotente e pares de funcGes duais para a obtencdo de uma classe especial de impli-
cacdes fuzzy intuicionistas, denotada C(I7).

Esta sessao estuda a classe onde uma implicacdo fuzzy intuicionista I; gerada por
um conjunto finito M de funcdes de agregacdo e por um par de funcdes mutuamente
duais (I,Iy), no caso, uma implicacdo fuzzy I (FODOR; ROUBENS, 1994) e sua
correspondente coimplicacdo fuzzy Iy, obtida a partir de uma negacao forte V.

Proposicao 6. (BUSTINCE; BARRENECHEA; MOHEDANO, 2004, Proposicio 3)
Seja I uma implicacio fuzzy, Iy a coimplicacdo associada com a implicacdo I obtida
a partir da negacdo forte N e M = {M, : U?> — U : i € {1,2,3,4}} um conjunto
de funcbes de agregacdo idempotentes satisfazendo, para todo x,y € U, as seguintes
condicdes:

My(z,y) + M3(Ns(x), Ns(y)) =2 1; Ma(z,y) + Ma(Ns(x), Ns(y)) < 1. (19)

Ent3o, para todo & = (x1,22),9 = (y1,Y2) € U, a funcdo binaria I; : U?> — U é uma
IFI (de acordo com a Definicdo 3) dada por:

(lgg o I1)(%,§) = I(My(z1, Ns(22)), Ma(y1, Ns(y2))); (20)
(rg o I1)(%,9) = In(M3(Ns(21), 22), Ma(Ns(y1), y2))- (21)

2.3.3 Construcao Dual das Implicacées Fuzzy Intuicionistas

Como primeira contribuicdo deste trabalho, esta sessao introduz a construcio dual
da (BUSTINCE; BARRENECHEA; MOHEDANO, 2004, Proposicdo 3), apresentando
uma classe especial de coimplicacdes fuzzy intuicionistas, indicada por C(J;). Nesta
classe, cada coimplicacdo fuzzy intuicionista J; é obtida por composicoes definidas
entre M, um conjunto de funcGes de agregacao idempotentes, e um par de funcdes
mutuamente duais (J, Jy), no caso, uma coimplicacdo fuzzy intuicionista J e sua cor-
respondente implicacdo fuzzy intuicionista Jy.

Enquanto as implicacoes fuzzy consistem em extensbes da légica Booleana para as
implicaces classicas (p = ¢, significando que p é suficiente para deduzir ¢) as coimpli-
cacdes fuzzy sdo extensdes da légica Booleana para as coimplicacdes cléssicas (p = ¢,
significando que p n3o é necessario para deduzir ¢) (BACZYnSKI, 2004; BACZYNSKI;
JAYARAM, 2008b; BACZYnrSKI; JAYARAM, 2007). Mostraremos na sequéncia, a dua-
lidade entre coimplicacdes fuzzy intuicionistas intervalares e implicacdes fuzzy intuicio-
nistas intervalares.

Esta construcdo dual considera as DefinicGes 3 e 2, para obter uma correspondente
coimplicacdo fuzzy intuicionista J;.

Proposicao 7. (VISINTIN; REISER; BEDREGAL, 2012, Proposicdo 2) Seja J uma
coimplicacdo fuzzy, Jn a implicacdo fuzzy associada a J obtida pela negacio forte N e
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M ={M,;:U* = Uli € {1, 2,3,4}} o conjunto de funcbes de agregacdo idempotentes,
satisfazendo para todo x,y € U, as seguintes condicdes:

M (z,y) + M3(Ns(x), Ns(y)) > 1;  My(x,y) + My(Ns(x), Ns(y)) < 1. (22)

Entdo, para todo & = (z1,%2),9 = (Y1,Y2) € U, a funcdo binaria Jy : U? - U é uma
coimplicacdo fuzzy intuicionista cujas projecdes sdo dadas pela seguinte expressoes:

(lg o Jr)(&,9) = J(M3s(z1, Ns(22)), Ma(y1, Ns(y2))); (23)
(7"(7 o JI)(fa ?j) :JN<M1(NS(I1)7 1’2)> Mz(Ns@l)a y2>>‘ (24)
Prova. Considere que J é uma coimplicacdo fuzzy e Jy uma implicacio fuzzy segundo
as correspondentes definicées apresentada em (FODOR; ROUB?NS, 1994). Primeira-

mente, prova-se que J; esta bem definida. Para todo T,7,Z € U, sejam as funcdes de
agregacao idempotentes My, My, M3, My, tais que:

{ My (Ns(z1), 22) > Ng(Ms(x1, Ns(22)))
MQ(NS(y1>7y2) < NS(M4(y17NS(y2)))

Baseando-se nas Definicdes 2 e 3 e propriedades A4, J2 e J3, tem-se que:

J1(Z,9) = In(Ns(M3(x1, Ns(22))), Ns(Ma(y1, Ns(y2))))
> In(My(Ns(z1), 72), Ma(Ns(y1), y2))-

Pela construcdo N—dual, Eq.(8), a equacdo a seguir é obtida:

Ji(%,9) = Ns(JIn(Ns(Ms(w1, Ns(z2))), NsMa(y1, Ns(y2))))
< Ns(JIn(Mi(Ns(w1),22)), Ma(Ns(y1),y2)))-

Portanto, segue que:

J(Mz(z1, Ns(22)) » Ma(yr, Ns(y2)))
< Jn(Mi(Ns(z1),
J(Ms(x1, Ns(z2)) » Ma(yr, Ns(y2)))

+JIn(Mi(Ns(z1), 2), Ma(Ns(y1), 42))) < 1.

T2), Ma(Ns(y1),42)));

Assim, J; esta bem definida. Agora, para Z,7,Z € U, tem-se que:

Jr2 Assumindo que T<Z e pelas propriedades A2 e N2, ambas inequacdes logo a seguir
sdo verificadas:

M (21, Ns(z2)) < Mi(21, Ns(22)); Ms(Ns(w1),72) > M3(Ns(y1), y2)-
Além disso, J e Jy verificam J2 e 12, respectivamente. Ent3o, segue que:

(lg o J1)(%,9) = J(Ms(x1, Ns(22), Ma(y1, Ns(y2))))
> J(Ms(21, Ns(22)), Ma(y1, Ns(y2))) =
(rg o Jr)(@,9) = In(Mi(z1, Ng(2)), Ma(y1, Ns(y2)))
> Jn(Mi(Ns(21), 22), M2(Ns(y1), y2)) = (rg o Jr)(Z,9).

(ZU © JI)(’%ag)a €

Portanto, J; verifica J;2, a antitonicidade no primeiro argumento.
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Jr3 Considerando que §j < Z, pela isotonicidade dos operadores de agregacdo M, e My,
tem-se que

Ms(y1, Ns(y2)) < Ma(21, Ns(22)); Ma(Ns(y1),y2) > My(Ns(21), 22)-

E, desde que J e Jy verificam J3 e 13, respectivamente. Assim, segue que:

(lg o Ji)(Z,9) = J(Ms(z1, Ns(22)), Ma(y1, Ns(y2)))

< J(Ms(w1, Ns(22)), Ma(21, Ns(22)) = (I 0 Jr)(2, 2); e
(rg o Jr)(2,9) = Jn(M3(Ns(x1), 22), Ma(Ns(y1), y2)

< IN(M3(Ns(y1), y2), Ma(Ns(z1), 22))) = (rg o J1)(Z, 2).

Portanto, Jy verifica J;3, a isotonicidade no segundo argumento.

Jr4 Uma vez que J e Jy verificam J4 e 14, obtém-se que:

(lgoJr)(1,9)=J(Ms5(1,1), My(y1, Ns(y2))) = J(1, Ma(y1, Ns(y2)) = 0;
(rgr o Ji)(1,9) = JIn(M:(0,0), Ma(Ns(y1),y2))) = In(0, Ma(Ns(y1), y2))) = 1

Portanto, Jl(i,gj) =1 e assim, J; verifica J;4

1
1

Ji5 Por I5 e Jb5 garantida na Definicdo em (FODOR; ROUBENS, 1994), segue que:

(lg © J1)(@,0)=J (Ms(x1, Ns(22)), M4(0,0))) = J(Ms(21, Ns(22)),0) = 0,
(TU e} J[)( (N)) JN(Ml(N5($1),$2), Mg(l, 1)) = JN(Ml(Ns<$1),.%’2), 1) =1.

Portanto, J;(Z,

(@)}

) =0, e tem-se que J;(#,0) = 0.

E facil verificar que J; também satisfaz a condicdo de contorno:
J1(0,1) = (J(0,1), Jx(1,0)) = (1,0) = 1. (25)
Portanto, pela Definicdo 3, pode-se concluir que J; é uma IFC.
O

Proposicdo 8. Seja N; = Ng; e I;(J;) : U?> — U uma (co)implicacio fuzzy intuicio-
nista satisfazendo as condicoes daNPropogi,céo 7. Entdo, o operador N;—dual de I; (J)
é denotado por (I)n,(I1y,)n,) : U> — U e definido como:

(Ir)n; (Z,9) = Nr(Ir(Ny(z), Ni(Y))) (26)
(J1)n, (Z,9) = Ni(Jr(Ni(w), Ni(Y))) (27)

Prova. Tomando N = Ng e baseados na Egs. (20) e (21) na Prop. (6), e Eq. (26)
tem-se que:

(I)n; (%,9) = Nig(I1(N15 (), N15 (7))

= Nig(L1((z2,21), (Y2, 1))

= Nig(I(Mi(22, Ns(21)), M2(y2, Ns(y1))), In(M3(Ns(22), 1), Ma(Ns(y2), y1)))),
= (J(M3(Ns(22), x1), Ma(Ns(y2), y1))))s In (Mi(22, Ns(21)), Ma(y2, Ns(y1))))
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Assim, para todo & = (x1,%3),9 = (y1,y2) € U, a funcdo binaria (I;)y, : U? — U,
cujas propriedades podem ser definidas como:

(lg o (Ir)n,) =1In(Ms(Ns(z2), 21), Ma(Ns(y2),v1))); (28)
(rg o (Ir)n,) =1(Mi(22, Ns(21)), Ma(y2, Ns(y1)); (29)
é a correspondente IFC de uma IF| I;. O

Considerando que C(M) denota a classe de funcdes de agregacdo idempotentes, o
diagrama comutativo apresentado na Figura 3 resume o relacionamentos entra as classes
de (co)implicacdes fuzzy intuicionistas estudas nesta sessdo.

Para tal, utiliza-se a notacdo: (i) C(I) e C(.J) para as classes de implica¢des e coim-
plicagBes fuzzy intuicionistas; e ainda, (i) C(/n) e C(Jy) para as respectivas construcdes
Nr-duais.

Eqgs. (20)(21)

C(I) x C(In) x C(M) C(I1)
Eqs.(108)(109) Eq.(26)
C) x Clay) x o) 21 (23)(24) C(Irn,)

Figura 3: Relacdes sobre classes de Fl e classes de IFI e suas contrucdes duais.

2.3.4 Interpretacao da Regra Condicional Fuzzy Intuicionista

Considere U, A = {(x, pa(x),va(x))|lz € X} e B={(y,us(y),vs(y))|y € Y} sdo
IFSs, tal que, para todo z € X’ e y € ) deve verificar a condicdo dada pela Eq. (1).

Baseado nas funcdes de pertinéncia e de ndo-pertinéncia pa,va 1 X — U e
ts,vg 1Y — U, ambos componentes dos respectivos pares (pa(x),1 — va(z)) e
(up(y),1 — vp(y)) denotam o grau de pertinéncia de x € X e de y € Y nos IFSs
Ae B, respectivamente.

De acordo com (BUSTINCE; BARRENECHEA; PAGOLA, 2008), uma abordagem
consolidada para interpretacao da regra condicional e que considera ambos graus de
pertinéncia e ambos graus de ndo pertinéncia acima mencionados é a aplicacdo de
operadores de agregacdo. Tais operadores podem ser ponderados ou compensatérios,
como médias (aritmética, ponderada, OWA operador, média quase-aritmética), somas
(soma aritmética) e, os conectivos t-normas e t-conormas.

Sendo My, M, : U2 —» U funcdes de agregacdo, tem-se entdo que Mj(pa(x),1 —
va(z)) e My(pup(y),1 — vp(y)) interpretam o grau de verdade, da proposicio “x é A"
ey é B”, respectivamente. Assim, em IFL, quando x e y sdo varidveis em X e )
respectivamente, a regra condicional fuzzy

R:Sex é Aentioyé B, (30)

pode ser definida por uma IFI I; : U? — U. E, neste contexto, o grau de verdade da
regra R(30) é interpretado por:

(g o 11)(2,§) = I(Mi(pa(x), Ns(va(z)), Ma(ps(y), Ns(vs(y)))- (31)
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Similarmente, M3(1 — pa(z),va(x)) € My(1 — pp(y),ve(y)) indicam o grau de ndo
verdade das proposicdes “x é A" e “y é B", respectivamente. Assim, o grau de nao
verdade da regra condicional R(30) é interpretado pela express3o:

(rg o Ir)(%, §) = In(Ms(Ns(pa(x)), va(z)), Ma(Ns(ps(y)), Ns(vs(y)))- (32)

Preservando a condicdo da Eq. (1) tanto para = quanto para y, verifica-se a correspon-
déncia entre U x U e U definidas pelas Egs. (31) e (32) :

(#,9) — L(2,9) = (g o 11)(Z,9), (rg © I1)(Z, 9)).
Esta relacdo esta representada no diagrama comutativo da Figura 4.

X x)Y

lgolr| |rgolr

~ ~ _[N ~ ~
UxU U UxU

Figura 4: Interpretacio da Regra Condicional em U baseada em uma IFI.

Na construcao dual, baseado em uma IFC J; : U? — U, a n3o verdade da regra
R(30) pode ser interpretada por:

(g o Ji)(#,9) = J(Ms(pa(x), Ns(va(x)), Ma(pus(y), Ns(vs(y)))- (33)

Similarmente, o grau de verdade da regra condicional R (30) é interpretada por uma
funcdo N —dual de uma coimplicacao fuzzy intuicionista, definida pela seguinte expres-
sao:

(rg o Ji)(2,9) = In(Mi(Ns(pa(@)), va(x)), Mo(Ns(us(y)), Ns(vs(y)))- (34)

Preservando as condicoes apresentadas na Eq. (1) e pelas projecdes dadas nas Eqgs (33)
e (34), tem-se a seguinte correspondéncia:

(Z,9) — Ji(2,9) = (lg © J1)(Z,9), ¢ © J1(2,9))

O diagrama comutativo da Figura 5 mostra um resumo dos resutados descritos nas
Egs. (33) e (34).

X x)Y

TUOJ] ZUOJ[

N G N J o>
UxU U UxU

Figura 5: Interpretacio da Regra Condicional em U baseada em uma IFC.



34

2.3.5 Exemplificacdo

Concluindo este capitulo, algumas das principais extensdes intuicionistas das impli-
cacles fuzzy sdo apresentadas, veja mais detalhadamente em (LIN; XIA, 2006) e (VI-
SINTIN; REISER; BEDREGAL, 2011).

Nesta exemplificacdo é considerada a seguinte notacdo: V; como a operacao de
maximo dada pela Eq. (15) e Ay para a operagdo de minimo dada pela Eq. (16).

As propriedades satisfeitas pelas implicaces fuzzy intuicionistas descritas na Tabela 1
estao apresentadas na Tabela 2.

Implicacdo Fuzzy Intuicionista

KD-Kleene-Dienes: I;(Z,3) = (x2V y1,21 A y2)

RC-Reichenbach:  I;(#,9) = (z2 + y1 — T2y1, T1Y2)

LZ-tukasiewicz: Ir(Z,39) = AN (z2+31),0V (21 + y2 — 1))

Zadeh: I(Z,9) = (x2 V(1 —x2) Ay, 21 A (1 —21) Vy2))

P.C. I1(2,9) = (y1 — 122, 1 — 1 + 2132)

B.C.: I(z,9) = 0V (y1 —22), LA (1 — 21 + y2))

P.D.: I1(2,9) = (1 — 22 + 22y1, Y2 — Yor1)

B.D.: Iz, 5)=QAN(1—224y1),0V (y2 — 1))

Tabela 1: ImplicacGes Fuzzy Intuicionistas
1 ;2 1,3 ;4 I 1,6 I;7 I;8 I;9 I;10 I;11

kp: v Vv v v vV VvV VvV X v o/ v
rRC. v Vv v v v Vv v v v va
LZ: v v v v v v v v v v va
ZH: X X v v X X v v v v
PC: V x VX X X X X X v
BC: V x v X X X X v X X v
P.D.: x X v /X X X VX X v
B.D.: x X v /X X X V' X v

Tabela 2: Propriedades Satisfeitas pelas Implicacdes Fuzzy Intuicionistas

De forma andloga a exemplificacdo acima, obteve-se as correspondentes coimplica-
cOes fuzzy intuicionistas na Tabela 3. Considerando a construcdo dual das propriedades,
a Tabela 4 estendendo os estudos apresentados em (LIN; XIA, 2006).

2.4 Consideracoes Finais

O estudo dos fundamentos da IFL é essencial para algumas aplicacoes computaci-
onais, como a area de processamento de imagens, veja (BEZDEK; DUBOIS; PRADE,
1999; XU, 2009; ZADEH, 1975). A breve descricdo de implicacdes e coimplicacdes ge-
radas por funcdes de agregacao e funcdes duais, realizada neste capitulo, bem como a
interpretacdo destes operadores, estendem os conceitos da légica classica e podem viabi-
lizar fundamentac3o para novas aplicacdes e/ou adaptacdo de sistemas computacionais
ja existentes.
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Coimplicacao Fuzzy Intuicionista

KD-Kleene-Dienes:  J;(Z

RC-Reichenbach:
LZ-t ukasiewicz:
Zadeh:

P.C.:

B.C.:

P.D.:

B.D.:

= ((z2 Ayr), (21 V 112))

y1+ (1 —22)y1, 21 — (1 — 21)y2)
1Vas+y, 0N y2 — (1 — 1))

xo A (1 —22) Ayr), (1 V (1 — 1)) V y2)
(I —z2) +y1 — (L —22)yn), (1 — 1) + y2)
ON(1—x2)+y1 — 1), 1V 21+ 1y9)

1 —x2) +y1, (1 —21) +y2 — 171))

V(1 —z2) +y1, 0N (1—z1) +y2— 1)

= (
= (
= (
= (
= (
= (
= (

Tabela 3: Coimplicacdes Fuzzy Intuicionistas

—_

[\

Jr3  Ji4

ot

KD:
RC:
LZ:
ZH:
P.C.
B.C.:
P.D.:
B.D.:

IR BENENENENENEN

XXX XX S|y
CAX XS
I SR NENENEN K

SSENENENE SENENEN

Tabela 4: Propriedades Satisfeitas pelas Complicacdes Fuzzy Intuicionistas



3 IMPLICACOES FUZZY INTERVALARES

Este capitulo apresenta um estudo da légica fuzzy intervalar, introduzindo conceitos
basicos da teoria dos conjuntos fuzzy tipo-2, e mais especificamente, dos conjuntos fuzzy
intervalares. Este estudo fundamenta a modelagem e o desenvolvimento de aplicacGes
em sistemas computacionais que visam tanto o tratamento de incertezas na descricao
de variaveis linguisticas quanto o tratamento e propagacdo de erros de arredondamento
e truncamento nos calculos numéricos dos resultados comutados.

Na sequéncia o estudo dos conectivos da légica fuzzy intervalar como as funcdes
de agregacdo, negacdo fuzzy intervalar, implicacdo e coimplicacdo fuzzy intervalar sdo
revisados.

3.1 Conjuntos Fuzzy Intervalares

Em sua concep¢do,(ZADEH, 1965), um subconjunto fuzzy A de um conjunto uni-
verso X # @ é construido a partir do mapeamento 4 : X — U, cujo valor de p4(x)
em U é normalmente associado com um grau de crenca de algum especialista, quanto
a pertinéncia de z € X estar em A.

Entretanto uma visao cada vez mais predominante considera este método de codi-
ficacdo de informacdes insuficiente, pois a atribuicdo de um nimero exato baseado na
opinido de um engenheiro do conhecimento é demasiado restritivo.

Também restritiva é a abordagem baseada na média referente a opinides, geralmente
distintas, de vérios destes especialistas (NGUYEN; WALKER, 2006).

Para contribuir de forma mais realista com esta discussdo, pode-se atribuir um in-
tervalo contendo os valores com todas as opinides dos varios especialistas. Significando
assim, a substituicdo do intervalo de valores fuzzy U = [0, 1] pelo conjunto de todos os
subintervalos do intervalo unitario U.

Nesta nova concepcdo, a teoria dos conjuntos fuzzy intervalares generaliza a teoria
dos conjuntos fuzzy, considerando

U= {([a,b]) :a,be U 0<a<b<1}

como o conjunto de todos os graus intervalares de pertinéncia.

Em (DUBOIS; PRADE, 2000), um conjunto fuzzy valorado intervalarmente consiste
em um conjunto fuzzy cujo grau de pertinéncia de cada elemento é também um conjunto
fuzzy, cuja funcao de pertinéncia é multivalorada por intervalos na escala de pertinéncia.
No estudo da légica fuzzy de tipo-2, a Légica Fuzzy Intervalar constitui-se na abordagem
mais simples, capturando em g4 (x) a imprecisdo, no grau intervalar de pertinéncia, de
um elemento = a um conjunto fuzzy intervalar A.
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Com a demanda para o tratamento do conhecimento de sistemas capazes de lidar e
distinguir entre diversos graus de imprecisao, faz-se necessario a formal caracterizacdo
de modelos matematicos para geracao de resultados a partir da aplicacdo de regras de
inferéncia que também manipulam a imprecisdo nos graus de pertinéncia. Esta formali-
zacdo é obtida pelo uso da légica fuzzy do tipo-2, através da definicdo de extensbes dos
conetivos, em especial, dos dos operadores de implicacao fuzzy.

Muitos tipos de incerteza nas diversas areas da ciéncia podem ser relacionadas ade-
quadamente e descritas em termos estatisticos, tem-se, como exemplo, a incerteza de
medicao. Consequentemente, o trabalho investigativo integrando as novas tecnologias
tem provido métodos bem desenvolvidos em engenharias e demais ciéncias, os quais tém
sido eficientemente aplicados a muitas areas.

Nos trabalhos descritos em (KREINOVICH, 2008), as camadas profundas nos estu-
dos geoldgicos sao muito importantes, mas é extremamente dificil medir diretamente
as propriedades da rocha em grandes profundidades. Para determinar essas proprieda-
des, temos, portanto, que complementar os resultados da medicao com estimativas de
especialistas. Entretanto, os especialistas nem sempre nos fornecem os valores exatos
das quantidades estimadas. As vezes, eles fornecem um intervalo que contém o valor
(desconhecido) da quantificac3o.

Em outros casos, os peritos também podem fornecer intervalos estreitos que contém
essa quantidade, com um certo grau de certeza. Nestes casos, temos uma familia
de intervalos correspondendo a diferentes graus de incerteza. Este, e muitos outros
exemplos de aplicages de légica fuzzy intervalar, como reportados em (BUSTINCE
et al., 2009), motivam e justificam o estudo da mesma.

A seguir apresenta-se um estudo, no sentido estrito, das extensoes intervalares de
funcGes intervalares, com énfase na representabilidade dos conectivos logicos.

3.2 Teoria da Representabilidade de Conetivos Fuzzy

Um intervalo X C U é dito ser uma representacdo intervalar de um ndmero real «
se o € X. Considerando dois intervalos representaveis X e Y de um ndmero o, X pode
ser chamado de melhor representacdo de oo que Y se X C Y.

Definicao 4. (SANTIAGO; BEDREGAL; ACISLY, 2006) Uma funcdo intervalar
F :U? — U é uma representacao intervalar de uma funcio real f : U> — U
se, para cada (X1, Xy) € U? e (71, 15) € (X1, Xs), f(z1,72) € F(X1, X5).

Sejam F : U? — U e G : U? — U duas representacdes intervalares da funcio
f :U* — U. F é a melhor representacio intervalar de f que G, denotado por
G C F, se, para cada (X1, X3) € U?, ainclusdo F (X1, X3) C G(X1, X») é satisfeita.
Esta notacdo pode ser facilmente estendida para tuplas de n intervalos indicada por
=(X1,...,Xn).

Definicdo 5. (SANTIAGO; BEDREGAL,' ACISLY, 2006) Para cada funcdo real f :
U" — U, a funcio intervalar f : U" — U, definida por:

FX) = [imf(#(Z) | T € X}, sup{f(T) | T € X} (35)
é chamada a melhor representacao de [ ou representacao canédnica de f.

A funcdo intervalar f estd bem definida e, para qualquer outra representacao interva-
lar FFde f, FF C f A funcao intervalar f retorna um intervalo que é mais "estreito” do
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que qualquer outra representacdo intervalar de f. Assim, fapresenta a propriedade da
optimalidade de algoritmos intervalares mencionados por Hickey et al. (HICKEY; JU;
EMDEM, 2001), quando ele é visto como um algoritmo para calcular uma funcdo real
f.

As funcdes projecdes Iy, ry : U — U, para todo [a,b] C U, sio dadas por:

lw(la,b]) =a  ru(la,b]) = b, (36)
Para qualquer X C U, tem-se que
o lyX) =X ery(X) =X sdo notacBes alternativas para as projecdes de X.

ese X = X = 2, X é denominado intervalo degenerado e indicado por
X = [z, 2] =x.

e 0 conjunto de todos os elementos diagonais em W ¢ indicado por
DU] = {x:z € U}.

Seja U ={X = [X,X] | X, X €eUe0 <X < X < 1}, dentre as diferentes
relaces de ordem (GEHRKE; WALKER; WALKER, 1996) este trabalho considera a
relacdo de ordem de Kulish-Miranker ou ordem produto tal que, para todo X,Y € U,

esta definida por:
X<yY&e&X<YeX<IY. (37)

Logo, tem-se que [0,0] =0 < X <[1,1] =1, para todo X € U
Considera-se ainda para todo X,Y € WU, a seguinte relacdo proposta por Mo-
ore (MOORE, 1963).
(ii) X <p Y & X <Y. (38)

Observacao 1. Salienta-se que os IFSs e os IvFSs sdo isomorfos, como provado
em (ATANASSOV; GARGOV, 1989, Def. 2 e Lema 1).

3.3 Conceitos da Légica Fuzzy Intervalar

Na sequéncia, apresentam-se alguns dos principais conectivos da IvFL, suas proprie-
dades algébricas, exemplos e demais fundamentos relacionados.

3.3.1 Negacao Fuzzy Intervalar

Nesta secdo sdo estudadas as funcdes de negacdo fuzzy intervalar e o conceito de
dualidade fuzzy intervalar.

Existem diversas maneiras, referenciadas na literatura, para transformar o conceito
de negacdo fuzzy em negacdo fuzzy intervalar, veja por exemplo (GORZALCZANY,
1987; GEHRKE; WALKER; WALKER, 1996; NGUYEN; WALKER, 1999; BEDREGAL;
TAKAHASHI, 2006a). Neste trabalho foi adotado a extensdo proposta em (BEDREGAL;
TAKAHASHI, 2006a) e aplicada em (REISER et al., 2007).

Definicdo 3. (REISER et al., 2007) Uma funcéo intervalar N : U — U é uma negacao
fuzzy intervalar se, para qualquer X,Y € U, as seguintes propriedades sdo satisfeitas:

IN1: IN([0,0]) =1 e IN([1,1]) = 0.
IN2a : Se X > Y entdo N(X) < IN(Y).
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IN2b : Se X CY entdo N(X) D IN(Y).

Se IN também satisfaz a propriedade involutiva:

IN4 : N(IN(X)) = X, para todo X € U,

entdo IN é denominada de negacéo fuzzy intervalar forte (REISER et al., 2007).

Exemplo 3. A extensdo intervalar da Negacdo Fuzzy Padrdo Ng(z) = 1 — 1z é a
negacdo fuzzy intervalar forte Ng : U — U, definida por:

No(X) = [1,1] - X = [1 - X,1 - X]. (39)
3.3.2 Relacao de Dualidade entre Funcdées Fuzzy Intervalares

Definicao 6. (REISER;, BEDREGAL; REIS, 2012) Seja IN uma negacdo fuzzy forte
intervalar em U e F' : U" — U uma funcio intervalar. A funcao intervalar IN-dual
de F' é dada por:

Fn(Xq, .., X)) = N(F(IN(Xq),...,IN(X,))). (40)

Pela Eq.( 40), quando IN é involutiva, (Fiy)n = F' e, F' e Fiy sdo funces denominadas
mutuamente duais.

3.3.3 Automorfismos Intervalares

Nesta sessao, apresentam-se algumas contribuicoes que complementam o estudo
dos automorfismos intervalares introduzidos em (BEDREGAL; TAKAHASHI, 2006b),
no sentido de, na sequéncia deste texto, fundamentar o estudo dos automorfismos intui-
cionistas intervalares e suas conjugadas correspondentes as negacoes fuzzy intuicionistas
intervalares.

Definicdao 7. Uma funcdo intervalar ¢ : U — U é um automorfismo intervalar (IvA)
se ela é bijetiva e monoténica com respeito a ordem produto, isto é, X <y Y se, e
somente se, $(X) <y $(Y).

Seja Aut(U) o conjunto de todos os automorfismos intervalares em U. Automor-
fismos intervalares sdo fechados para composicdo, isto é, para todo ¢, d’ € Aut(U),
¢ o ¢’ € Aut(U); e para todo ¢ € Aut(U) existe o automorfismo inverso ¢! € U,
tais que ¢ o ¢~ = Idy. Assim, (Aut(U),o) tem uma estrutura de grupo, tendo a
funcao identidade intervalar como o elemento neutro.

A acdo de um IVA ¢ : U — U sobre uma funcao intervalar F' : U" — U é uma
funcdo intervalar ' : U — U, chamada conjugado intervalar de F, definida pela
expressao:

FO(Xy,. o X0) = 6 (F(O(X), ., (X)), (41)

3.3.3.1 Relacionamento entre Aut(U) e Aut(U)

Automorfismos intervalares obtidos a partir de automorfismos e suas construcdes
inversas sao considerados nesta secdo, e portanto, estuda-se um operador de bijecdo
preservando propriedades e associando a ordem natural de Aut(U) a ordem produto em
Aut(U).

Primeiramente, na Eq. (42) reporta-se a construgdo canénica de um automorfismo
intervalar (E a partir de um automorfismo ¢. E assim, automorfismos intervalares s3o a
melhor representacdo intervalar de automorfismos.
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Proposicao 9. (BEDREGAL; TAKAHASHI, 2006b, Teorema 5.1)(GEHRKE; WALKER;
WALKER, 1996, Teorema 2) Seja ¢ : U — U um automorfismo em U. Entdo |¢| :
U — U é um automorfismo chamado |¢|-automorfismo representavel em U e
definido por

[6)(X) = [6(X), 6(F)], VX € U. (42)

Proposicao 10. Para todo ¢ € Aut(U), X € U, o operador | | : Aut(U) — Aut(U),
definido pela Eq. (42), é uma bijecdo preservando as correspondentes estruturas orde-
nadas, no caso (Aut(U), <) e (Aut(U), <p).

Prova. Segue da Proposicdo 9. O

Corolario 1. (BEDREGAL;, TAKAHASHI, 2006b, Corolario 5.1) Se ¢ : U — U é
um automorfismo intervalar entdo é uma inclusdo monoténica, ou seja, $(X) C d(Y)
sempre X C Y.

Na sequencia, da Proposicdo 11 até 13 discutem-se as condicoes para automorfismos
¢y, Oy 0 U — U que podem ser obtidos a partir das projecdes associadas a um
automorfismo intervalar ¢ : U — U.

Proposicao 11. Seja ¢ : U — U um automorfismo intervalar em U. Para todo x € U,
as fungées ¢y, ¢, : U — U sdo automorfismos, respectivamente definidos por

iy (7) = lu(d([x, z]); Gry(7) =1 = 1u(1 = ¢([x, z]). (43)
Prova. Segue da definicdo de funcdo conjugada intervalar restrita ao conjunto de inter-
valos degenerados ID[U]. O

Proposicao 12. Para todo ¢ € Aut(U) ex € U, se  : U — U é um automorfismo
em U, ¢, = d,u.

Prova. Segue das Proposicées 10 e 11. O

Baseado nos resultados da Proposicdo 12, para todo automorfismo intervalar ¢ :
U — U, existe um ¢-automorfismo em U, tal que ¢;, = ¢ = d,u.

A seguir, salienta-se que um automorfismo intervalar ¢ preserva intervalos degene-
rados em U.

Lema 1. Seja ¢ um automorfismo em Aut(U) e X € U. Entdo ly(¢([X, X])) =
lo(d(X)) eru(b([X, X])) = ru(d(X))

Proof. Por definicdo, ¢ é crescente com respeito a ordem em Kulisch-Miranker e pelo
Corolériol é uma inclusdo monotdnica. Entdo, desde [X, X] < X e [X, X] C X ent&o
S(IX. X)) < $(X) e H(X, X]) C (X). Portanto, Iy (6([X, X])) — lu($(X)). A
prova de que ry(d([X, X])) = ry(d(X)) é andloga. O

Proposicao 13. Sejam ¢ : U — U e ¢ : U — U automorfismos em U e em U,
respectivamente. Entdo, considera-se a correspondente projecdo a esquerda, ambas
composicées comutam |y, | : U — U e [¢], : U — U podem ser, respectivamente,
expressas pelas Eqs. (44a) e (44b) abaixo:

[bw] = b, o]y, =9 (44)

Pode-se obter a construcido analoga, pela projecdo a direita, ry : U — U.
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Prova. Para todo X € U, com base nas equacdes estabelecidas na Proposicao 12 e
Lema 1, segue que

[P J(X) = [, (X), b1y, (X)] = [l (d([X, X]), b (b([X, X])]
= [w(e([X, X]), ru(b([X, X])] = [lo(b(X), ru(d(X)] = b(X)

Portanto, Eq.(44)a é satisfeita. Analogamente, para todo x € U, segue que |¢], (v) =
([p(z), d(x)])y, = ¢(x), significando que Eq.(44)b é valida. O

Baseado na Eq. (41), o conjugado de uma negacdo fuzzy N : U — U é dado por
N*(X) = ¢ (IN(d(X))). (45)

IN : U — U é uma negacio fuzzy (candnica)representavel se existe a negacdo fuzzy
N :U — U tal que N(X) = [N(X), N(X)].

Proposicao 14. (BEDREGAL, 2010, Teorema 5.2) Seja IN uma negacdo fuzzy inter-
valar. As funcées N,IN : U — U sdo negacdes fuzzy definidas por

N(z) = lu(N([z,2]));  N(z) = ro(N([z, 2])) (46)

Proposicdo 15. Seja & um automorfismo intervalar em U. Entdo, ¢(D) = D.
Prova. Direta pela Proposicdo 10, 11 e 12. O

O diagrama comutativo da Figura 6 a seguir, ilustra as principais relacdes entre
as classes de negacdoes em U e em U e suas correspondentes conjugadas obtidas por
automorfismos em Aut(U) e Aut(U).

CN) x Aut(U) ZEH) o
Eqs.(39)(46a)(46b) | | Eqs.(42)(43a)(43b) Eqs.(39)(46a)(46b)
(N x Aut(r) 221D C(N)

Figura 6: Relagdes em U e U entre classes das conjugadas de Aut(U) e Aut(U) e das
negacdes de C(IN) e C(N).

3.4 Funcoes de Agregacao Intervalares
Uma funcio de agregacdo intervalar M : U? — U verifica as condicdes:
Al : M(0,0)=0eM(1,1) =1,
A2 :Se X <Z entio M(X,Y)<M(Z,Y) VXY, Z e,
A3 :M(X,Y)=M(Y,X), VX, Y eU;

Adicionalmente, funcGes de agregacdo intervalares sdo idempotentes se também ve-
rificam a propriedade A4:
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A4 : M(X,X) =X, VX € U (propriedade de idempoténcia).
Exemplo 4. Sejam as funcbes de agregacio \,V : U? — U, dadas por:
AXY) = [AMX Y), AX,Y)]e (47)

\/<X7 Y) = [V(X7 X)? \/<7> ?)] (48)

Considerando a ordem produto e as Eqgs.(37) e (38) em U, se M é uma funcdo de
agregacao idempotente, entdo tem-se que:

A(X,Y) < M(X,Y) < V(X,Y), VXY € U.

3.4.1 Normas Triangulares Intervalares

Considerando-se a generalizacdo proposta em (BEDREGAL; TAKAHASHI, 2006a),
uma norma triangular intervalar (t-norma intervalar) pode ser considerada uma repre-
sentacdo intervalar de uma t-norma. Esta generalizacao se enquadra no principio fuzzy,
significando que o grau de pertinéncia intervalar pode ser pensado como uma aproxima-
cdo do grau de pertinéncia exato.

Definicdo 4. (BEDREGAL et al., 2007) A funcdo T : U? — U é uma t-norma
intervalar se, para todo X,Y, 7 € U, seguintes propriedades s3o satisfeitas:

T, Comutatividade: T(X,Y)=T(Y,X),

Ty Associatividade: T(X(T(Y,Z)) =T(T(X,Y),Z),
T; Elemento Neutro: T(X,1) = X;

T, Monotonicidade: T(X,Y)<T(X,Z) se Y <Z.

Proposicdo 1. (BEDREGAL; TAKAHASHI, 2006a) A funcdo T : U? — U é uma
t-norma intervalar se existem t-normas Ty, Ty : U? — U tal que T\(z,y) < To(z,y).
Logo:

T(X,Y) = [T1(X,Y), T»(X,Y)],VX,Y € U. (49)

No caso da Eq.(49), a t-norma intervalar T é dita ser representavel por 71 e T5. A
representabilidade de t-normas foi primeiramente proposto em trabalho como (DESCH-
RIJVER; KERRE, 2005c; CORNELIS; DESCHRIJVER; KERRE, 2004)

Proposicdo 2. (BEDREGAL; TAKAHASHI, 2006a) Se T é uma t-norma, entdo
T :U? — U é uma t-norma intervalar, cuja expressio é dada por:

3.4.2 Conormas Triangulares Intervalares

Uma conorma triangular intervalar (t-conorma intervalar) também pode ser con-
siderada uma representacdo intervalar de uma t-conorma (BEDREGAL; TAKAHASH],
2006¢).

Definicdo 5. (BEDREGAL; TAKAHASHI, 2006c) A funcdo S : U? — U ¢é uma t-
conorma intervalar se, para todo X,Y,Z € U, as seguintes propriedades sio satisfei-
tas:
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5, Comutatividade:  S(X,Y) =5(Y, X),;

5, Associatividade:  S(X(S(Y,Z)) =S(5(X,Y), Z);
53 Elemento Neutro: $(X,0) = X,

5, Monotonicidade:  S(X,Y) < (X,Z) se Y < Z.

Proposicdo 3. (BEDREGAL;, TAKAHASHI, 2006a) A funcio S : U? — U ¢é uma
t-conorma intervalar se existem t-conorma S;, Sy : U? — U tal que S; < S5

S(X7 Y) = [SI<X’ X)v SQ(Xu ?)] (51)
O estudo da representacdo para as t-conormas foram introduzidos nos trabalhos

de (DESCHRIJVER; KERRE, 2005¢c; CORNELIS; DESCHRIJVER; KERRE, 2004). A
prova da préxima proposicio foi apresentada em (BEDREGAL; TAKAHASHI, 2006a).

Proposicao 4. Se S é uma t-conorma, entdo S : U? — U é uma t-conorma intervalar
dada pela expressdo:

3.5 Implicacoes e Coimplicacoes Fuzzy Intervalares

Esta secdo introduz os conceitos de implicaces fuzzy intervalares e coimplicacdes
fuzzy intervalares, mostrando as principais propriedades satisfeitas pelas implicacGes in-
tervalares e pela acdo do construtor dual (coimplicacdes fuzzy intervalares).

3.5.1 Implicacdo Fuzzy Intervalar

Definicdo 6. (BEDREGAL et al., 2007) Uma funcdo 1 : U? — U é uma implicacdo
fuzzy intervalar se as seguintes condicbes de contorno sdo satisfeitas:

I1: I(1,1) =1(0,0) =1(0,1) =1 e 1(1,0)=0.

Sejam X,Y,Z € U. As seguintes extensdes intervalares das propriedades apresen-
tadas na Secdo 2.3 s3o consideradas logo a seguir:

I2: Se X < Zentio I(X,Y) >1(Z,Y);
I3: Se Y < Z entdo I(X,Y) <I(X, 2);
I4: 1(0,Y) =1,
I5: I(X,1) = 1;

I6: I(1,Y) =Y.
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3.5.2 Coimplicacao Fuzzy Intervalar

Essa secao aborda as coimplicacdes fuzzy intervalares, definicdo e propriedades da
versao intervalar de uma coimplicacdo fuzzy.

Definicdo 7. A funcdo bindria] : U? — U é chamada coimplicacdo fuzzy intervalar
se satisfaz as seguintes condicdes de contorno:

J1: J(1,1) =J(1,0) =](0,0) =0 e J(0,1)=1.

Além das condicoes de contorno, também as propriedades de coimplicacdes fuzzy po-
dem ser naturalmente estendidas de uma abordagem pontual de J para a correspondente
intervalar JJ. Assim, para todo X,Y, Z € U, tem-se:

J2: Se X < Z entdo J(X,Y) > [(Z,Y);
J3: Se Y < Z entdo J(X,Y) < J(X, Z);

J4 : J(1,Y) = 0;
J5: J(X,0) = 0;
J6: J(0,Y) =Y.

3.5.2.1 Representacdo Canbnica de Implicacdo e Coimplicacdo

Considerando-se qualquer (co)implicacdo fuzzy, é sempre possivel obter canonica-
mente uma (co)implicacdo fuzzy intervalar. A implicacdo fuzzy intervalar assim obtida
satisfaz a propriedade de optimalidade, preservando as mesmas propriedades satisfeitas
para a implicacdo fuzzy.

Proposicao 16. (REISER; BEDREGAL, 2011, Prop. 6) (BEDREGAL et al., 2010,
Prop. 10). Sejam as funcbes (I).J (co)implicagdo fuzzy satisfazendo 12 e I3 (J2 e J3).
A func3o I (J), chamada de representacdo canénica de I(J) : U*> — U, é dada por:

I(X,Y)=[I(X,Y), [(X,Y))], (53)
j(X’ Y) = [J(Y> Z)? ‘](Xv ?)}7 (54)

Proposicdo 5. Sejam as funcbes (I)J (co)implicacdo fuzzy satisfazendo 12 e I3(J2 e
J3), entdo I é uma implicac3o fuzzy intervalar e J é uma coimplicacdo fuzzy intervalar.

Prova. (BEDREGAL; TAKAHASHI, 2006a) Por definicdo de I, nos temos que I =
{(z,y)|r € X,y e Y} C T = (X.,Y), e somente se [(X,Y) e I(X,Y) estdo ambos
em I, entdo:

X<r<XY<y<Y. (55)

Logo pelas propriedades 15 e I3, segue-se que:

I(X,Y) < I(z,y) < I(X,Y). 5

—~~
(@))]
~—

Entdo I(X,Y) e I(X,Y), sdo o infimo e o supremo, respectivamente e I(x,y) C I =
(X,Y). De forma analoga, prova-se para J. O

A Proposicdo 6 mostra que a representacdo candnica preserva a inclusdo monotdnica,
propriedade necesséria para assegurar a computabilidade de funcdes intervalares (SAN-
TIAGO; BEDREGAL; ACISLY, 2005, 2006).



45

Proposicao 6. (BEDREGAL et al., 2007, Proposicdo 6.2) Seja I é uma implicagdo
fuzzy sgtisfazendo IA2 e 13. Entdo para cada X1, X5,Y1,Yo €U, se X; C XoeY; C Y,
entdo 1(X1,Y1) C I(X3,Y5).

Na sequéncia, a Proposicdo 7 mostra que coimplicaces fuzzy intervalares que sao
antimonotdnicas no primeiro argumento e isoténicas no segundo argumento entdo satis-
fazem a dominancia da falsidade no antecedente e da veracidade do consequente.

Proposicao 7. Se uma coimplicacio fuzzy intervalar || satisfaz a Propriedade ]2 e JJ3,
entdo ]| também satisfaz a Propriedade J4 e JJ5.

Prova. Seja ] uma coimplicacio fuzzy intervalar e X,Y € U.

(i) Uma vez que Y < 1, segue-se queJ(1,Y) <J(0,1) por]J2. Além disso, J(1,1) =0
pelas condicées de contorno (J1). Assim, J(1,Y") < 0. Por outro lado, J(1,Y) >
J(Y,Y) por ]2 e J(X, X) = 0 por J11, significando que, J(1,Y) > 0. Portanto,
tem-se J(1,Y) = 0O,

(ii) Visto que X > 0, segue-se que J(X,0) < J(0,0) por J2. Além disso, J(0,0) =0
pelas condicées de contorno (J1). Assim, J(X,0) < 0. Por outro lado, J(X,0) >
J(X, X) por ]2 e]J(X,X) = 0 J10, significa que, J(X,0) > 0. Portanto, tem-se
que J(X,0) = 0.

3.5.3 Interpretacdao da Regra Condicional Fuzzy Intervalar

Sejam X # @ eY #0, A={(z,Ma(x)) |z € X} eB={(y, Ms(y))|y € Y}
conjuntos fuzzy intervalares definidos em X e Y, respectivamente. De acordo com (ZA-
DEH, 1965), (BAETS, 1997; CORNELIS; DESCHRIJVER; KERRE, 2004, 2006) e
(GASSE et al., 2006), as correspondentes funcdes intervalares de pertinéncia My :
X—U, Mg :Y— U sao dadas por:

Ma () = [Ma(x), Ma(2)], e (57)
Mg(y) = [Mp(y), Mp(y)]. (58)

E, tem-se que Ma(z) e Mg(y) denotam os graus intervalares de pertinéncia da variavel
x, tomando valores em X, e da variavel y, tomando valores em Y, nos conjuntos fuzzy
intervalares A e B, respectivamente.

Assim, a IvFL generaliza a FL, identificando intervalos degenerados em U com um
namero real em U. Além disso, a regra condicional fuzzy:

R (3.5.3): “Se x é A entdo y é B”,

pode ser definida por uma implicacdo fuzzy intervalar I : U? — U, estabelecendo a
seguinte correspondéncia:

(l‘, y) - H(MA(x)v MB<y)>

Pelas Eqgs. (57) e (58), uma imagem I(Ma (), Ms(y)) em U fornece interpretacdo
para o grau intervalar de verdade da condicional fuzzy intervalar, considerando a regra
R (3.5.3).
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Na construcao dual, as correspondentes funcdes de pertinéncia Ny : X — U,
Ng : Y — U sao definidas pelas expressoes:

Na(z) = [Na(z), Na(x)]=[Ns(Ma(z)), Ns(Ma(2))]; (59)
Ng(y) = [Ns(y), Ns(y)]=[Ns(Ms(y)), Ns(Mp(y))]- (60)

Neste contexto, para uma coimplicacdo fuzzy valorada intervalarmente J : U? — U,
o intervalo JJ(Na(x), Ng(y)) em U é interpretado como o grau de ndo verdade da regra
da condicional fuzzy R (3.5.3).

Desta maneira, Na(z) e Ng(y) indicam os graus de n3o pertinéncia do elemento
x € X ey € Y nos conjuntos fuzzy intervalares A e B, respectivamente, proporcionando
a correspondéncia entre os elementos de conjuntos X x Y e U:

(z,y) — J(Na(z), Ng(y))-

As relacdes descritas pela Def. 6 e as Eqs. de (57) a (60) estdo resumidas no
diagrama comutativo da Figura 7.

Figura 7: Interpretacdo das (co)implicaces fuzzy intervalares

3.5.3.1 Exemplos de Implicacbes e Coimplicacdes Fuzzy Intervalares

A extens3o intervalar das (co)implicacdes da légica fuzzy definidas em (LIN; XIA,
2006) é apresentada logo a seguir na Tabela 5 da Exemplificacdo 2, e para tal, considera-
se a notacao:

1. A da Eq.(47) como a operac¢do intervalar de minimo;

2.V da Eq.(48) para a operacdo intervalar de maximo; e

3. a negacdo forte Ng(X) = [Ng(X), Ng(X)].

Exemplo 2. Considera-se como exemplo a implicacio de Kleene-Dienes Ixp : U? — U,
e sua correspondente coimplicacdo (Ixp)y : U? — U, apresentada em (LIN; XIA, 2006),
para obter-se a abordagem intervalar:

<

) V(
)s A\

Consideracbes analogas podem ser descritas para as implicacées de Reichenbach
(Irc), de tukasiewicz (I ) e muitas outras, veja Tabela 5.

I(X,Y) = (1-X)VY)=V(1-X,Y)= [V

1-X,Y), V(1 -
]](X7Y) = ((I—X)/\Y):/\(].—X,Y):[A(l—Y, AL =

<
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Implicacao Fuzzy Intervalar

Coimplicacao Fuzzy Intervalar

KD:
RC:

LZ:

Zadeh:
pP.C.:
B.C.:
P.D.:
B.D.:

I(X,Y)=(1-X)VY

I(X,Y)=1-X+ XY

1, se X <Y;
IXY) =01 X4y sex>v
I(X,Y) = (1 X)V(XAY)
I(X,Y)=XY
I(X,Y)=0V(X +Y —1)
I(X,Y)=X+Y - XY
I(X,Y)=1AX +Y)

JX,Y)=(1-X)AY
J(X,Y)=Y — XY

0, se X >Y;
H(X’Y):{ Y-X seX<Y.
J(X,Y) = (1-X)A(XVY)
J(X,)Y)=X+Y - XY
J(X,Y) = LA(X +Y)
J(X,Y)=XY
J(X,)Y)=0V(X+Y—-1)

Tabela 5: Implicacées e Coimplicacdo Fuzzy Intervalares

3.6 Consideracoes Finais

Este capitulo descreveu os principais conceitos da légica fuzzy intervalar, auto-
morfismos intervalares, incluindo a interpretacdo de regras condicionais baseadas em
(co)implicagBes fuzzy intervalares. Na sequéncia, estes resultados serdo aplicados na
definicdo da classe de IvIFls e IvFCs obtidas por funcdes intervalares de agregacdo idem-
potentes e pares de funcdes intervales duais.



4 IMPLICACOES FUZZY INTUICIONISTAS INTERVA-
LARES

Neste capitulo as implicacdes fuzzy intuicionistas intervalares sao estudas, incluindo
propriedades e exemplificacdo. Introduzimos entdo a extensdo intervalar da classe de
implicacdes intuicionistas obtidas por um conjunto de agregadores fuzzy intervalares e
pares de funcdes intervalares duais, uma implicacdo fuzzy intervalar e sua correspondente
coimplicacdo fuzzy intervalar.

4.1 Conjuntos Fuzzy Intuicionistas Intervalares

Esta primeira sessdo reporta alguns conceitos de légica fuzzy intuicionista intervalar,
apresentando alguns conectivos nesta abordagem fuzzy e principais propriedades.

A teoria dos conjuntos fuzzy intuicionistas intervalares (ATANASSOV, 1989) gene-
raliza a teoria dos conjuntos fuzzy intuicionistas propostos por Atanassov (ATANASSOV,
1986). Dado um conjunto fuzzy intuicionista intervalar A, associa-se a cada elemento
x € X, sendo X um conjunto n3o-vazio, um grau de pertinéncia intervalar Mz (x) e o
grau de n3o-pertinéncia intervalar N (x). Desta forma um conjunto fuzzy intuicionista
intervalar A é representado por tuplas (x, Mz (z), Na(z)).

A teoria dos conjuntos fuzzy intuicionistas intervalares agrega a imprecisdao ao grau
intervalar de pertinéncia Mj(z), e de ndo-pertinéncia Nj (), incluindo os seus com-
plementos intervalares, os quais n3o sdo necessariamente iguais ao grau intervalar de
ndo-pertinéncia e de pertinéncia, respectivamente. Desta maneira, estende-se a notacdo
dos conjuntos fuzzy intuicionistas, justificando um estudo estendido das relacdes de or-
dem e demais propriedades que caracterizam esta teoria preservando as caracteristicas
dos conjuntos fuzzy e dos conjuntos fuzzy intuicionistas intervalares.

Considere U = {X = (X}, X,) € U?|X; + X, < 1} e os conjuntos fuzzy intuicio-
nistas intervalares

A= {X = (Ma(x), Na(@))|# € X} e B= (¥ = (My(y), Ng()[§ € Y},
tais que, Vo € X,y € Y, tem-se:
Mz (x) + Ni(z) < 1; Mg(z) + Ng(z) < 1.

Para quaisquer X = (X1, X5), Y = (Y1,Y3) € U X;+X,>1eY; +Y, > 1,
consideremos as seguintes relagdes binarias (BUSTINCE; BURILLO; SORIA, 2003):

(z)f( <{r Y se, e somente se, X; < Y] e Xy > Yo (61)

(z’z’)X <0 Y se, e somente se, X; <Y; e Xy < Y. (62)
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A cada conjunto fuzzy intuicionista intervalar tem-se duas projecGes associadas,
lg, g : U — U, definidas pelas expressoes:

lp(X) = Ip(X1, Xa) = Xy, (63)

rg(X) = rg(Xy, X2) = X (64)

_ Considera-se também o subconjunto de D ¢ U denominado conjunto diagonal de
U e dado por:

D = {X : Ig(X) + rg(X) = 1}.

Assim, um elemento da diagonal (ou seja X € D é da forma ([z,z],[1 — z,1 — ]).
Portanto, se (X,1 — X) é um elemento diagonal de U, X e Ng(X) sdo intervalos
degenerados, ou ainda, X, Ng(X) € D[U].

Na sequéncia, as principais operacdes e conceitos relacionados para os conjuntos
fuzzy intuicionistas intervalares sao estudados. Ampliando alguns dos conceitos como
o indice fuzzy intuicionista intervalar e realizando o estudo de alguns dos principais
conectivos da légica fuzzy intuicionista intervalar, tais como negacdo, implicacdo fuzzy
intuicionista intervalar, algumas das propriedades e exemplificacdes sao consideradas.

O presente trabalho tem foco no estudo das implicacoes fuzzy intuicionistas interva-
lares, por considerar as relevantes aplicacoes para modelagem da indecisdo e incertezas
em areas como o processamento de imagens (XU; YAGER, 2009), entre outras tantas.

Logo, na proxima sessao descreve-se a principal contribuicao deste trabalho, a exten-
sdo do trabalho de (BUSTINCE; BARRENECHEA; MOHEDANO, 2004) para a aborda-
gem intervalar e, realiza-se a andlise de algumas das propriedades presentes na literatura.

4.2 Conceitos de Logica Fuzzy Intuicionista Intervalar

Esta secdo estende o trabalho proposto em (BUSTINCE; BARRENECHEA; MO-
HEDANO, 2004) apresentando a definicdo para as implicacdes fuzzy intuicionistas inter-
valares e descrevendo as principais propriedades analisadas brevemente, pois os resultados

sdo apresentados em (VISINTIN; REISER; BEDREGAL, 2011).
4.2.1 Negacao Fuzzy Intuicionista Intervalar

A funcdo IN : U — U é uma negacao fuzzy intuicionista intervalar se

N1 : N(0) =IN(0,1) = 1 e N(1) = IN(1,0) = 0;
N2 : Se X > Y entio N(X) < N(Y), VX,Y € U.

Negacdes fuzzy intuicionistas intervalares que satisfazem a propriedade involutiva:

N3 : N(N(X)) = X, VX e U.

sdo chamadas negacdes fuzzy intuicionistas intervalares fortes (SIvIFN).
A extens3o intuicionista intervalar da negacdo padrdo é uma SIVIFN expressa por:

Ns(X) = Ng(X1, X3) = (Xa, X1). (65)
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4.2.2 indice Fuzzy Intuicionista Intervalar

O indice fuzzy intuicionista é considerado do grau de hesitacdo de z em A, ou
seja, € a medida de indeterminacdo obtido através da negacdo da soma dos graus de
pertinéncia e de n3o-pertinéncia. Que este calculo, sé faz sentido quando estes graus
nao sdo complementares, ou seja, sdo intuicionistas.

O célculo que mede a magnitude do grau de fuzzicacdo de um conjunto intuicionista é
chamado de entropia intuicionista, sendo que este calculo faz uso do indice intuicionista,
veja (BUSTINCE; BURILLO, 1995; HONG, 1998).

Definicdo 8. Sejam Ma(x) e Na(z) graus intervalares de pertinéncia e de néo-
pertinéncia do elemento x € X em um conjunto fuzzy intuicionista intervalar A, res-
pectivamente. A funcdo I1 : U — U, define o indice fuzzy intuicionista intervalar
de um elemento x em um conjunto fuzzy intuicionista intervalar A, pela expressio:

[Ta(x) = Ng(Ma(z) + Na(z)) (66)

Baseado na Def. 8, segue-se que Ila(z) < Ng(Ma (7)) = V(Ns(Ma(x)), Na(z)).
E, quando X = (Ma(x), Na(z)) = (X1, X2) € U, denota-se II5(x) por II;. Assim, a
Eq. (66) pode ser expressa por Iy = INg(X; + X3), com 0 <y I1¢ <y 1.

Proposicdo 17. Uma IvIFl de X = (X1, X5) € U pode ser caracterizada por:
HX - [NS(X1+X2),NS(X1+X2)} (67)

Prova. Quando X = X+ X, pela Def. 8 e Eq. (65), considera-se que 113 = Ng(X;+
XQ). Ent§o, Ns(X) = Ns[(X1 + XQ,Xl + XQ)] = [NS(Xl + Xg), Ns(X1 + Xg)]
Assim, Eq. (67) € verificada. m|

Proposicdo 18. Considere U = {(x1, 1) € U?|x; < Ng(x2)} e 7z € o indice fuzzy
intuicionista de & = (x1,1,) € U, dado por 73 = Ng(x1 + x3) (veja (BUSTINCE;
BARRENECHEA; MOHEDANO, 2004, Section 1.2)). Ento, considera-se para todo
X = (X1, X,) e U.

Uy = 7 x5 T0xo))-

Prova. Uma vez que X; + X5 <y 1LLX; + X < 1l e X; + X, < 1,
o que significa (X1,X5) (X;,X,) € U. Assim, afirma-se que Tl(x, x,

N5<X1 + XQ) = [Ns(Xl +X2);N5<X1 +X2)] Portanto, tem-se que H(X17X2) =
[Ns(X1+ X2), No(Xi + Xo)| = [T 55) T(x0,x0)])- m

4.3 Automorfismos Intuicionistas Intervalares

Para todo X,Y € U, seja <@ sendo a relacdo em ordem U, definida pela Eq. (61),
o que significa X; <y Y; e Xy >y Y5. Portanto, segue-se que:

X <gYimplica que X; <Y1, X; <V}, b >Yoe X; < V5. (68)

Adicionalmente, 0 = (0,1) < X <7 Y <g 1 = (1,0), para todo X,Y € U.
Definicao 9. A funcido © : U—>U e: um automorfismo intuicionista intervalar
(IVIA) em U se ele é bijetivo e X <p Y, se e somente se X1 <y XoeY; >y Ys. O
conjunto de todos os IvIAs em U é denotado por Aut(U).
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Seja Aut(U) o conjunto de todos os automorfismos em U. Assim, (Aut(U),0) é
um grupo, ele é fechado sob a composicéo; e para todo ¢ € Aut(U) existe o inverso
¢! € U com a func3o identidade em U sendo o elemento neutro.

A aco de um IVIA @ : U — U numa funcdo fuzzy intuicionista IF : U" — U é tam-
bém uma funcio fuzzy intuicionista IF® : U - U chamada conjugado intuicionista
intervalar de [, definida para todo Xi,..., X, € U a seguir

FO(X,,... . X,) = @*%H@(Xl),...,@(m)). (69)

Concluindo, a Proposicéo 19 garante que, para todo X = (X,1-X) € D, @
preserva elementos diagonais em U, isto é I(P(X)) + rg(P(X)) = 1:

Proposicdo 19. Seja ® um automorfismo intuicionista intervalar em U. Entgo,
®(D) =D.

Prova. Segue diretamente pela Definic3o 9, restrita ao subconjunto ID. O

4.3.1 Relacio entre Aut(U) e Aut(U)

Primeiramente, considera-se que ¢y-representavel é um automorfismo em U na
ordem obtém-se IvlAs a partir de automorfismos intervalares.

Proposicdo 20. Seja ¢ : U — U um automorfismo intervalar em U. A fungdo
[¢]: U — U dada por

[1(X) = ((X1), 1 - b(1 — X)), (70)

para todo X = (X1, Xp) € U, é um IVIA chamado de automorfismo [¢]-
representavel em U.

Prova. Primeiramente, para todo X = (X1, Xs) € U, X1 <y 1— Xs5. Pela monotoni-
cidade de ¢ segue-se que $(X7) <y (1 — X3). Assim, ¢(X1)+1 — (1 — Xs) <y
1. Portanto, M)HN] C U implica que (] € bem definida. Agora, [¢] 0) =
(¢(0),1 — $(0) = 0e analogamente, [¢](1) = (d(1),1 — $(1) = 1. Além disso,
seja X,Y € U tais que X = (X1, X,) <g Y = (Y1,Y3). Entdo, pela Eq. (68),
considera-se que X; <y Y1 e X5 >y Ys. Pe/a monotonicidade da funcdo ¢, tem-se
que (X1) <u ¢(Y1) el —h(1 — X)) >p 1 — d(1 — Yy). Assim, se X <g Y entdo
[$](X) <g [®]Y). Portanto, pode-se concluir que [$] é uma funcdo monoton/ca
em U. Na construcdo inversa, quando [$](X) <g [®](Y), pela Eq. (70), assume-
se que (d(X1),1 — d(1 — X)) <g (¢(Y1),1 — $(1 — Y2)), ou equivalentemente,
d(Xy) <u (Y1) e (1 — X3) <y &(1 —Y3). Uma vez que & é um automorfismo
em U, segue que X, <y Y1 e Xy <y Y5. E, ambas inequacdes anteriores demandam
X <y Y. A bijecio de [d], segue-se de forma direta a partir da bijetividade da funcio
¢ e pela Eq. (70). O

Proposicdo 21. Para todo ¢ € Aut(U) e X € U, o operador [ | : Aut(U) —
Aut(U), definido pela Eq. (70), é uma bijecio que preserva a relacdo de ordem.

Prova. Direta pela Proposicao 20. O

Pela restricdo do subconjunto dos diagonais D em U, considera-se as funcdes de
projecio, para todo X = (X,1-X) € D, é possivel obter um automorfismo inter-
valar a partir de um automorfismo intuicionista intervalar, como mostrado abaixo, na
Proposicdo 22:
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Proposicio 22. Seja ® : U — U um automorfismo intuicionista intervalar em U.

Entdo ®;,®,, : U — U sdo automorfismo em U respectivamente obtidos pelas

funcbes de projecdo apresentadas nas Eqs. (63) e (64) dada pela seguinte expresso:
(Dllg<X) = lIfJ((D(Xa]-_X))v (71)
0, (X) = 1-rg(®(X,1-X)). (72)

Prova. Apresenta-se a prova da Eq. (71). A outra prova pode ser feita ana/ogamente.
Primeiramente, uma vez que ®; (0) = lg(®(0)) = Ig(0) = 15;(0,1) = 0 e O, (1) =
lg(®(1)) = Ig(1) = Ig(1,0) = 1, as condicées de contorno s3o preservadas pelas
funcées @, . Agora, supbe-se que, X[(X 1- X) = ([, 2],[1 — 2,1 —z]), ¥ =
(Y,1-Y) = ([y,y],[1 —y,1—y]]) € U tais que X <y Y. Entdo, pela Eq. (68), segue
que X <y Y el — X >y 1-—Y. Adicionalmente, baseada na monotonicidade de @ e
das funcdes de projecio em U, tem-se que:

iy (X) = Ip(®(X, 1~ X)) <y l(®(Y,1 - V) = Dy (V).

U

Portanto, @, é uma fun¢do ndo-decrescente. Com base na especificidade do comple-
mento 1 — X de cada X € U, segue que:

q)l@(Xl) = q)ll[j(XQ) ~ l@(q)(Xl, 1-— Xl)) = luj(@(XQ, 1-— XQ))
e O(X,1-X1) = O(Xs, 1 — X).

Adicionalemnte, pela monotonicidade de ®, também podemos concluir que CDZID(X 1) =
(O (Xs) & X; = X,. Assim, @, € uma fungdo injetiva em U. Além disso, uma vez
que @ é um automorfismo, para todo Y =l o ®(X,1 — X) € U existe X € U tais
que @, (X) =Y. Portanto, @, € Aut(U). O

Proposicao 23. Quando ® : U — U é um automorfismo intuicionista intervalar,
Oy, = P,

Prova. Para todo X € U, segue-se que:

O, (X) = 1—rg(®(X,1—-X)) pela Eq. (72)
= 1 —rg(Py,(X,1— X)) pela Eq. (73)

= 1 rg(®,(X),1— D (X)) =11+ Dy (X) = Dy (X) pela Eq. (70)

o

Portanto, ;. = &

U -

O

Proposicio 24. Seja ® : U — U um automorfismo intervalar ® : U — U é um
automorfismo ®-representavel. Entdo, segue que q’z@ =0 = CIDWJ.

Prova. Para todo X € @, tem-se que:

O (X) = Ilg(P(X, 1~ )) pela Eq. (71)
= lg(®(X),1 (X)) = O(X) pela Eq. (70)
P, (X) = 1-rg(®(X,1- X)) pela Eq. (72)
= 1 rg(D ) _O(X)=1—1+O(X) = O(X) pela Eq. (70)

Logo, conclui-se que CI>l[fj =Q = (I)r@- m|
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Na proxima proposicdo, mostra-se que IvIAs em U sio preservados pela composico
entre o operador | | : Aut(U) — Aut(U), definido na Eq. (70), e automorfismos
intervalares @;_, @, : U — U obtidos pelas Eqgs. (71) e (72), respectivamente.

Proposicio 25. Quando ® : U — WU é um automorfismo intuicionista intervalar
e considerando ®;_, ®,. : U — U obtido pelas Eqs. (71) e (72), respectivamente.
Entdo, segue-se que:

@] =0 e [¢], = b (73)
Analogamente, pode ser obtida para a projecio a direita.

4.3.2 Relacio entre Aut(U) e Aut(U)

Proposicdo 26. Para todo X = (X, X,) € U e ¢ € Aut(U), seja [¢] : U — U uma
funcao definida por:

[6](X) = ([6(X1), 6(XD)], [1 = ¢(1 — Xp), 1 — 6(1 = X)), (74)

é chamado um automorfismo ¢-representavel em U. Ent3o, para todo X € U,
¢, m,0 € Aut(U), tem-se o seguinte:

(i) [¢] é uma funcdo bem definida em U;

(ii) [¢] preserva as condicées de borda: [¢](0) = 1 e [¢](1) = 0.
(iii) X <g Y, se e somente se, [¢](X) <g [¢](Y).
(iv) [¢] € Aut(U);

(v) [¢] = idg sempre que ¢ = idy;

(vi) [¢] o [7] =[¢pon];

(vii)) [o7] = [o]7";

(viii) ([¢] o [x]) o [6] = [¢] o ([m] o [d]);

Prova. Considere [¢] tal como definido na Eq. (74).

(i) Por hipdtese, se X = (X1,X5) € U entdo X, +X, <y 1 isso implica que Xi+X, <
leX, +X, <1. Uma vez que ¢ é uma funcio nio-decrescente, tem-se que
H(X)) < B(1-X5) e 3(X3) < 6(1— ), ou equivalente, 6(X,)+1—p(1—Xy) <
leg(X1)+1-¢(1-X,) < 1. Assim, [¢(X1)+¢(X1)]+[d(1—X3), ¢(1—X5)] <
1y, conclui-se que [¢| é bem definida.

(ii) [¢](0) = [#](0,1) = ([¢(0),6(0)], [1 = ¢(0),1 = ¢(0)]) = (0,1) = 0 e [¢](1) =

)
[#](1,0) = ([¢(1), o(1)], [1 = ¢(1),1 = $(1)]) = (1,0) = 1.
(i) Quando X

}7 ntio X1 <y Y1 e Xo >y Ya. Assim, ¢(X;) <y o(Y;) e
[¢( 1), ( )] S [6(Y1), 9(Y1)]. Analogamente, $(X5) >u ¢(Y2) e [1 — (1 —
Xs),1 X2)] > [1 —¢(1 —Y3),1 — ¢(1 —Ys). Portanto, considera-se

que [gb]( ) o [0](Y). Agora, considerando que [¢](X) <y [¢](Y), tem-se duas
situagdes: (1) [6(X1), 6(X1] <u [6(V2), ¢(V1], que significa ¢(X1) < ¢(V3) e



54

d(X1) < ¢(Y1). Uma vez que ¢ é um automorfismo em U, X; <y Yi. (2)
[1— (1 — Xp),1 — (1 — X5)] >u [1 — o1 —Ya),1 — ¢(1 — Ya)] e entdo,
H(1 —Xa) < (1 — Xs) e p(l — XQ) < ¢(1 — Xy) considera-se que Xy > Y; e
X, > Y,. Portanto, basedo em (1) e (2) tem-se que X <y Y. Assim, conclui-se
que X < Y, se e somente se, [](X) <g [¢](Y).

(iv) Direta a partir da (ii) e (iii) e da bijecio de um automorfismo ¢ em U.
(v) Direta pela Definicio apresentada na Eq.( 74).

(vi) Baseado na monotonicidade de 7 e ¢ segue-se que:

[rodl(X) = ([rod(Xy),mod(X1)],[1 - (ro¢)(1~Xs), 1~ (moo)(1—Xp)])
= [7]([¢(X1), o(XD)], [1 = 6(1 = X3),1 = 6(1 = X,)])
= [7] o [¢)(X1, Xs) = [7] o [¢](X).

(vii) Baseado na bijecdo de ¢, segue-se que:

[Blolo™1(X) = [9)([¢""(Xp), ¢ " (XD, [1 -9 '(1
= ((poo ' (X1), (poo™" (X1 ] (¢
= ([X1, X1],[Xp, X)) = (X1, X2) =

—Xp)1- 671 - X))
0 67 (Xo), (6067 (X))
X.

Analogamente, pode ser provado que [¢~'] o [¢](X) = X. Portanto, [®~!] =

([o])~".
(viii) Direta pela associatividade de um automorfismo ¢ em U.

O

Proposicao 27. Se ¢ o é um mapeamento comutativo, entdo || o [r] é também um
mapeamento comutativo.

([Aleo[@N(X) = ([r]e[®
[

= [rJ([6(X0), o(XD)] [(1 = §(1 = Xp)), 1 = (¢(1 — X3)])
= ([mo¢(X1), 0 p(X1)] [(1 = (w0 ¢)(1 = Xy), (1 — (7o ¢)(1 - X))])
= ([pom(Xy),pom(X][(1 = (pom)(l = Xy), (1= (¢om)(l-X3))])
= ([@)([=(Xp), m(X1)]), [(1 = 7(1 = X), (1 = 7(1 = X2))])
= ([®] o [7])(X1, Xa)

Portanto, conclui-se que [r] o [®] = [®] o [7].

Proposicdo 28. Aut([®](U),o) é um grupo (abeliano) sempre que Aut(U,0) é um
grupo (abeliano) .

Prova. Direto pela Proposicdo 26, e por (iv), (v), (vi) e (vii). O

Seja ¢ € Aut(U) e [¢] € Aut(U) é um IvIA obtido por ¢ em U de acordo com a
Eq. (74), a Proposicio 29 afirma que [¢] preserva elementos diagonais em U. Analoga-
mente, a Proposicdo (30) mostra que a correspondente projecdo em U também preserva
intervalos degenerados.
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Proposicao 29. Seja ¢ € Aut(U). [¢](ID) = D.

Prova. Para todo [v1,11],[rs,25] € DD, segue-se que [®]([x1,z1][xs,20]) =
([b]([x1, 21]),1 — [d]([1 — 22,1 — x3])) o que significa que [®]([x1,x1][xa, x2]) =
([P(z1), p(1)], [T = o(1 = x3),1 — &(1 — x3)]).  Uma vez que [¢(x1),p(21)] e

[1— (1 —x2),1 —@(1 — xq)] sdo intervalos degenerados, um automorfismo [®] em U
preserva intervalos degenerados. O

Proposicdo 30. Seja X € D. Entdo [¢], (D) = D.

Prova. Se X € D, I5(X) + rg(X) = 1 tais que [¢
Eq. (74) isso também significa que [$](X) =

1. Assim, conclui-se que [¢](X) € D. O

4.3.3 Relacdo entre Aut(U) e Aut(U)

Seguindo a mesma construcdo de secBes anteriores, um automorfismo "d7-
representavel em U a fim de obter a partir de IvIAs automorfismos intuicionistas.

Proposicdo 31. Quando ® € Aut(U), para todo X = (X1, X,) € U, uma funcdo
® : U — U dada por

r(I)—I<X) - ([lg(@(&, 1_71))’ 1_TU(®(&7 1_71))]7 [1_10((1)(1_&7 E))v TU((I)U_XZ;XZ))]

(75)
é um IvIA chamado automorfismo " ® '-representavel em U.

Prova. Desde que X = (X1, X5) € U, tem-se que (X1,1—X;) <5 (1— X3, X,). Pela
monotonicidade de ® e das projecées l; e r, ambas condicbes mantém:

((lgo®)(X1,1-X1),rpo®)(1-X;, X)) €U e
(Ig 0 ®)(1 — X9, X), (rg 0 ®)(1 — X, X3)) € U.

Portanto, pode-se garantir que

(150 @) (X1, 1~ K1), 1 —rpo@)(1 - X, Xy)] € Ue
(10 @)(1 — X, o), (1 g 0 B)(1 — Xy, Xo)] € U.

Além disso, também verificam-se as préximas condicoes:

1
1

(ZU © CI))(&, 1 _Yl) + (ZU © (I))(l _&72)

<
(I=rgo®)(1-X1, X1)+ (1 —rgo®)(1-XpX3) <

Assim, pode-se concluir que "®7(X) € U, para todo X € U, significando que ™ 7 é
um operador bem definido. A monotonicidade e bijetividade de " '-operador segue a
partir da monotonicidade e bijetividade do ®automorfismo e projecées em U. i

Proposicdo 32. O operador "7 : Aut(U) — Aut(U), na Eq. (75), é uma bijecio
preservando a ordem.

Prova. Segue direta, a partir da Proposicdo 31. O
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Proposicio 33. Seja @ : U — U um automorfismo intuicionista intervalar e O, O,
U — U sdo automorfismos intervalares, respectivamente definidos pelas Eqs (72)
e (71). Entdo, para todo & = (z1,x3) € U, a funcio Oy : U — U definida por

O, (%) = (lu o lg o O([x1, 21], [72, 2]), by 0 iy © D ([21, T1], [T9, 22]))  (76)
Qg (Z) = (ruolgo O([x1, 1], [x2, T2]), 7v 0 Ty © Ly — O([71, 1], [72, 72]))  (77)

€ um automorfismo intuicionista.
Prova. Direta a partir da composicdo de automorfismos e suas funcbes de projecdo. O

Resumindo os estudos referentes a automorfismos, o diagrama da figura a seguir
apresenta alguns dos principais resultados obtidos. Veja que as Eqs. (43a) e (43b)
juntas com as Egs. (11)a e (11)b estdo relacionados ao isomorfismo da Proposicdo 11
e 3, respectivamente. Analogamente, nas Egs. (71) e (72) e Egs. (76) e (77) sédo
analisadas na Proposicdo 22 e 33, respectivamente.

Figura 8: Comutatividade entre classes de automorfismos.

Para todo X, o conjugados da negacdo intuicionista intervalar de IN; : U—->Ué
também uma negacio intuicionista intervalar N® : U — U definida por

N7 (X) = &' (N (D (X). (78)

Seja IN; uma negacdo fuzzy intuicionista. A funcdo IN;, N, : U — U séo ambas
negacdes fuzzy intervalares definidas por

N, (X) = 1IN (X, 1 = X)); (79)

N, (X) = 1-rg(N;(X,1-X)). (80)

Denotando por C(IN;) a classe de negacdes fuzzy intuicionistas intervalares,alguns

dos principais resultados obtidos pelo conjugado da negacao fuzzy intervalar e estudos
relacionados, estdo resumidos no diagrama da Fig 9.

Proposicao 34. Seja IN; uma negacdo fuzzy intuicionista intervalar. As fungdes
Nig s NV, : U — U sdo ambas negacdes fuzzy intuicionistas definidas por

U
Nigp(T1,72) = lyolg o INy([z1, 1], [22, 22]); (81)
Nr@,m (z1,22) = 7TUO rg© NG ([21, 1], [22, 22]). (82)

Analogamente, os resultados ja apresentados relacionados ao conjugado da nega-
cdo fuzzy intuicionista juntamente com a Proposicdo 34 é apresentado no diagrama
comutativo da Fig. 10.
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C(Ny) x Aut(D) 2408 C(N;)
Eqs.(79)(80)| | Egqs.(71)(72) FEqs.(79)(80)
CN) x Aut(U) ZEH) oy

Figura 9: RelacGes entre classes do conjugado da negacdo fuzzy C(IN;) e C(IN) relaci-
onando com as familias de automorfismos Aut(U) e Aut(U), respectivamente.

CNy) x Aut(D) 2408 C(N;)
Eqs.(81)(82)| | Eq.(75) FEqs.(81)(82)
C(Ny) x Aut(U) Pa.(14) C(Ny)

Figura 10: Relacionamento entre classes do conjugado da negacdo fuzzy C(N;) e C(N)
relacionando familias de automorfismos Aut(U) e Aut(U), respectivamente.

4.4 Implicacoes Fuzzy Intuicionistas Intervalares

Um operador de implicacao intuicionista intervalar é uma func3o binaria respeitando
as condicdes de contorno referentes as implicacdes classicas:

Definicdo 10. Uma funcdo intuicionista intervalar I; : U? — U é uma implicacio
fuzzy intuicionista intervalar se satisfaz as seguintes condicdes:

]I]ll ]11(17 i) :Hj(ﬁ, i) :Hj(ﬁ, 6) = i e H[(i, 6) = 6,'

Definicdo 11. Uma implicacdo fuzzy intuicionista intervalar (IvIFI) (Jr)I; U2 - U
e satisfazendo, para todo X.,Y  , Z €U, as propriedades:

]I[2 : XSZ@H[

I[]5 : ]I[(X, i) = i,’

Estendendo a definicdo de implicagcdo apresentada em (FODOR; ROUBENS, 1994),
uma implicacdo fuzzy intuicionista intervalar é apresentada a seguir:

uma

Definicdo 12. Uma implicacdo fuzzy intuicionista intervalar I; : U? — I[NJ é
c U, as

funcdo satisfazendo a condicdo de borda I;(1,0) = 0 e, para todo X,Y,
propriedades 1;2,1;3,1;4 e I;5:

Em (VISINTIN; REISER; BEDREGAL, 2011) apresenta-se a definicdo de implicagdes
fuzzy, mostrando que uma implicacdo fuzzy intuicionista intervalar I; pode ser gerada
por um conjunto finito de funcdes de agregacdo M e por pares de funcdes mutuamente
duais (I, Iy), no caso, a implicacdo intervalar I e sua correspondente coimplicacdo
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intervalar [y, obtida a partir da negacdo intervalar forte IN. Esta classe de IvIFls esta
baseado no trabalho de apresentado em (BUSTINCE; BARRENECHEA; MOHEDANO,
2004) .

Teorema 1. (VISINTIN; REISER; BEDREGAL, 2011, Teorema 1) Sejam I uma im-
plicacdo intervalar (Def.15), Iy a coimplicacdo intervalar associada a 1. Considere
My U? - U, i € {1,2,3,4} como um conjunto de funcSes de agregac3o intervala-
res idempotentes tais que, para todo X,Y € U,

M, (X,Y)+M3(INg(X),INs(Y)) > [1,1]; e Ma((X,Y)+My(INg(X),INg(Y)) <

Entso, para todo X = (Xl,XQ),f/ = (Y1, Y3) € U, a func3o bindrial; : U? — U é
uma implicacdo fuzzy intuicionista intervalar definida por:

I;(X,Y) = (I(M;(X1, Ns(X2), Ma(Y1, Ng(Y¥2)))),

In(Ms(Ns(X1), X2), Ma(INg (Y1), ¥2))). (84)

Eq. (84) pode ser expressa pelas projecées a seguir:
(lg o Ir) = I(IM1 (X1, Ng(X2), M2 (Y1, Ns(Y2)))) (85)
(rg o I7) = In(M35(Ns(X1), X2), My(Ng (Y1), ¥2))) (86)

As propriedades listadas na Def. 15, s3o analisada em (VISINTIN; REISER; BEDRE-
GAL, 2011). A seguir, descreve-se as propriedades inerentes as implica¢des fuzzy intuici-
onistas, de acordo com (BUSTINCE; BARRENECHEA; MOHEDANO, 2004), considera-
se as IvlFls.

4.4.1 Analise de Propriedades das Implicacoes Fuzzy Intuicionistas Intervala-
res

Um operador de IvIFl pode exigir a verificacdo de algumas propriedades ineren-
tes as implicacdes fuzzy intuicionistas, veja (BUSTINCE; BARRENECHEA; MOHE-
DANO, 2004; CORNELIS; DESCHRIJVER; KERRE, 2006) e (CORNELIS; DESCHRIJ-
VER; KERRE, 2004). Neste contexto, considera-se a seguir as propriedades verdadeira-
mente fuzzy intuicionistas (VISINTIN; REISER; BEDREGAL, 2013):

176 11, 3 7) < Tlans(x). 1), In(Ns (X1).¥2)):

L7 1;(X,Y) =g (I(Ns(Xs), Y1), In(Ns(X1), Y2));
I8 Iy, x ) < V(Ns(X1), Ns(Y1));

;9 Se X =Y entdo Oy, 9 =11
I;10 Se lI¢ = Iy entdo IIy ¢ v,

e

M.

Proposicio 35. Seja I, : U? — WU um operados de IVIFI cujas projecSes sdo dadas
pelas Egs. (85) e (86). 1 verifica 1,6 e ;7.
Prova. Seja Mic1,2,34) operadores de agregacdo intervalares idempotentes. Entao,
tem-se que:

X1 <M (X1, Ng(X2)) < Ng(X2); e Y1 <IMy(Y1,INg(Y2)) < Ng(Y2);

(
Xy <M3(X5,INg(X71)) < Ng(Xq); e Yo <IMy(Ys,INg(Y1)) < INg(Y).

Por ;1 e 1,2, tem-se que: (i) I(IM;(X;,Ng(X2)), Ma(Y1, Ng(Y2)) > I(INg(X5), Y7);
e (i) In(M35(X2, N (X1)), Ma(Y2, Ng(Y1)) > INn(INs(X1), Ya).



59

;6 Por(i)e (ii), I;(X,Y)+1;(X,Y)>I(Ng(Xz),Y1) + In(Ng(X1),Ys). Assim, tem-
se que H]II((X17X2)7(Y17Y2)) < H(H(NS(X2),Y1)JIN(NS(X1),Y2))' Assim, verifica 1;6.
I;7 Baseado em (i) e (i),  mostra-se que 1;((X1,X3), (Y1,Y2)) =

(I(INs(X32), Y1), In(INg(X1),Y3)) o que significa que, I; satisfaz 1,7,
O

Proposicao 36. Seja II; um operador de IvIFl cujas projecées sdo dadas pelas
Egs. (85), (86). 1; verifical;8 se I(X,Y) > A(X,Y).

Prova. I;(X,Y) + [;(X,Y) > I;(X,Y) > A(X1,Y1). Se[(X,Y) > A(X,Y), entdo
I, (X, Y < Ng(A(X1, Y1) = V(Ns(X1), Ng(¥7)). O
Proposicao 37. Seja I; um operador de IvIFI, considerando as funcbes de projecdo
apresentadas nas Egs. (85), (86). Se 1l verifica 1,9 entdo também verifica 1;10.
Prova. Direta. O

Definicao 13. Uma IvIF] I,: U% »U satisfazendo, para todo X,Y €D, a propriedade
adicional

]I[].]. HHI(XS/) = 0,'
é chamada uma IvIFl que preserva os elementos diagonais.
Lema 2. II; = Oy, se e somente se, X eD.

Prova. Il = Oy < INg(X; + X») = Oy. Assim, tem-se [13 = 1y — (X; + X») =
Oy & [1 — X;+ Xo;1 — Xy + Xy] = Oy. Além disso, isto também significa que
g =X+ Xo=1and X;+ X5 =1¢ X; = Ng(X3) and X; = Ng(Xs). Portanto,
My =X & X ecD. O
Proposicio 38. Um operador de IvIFI I; : U? — WU é um operador preservando os
elementos diagonais, se e somente se, III(X', 57) e D, implicaem X,Y e DC U.

Prova. (=) Se Il preserva elementos diagonais entdo pela Def. 13, Iy, xy) = 0
quando X,Y € ID. Portanto, pelo Lema 2, 1;(X,Y) € D. (<) Seja X, Y € D. Se
III(X,?) € D, entdo existe Z = (z1,22) € D, o que significa que zy = 1 — z,, tal
que 1;(X,Y) = Z. Portanto, Iy, x.v) = Iz = Ns(z1 + z2) = Ng(1) = 0. Por isso,
HH,( X9 = 0 e, conclui-se, pelo Lema 2, I; uma IvIF| preserva elementos diagonais. O

4.4.1.1 Exemplos de Implicacbes Fuzzy Intuicionistas Intervalares

Considerando as implicacdes da lbgica fuzzy apresentadas em (LIN; XIA, 2006),
exemplifica-se as seguintes implicacdes fuzzy intuicionistas intervalares das mesmas.

Exemplo 3. Sejam as funcées de agregacio em M, : U? — U definidas por:
M;(X,Y) =M3(X,)Y) = V(X)Y)=[V(XY), V(X Y)]; (87)
My(X,Y) = My(X,Y) = A(XY)=ANXY)AKTY).  (88)

Considere também a versdo intervalar para a implicacdo de -t ukasiewicz's e sua corres-

pondente coimplicacdo, obtida a partir da negacdo forte Ng(X) = [Ng(X), Ng(X)]:

]I(va) = [/\(LNS(Y)+K)’/\(1>NS(X)+?)];
L. (X,Y) = [V(0,Y - X),v(0,7 — X)]
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A versdo intervalar para a implicacio fuzzy intuicionista introduzida por K. Atanassov
e G. Gargov em (ATANASSOV; GARGOV, 1998) pode ser gerada pelas funcGes de
agregaces em M, e pelo par de fungées mutuamente duais (I, In,) definidas por -
tukasiewicz's e indicadas nas Eqs. (87) e (88), respectivamente. Aplicando o Teorema 1,
pelas projecdes definidas nas Eqgs. (63) e (64) tem-se:

(lp o IN(X.Y) = K(V(X1,Ns(X2)), A(¥2, Ns(¥2))
= ANs(X2), Y1) = A(1, Xz + 11);
(rg o IN(X,Y) = T (V(Ns(X1),X2), ANs(¥1),Y2))
= V(Ns(X1),Yz) = \/(0,Y2 — Ng(X1))
De forma analoga a exemplificacdo acima, obteve-se as demais implicacoes fuzzy

intuicionistas intervalares abaixo e na sequéncia sdo apresentadas na Tabela 7 as proprie-
dades satisfeitas pelas respectivas implicacdes apresentadas na Tabela 6 .

Implicacdo Fuzzy Intuicionista Intervalar

KD I(X,Y) = (X2 VY1), (X1 A\ Y2))

RC: I(X,Y)=(Xo+ (1 —Xo)Y1,Ys — (1 — X1)Y5)

LZ: I(X,Y)=(1AXe+Y1,0V Yz — (1 - X1))

Zadeh: I(X,Y) = (XaV((1—X2) AY1),(Xi A(1—X1))V Ya)
PC: IX,Y)=(1-X2)Y,(1—-X1)+Ys—(1—X))Ys)
B.C. IX,Y)=(0V1-X3)+Y;—1),1AX;+Y5)

PD.. I(X,Y)=(1-Xo)+V—(1-Xo)Y},(1—-X))Ys)
B.D.. I(X,Y)=(1A1-X2)+Y1,0V(1—-X;)+Ys—1)

Tabela 6: Implicacdes Fuzzy Intuicionistas Intervalares.

i1 I,2 1,3 I,4 1,5 1,6 I;7 1,8 I;9 1,10 T,11
kKkb: v v v v VvV v Vv X v S v
RC: v v v v v v v v v v
LZ: v v v/ v v v v v v v
ZH: v X X v v X X v v v v
PC. V X v X X X X v X X v
B.C. V X v X X X X v X X v
P.D.: x X VAV X X vV X X v
B.D.: x X VAV X X vV X X v

Tabela 7: Propriedades Analisadas para as IvIFI

4.5 Consideracoes Finais

Neste capitulo foram apresentados alguns dos principais conceitos da IvIFL, como o
estudo do indice intuicionista intervalar e de automorfismos intuicionistas intervalares.
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A extensdo do trabalho proposto por (BUSTINCE; BARRENECHEA; MOHEDANO,
2004) é considerada, analisando a interpretacdo da regra condicional baseado em IvIFL
e introduz a definicdo para as implicacdes fuzzy intuicionistas intervalares, fazendo uso
de operadores de agregac3o intervalares e funcdes intervalares duais (no caso implicacdes
intervalares e coimplicacdes intervalares), e também analisando algumas das principais
propriedade estendidas da FL e propriedades inerentes as implicacdes intuicionistas.



5 CONSTRUCAO DUAL DE IMPLICACOES FUZZY
INTUICIONISTAS INTERVALARES

m (OH; KANDEL, 1991a,b), o conceito de coimplicagdo fuzzy foi introduzido como
uma nova abordagem para o raciocinio aproximado de sistemas especialistas. Neste tra-
balho, verifica-se a utilizacao da relacdo de equivaléncia Modus Ponens para construcdo
das regras de inferéncia de sistemas especialistas fuzzy, em substituicao a implicacdo
fuzzy, fazendo uso para tal, das coimplicacoes fuzzy.

Neste capitulo também considera-se a interpretacdo para coimplicacGes intuicionistas
intervalares, mostrando que elas podem ser geradas a partir um conjunto finito de funcoes
de agregacdo e por funcdes duais intervalares, no caso uma coimplicacdo fuzzy intervalar
J e uma implicaco fuzzy intervalar ]y . Portanto, sempre que A é um IVIFS, com M4
e N, representando os respectivos grau de pertinéncia e o grau de nao-pertinéncia,
tais que satisfazem a condicio M 4(x) + N4 (z) < 1, dois valores intervalares podem ser
associados ao grau de verdade da proposicao “x é A". Pelo uso de funcGes de agregacdo
intervalares, podemos considerar os dois valores (o que significa ndo apenas uma média)
nas regras de inferéncia relacionados de um sistema baseado em IvIFL (DESCHRIJVER;
KERRE, 2005¢).

Definicdo 14. Uma func3o intuicionista intervalar J; : U? — WU é uma coimplicacio
fuzzy intuicionista intervalar se satisfaz as seguintes condicées de contorno:

J:10:(1,1)=],(0,1)=];(0,0)=0 eJ;(1,0)=1;

Estendendo a definicdo de implicacdo apresentada em (FODOR; ROUBENS, 1994),
uma coimplicacdo fuzzy intuicionista intervalar é apresentada a seguir:

Definicdo 15. Uma coimplicacdo fuzzy intuicionista intervalar J; : U2 - U é uma
coimplicacio que satisfaz, para todo X,Y,Z €U, as propriedades:

]I[ X<Z:>]I[(X Y/)>]I[<Z7Y/),
1:3: Y <Z=]1(X,Y) <]i(X,2);

]114: ]I](i,Y) =0

]115: ]I](X,()) = 0,'
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5.1 Coimplicacées Fuzzy Intuicionistas Intervalares geradas
por funcdoes de agregacao e funcoes intervalares de
(co)implicacées

Estendendo o trabalho de (BUSTINCE; BARRENECHEA; MOHEDANO, 2004,
Prop.3), em (VISINTIN; REISER; BEDREGAL, 2011, Teoremal) é apresentada uma
expressdo para IvIFI II;, sendo geradas por um conjunto finito de funcdes de agregacao
intervalares M incluindo nesta expressao o uso de pares de funcGes intervalares du-
ais (I, Iy). Tais pares consistem em uma implicacdo intervalar I e sua correspondente
coimplicacdo intervalar Iy, obtida através da SIVFN IN.

Na construcdo dual de (VISINTIN; REISER; BEDREGAL, 2011, Teorema.1), a pré-
xima expressdo introduz a correspondente coimplicacdo fuzzy intuicionista intervalar J;.

Proposicao 39. Seja ] uma coimplicacdo fuzzy intervalar, e ]y uma implicacdo asso-
ciada com a coimplicacdo ]| obtida através da negacdo padrdo N e M = {M; : U? —
Uli € {1,2,3,4}} o conjunto de IvAFs satisfazendo, para todo X,Y € U, as condicGes
apresentadas nas Eqs (83)a e (83)b. Entdo, paratodo X = (X1, X5),Y = (Y1,Y3) € U,
a funcdo bindria J; : U? — U é uma coimplicacdo fuzzy intuicionista intervalar
(de acordo com a Def. 12) dada pela expressdo a seguir:

Ir= (]I(M3(X1>NS(Xz))>]M4(Y1aNS(E))%]IN(Ml(NS(Xl)aXQ)sz(NS(Yl)J?));
89
Ou, pode ser representada pelas funcbes de projecdo a seguir:
(Ip o JD(X, V) =D (M5 (X1, Nis(X2)), M4 (Y1, N (¥2))): (90)
(rg o J(X,Y) =] (M1 (Ns(X1), X5), Ma(INs (Y1), ¥2)). (91)

Prova. Primeiramente, prova-se que ||; estd bem definida para todo X,Y,Z € U. Seja
M, My, M3, M, sdo IAFs satisfazendo as condicdes:

{ Ml(NS(X1)7X2> > NS(Ms(XlaNS(X2>>)
M, (INg(Y7), Y2) < Ng(My(Y1,Ng(Y2)))

Considerando a propriedade A2 e a Def. 15 satisfazendo 12 e 13 tem-se:

J:(2, ) =Jn(Ns(M3 (X1, Ng(X3))), Ns(IM4(Y1, Ng(Y2))))
z]IN(Ml(NS(Xl)v X2)7 M2<N5(Y'1>7 }/2))

Pela construcdo dual na Egs. (40), (83)a e (83)b, tem-se a seguinte inequacio:

J:(%,5) =Ns(Jn (Ns(Ms (X1, Ns(X2))), NsMy (Y1, Ns(Y2))))
<INs(Jn(M;(Ng(X1), X3)), Ma(Ns (Y1), Y2)))
Portanto, segue que:
J(M3(X1, Ns(Xz)) , My(Y1, Ns(Yz)
<Jn(M; (INs (X
J(M3(X1,Ng(X2)) , My (Y1, Ng(Y2)
+ v (M (INs (X

)
), X2), Ma(INg(Y1), Y2)));
)
), X2), Ma(INs(Y1),Y2))) < 1.

Portanto JJ; esta bem definida. S
Abaixo sdo analisadas as propriedades ;2 até ]J;5 considerando X,Y , Z € U.
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J:2 Assume-se que X < Z Uma vez que M, e Mj; sdo funces isotbnicas, as
duas inequagées abaixo sdo verificadas: M; (X1, INg(X2)) < M;(Z1,INg(Z2))
e M3(INg(X1), Xa) > M3(INg(Y1),Y2). Adicionalmente, pela Def 15 ] e Jn
verifica J2 e 12, respectivamente. Entdo, segue-se que:

(g o J1)(X,Y) = (M5 (X1, Ns(X2), My (Y1, Ns(Y2))))
>J(M3(Z1,Ns(Z2)), Ma(Y1,Ns(Y2)))
=(golN(Z,Y);e

(rg o J)(X,Y) =T n (M1 (X1, Ng(X5)), M2 (Y1, Ng(Y2)))
>Jn(Mi(Ns(Z1), Z2), M2(INs(Y1), Y2))
=(rg o) (Z,Y).

Portanto, ]J; verifica JJ;2, e é antimonoténica no primeiro argumento.

I:3 Assumindo que Y < Z. Pela propriedade A4, que indica a isotonicidade de
M, e M,, tem-se My(Y;, Ng(Y)) < My(Zy,Ng(Z5)) e My(Ng(¥1),Ys) >
My(INs(Z1), Zs). E, uma vez que ]| e Jiv verifica J3 e 13, respectivamente, pela
Def.15, tem-se as seguintes inequacoes:

(lgolr) = J(M3(X1,Ns(X2))

J(M3(X1, Ns(X2))
(Ilg o T1)(X, Z);e
Jn (M (INs(X1), X2), M2(INg(Y7), Y2))
In(Mi(INs (Y1), Y2), M2(INs(Z1), Z2)))
= (T@O]]I)(X,Z).

Portanto, JJ; verifica JJ;3, isotonicidade no segundo argumento.

4(Y1,Ng(Y3)))
4(Z1,Ns(Z2))

N

;M
;M

(rgolr)

IN

J:4 Uma vez que ] e J verifica J4 e 114, respectivamente, pela Def.15, obtém-se que:

(lgoTn)(1,Y) = J(Ms(1,1), Mu(Y1, Ns(Y2)))
= J(1,M4(Y1,Ns(Y2)); e

(rgoJn)(1,Y) = Jn(Mi(0,0), My(Ns (Y1), Y2))
= In(0,My(INg(Y1), Y2)).

Portanto, ]J; verifica ]J ;4.
115 Pela propriedade 15 e ]J5 considerando a Def.15, tem-se que

(lg o J1)(X,0) = J(Ms(X1,Ns(X3)),M4(0,0)))

J(M;(X1, Ns(X2)),0); e

(rg o Jr)(X,0) = (Jn(M;(Ng(X1), X5),My(1,1))
= Jn(M;(INg(X7), X2),1).

Assim, J;(X,0) = 0.
15 J; também satisfaz a condicdo de contorno:

J:(0,1) = (J(0,1),J5(1,0)) = (1,0) = 1. (92)
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Pela Def. 12 pode-se concluir que JJ; é uma IvIFC. O

Proposicdo 40. Seja N; uma IVIFN e 1;(J;) : U? — WU uma (co)implicacdo fuzzy
intuicionista intervalar. Entdo, a coimplicagdo de I; (implicacdo de J;) N;—dual é
denotada por (I;,,)(JI1,) : U? — U s3o definidas por:

(HI)NI():Q}:/) = IN7(I(INf(2), N7 (Y))); (93)
O, (X, Y) = N7 (J(IN;(2), N7 (Y))). (94)

Prova. Tomando IN = INg e basedo nas Egs. (90) e (91) na Prop. 39, e Eq. (93),
tem-se que:

(I)n, (X,Y) = N (I (N (X), Nis(Y)))
= INg (I (X2, X1), (Y2, V1))

= INp (I(IM1 (X5, Ns(X1)), Ma(Y2, Ns(Y1))),

Iy (M3 (INs(X2), X1), Ma(INs(Y2), Y1))))

= J(M3(INgs(X2), X1), My(INg(Y2),Y1)))),

)

I (M (X2, Ng(X1)), Ma(Y2, Ng(Y1))
O outro caso, Eq.(94), pode ser analogamente provada. O

Entdo, para todo X = (X1, X,),Y = (Y1,Y,) € U, a funcio binaria I, : U?> - U
é a correspondente IvIFC de uma IvIFI II;, cujas propriedades podem ser definidas como:

(g o (In)n;) = J(M3(INs(X2), X1), M4s(Ns(Y2), Y1))); (95)

(rg o (I)n;) = Jn (M (X2, Ns(X1)), M (Y2, Ns(Y1)); (96)

O diagrama 11 resume o relacionamento sobre IvFls, IvFCs e IvAs juntamente com,
IvIFI e IVIFCs, apresentadas anteriormente. Considerando que C(IM) denota a classe de

lvAs. Adicionalmente, também é aplicada as notacdes C(Il) e C(J]) para identificar a
classe de IvFls e IVFCs e e suas constru¢des IN-duais sdo denotadas por C(Ily) e C(Jn).

Eqs. (83)a (83)b

C(I) x C(Iy) x C(M) C(Iy)
Eq.(40) Eqs.(93)(94)
ey x CUw) x vy 22 000D e

Figura 11: Diagrama comutativo das classes de IvIFCs e IvIFls.

5.1.0.2 Exemplos de Coimplicacées Fuzzy Intuicionistas Intervalares

Concluindo, apresenta-se exemplos de IvIFC obtidos por IvFl, e suas respectivas
construcdes IN—dual, juntamento com agregadores intervalares de maximo e minimo.

Exemplo 4. Considere um IAFs \/ e \ é definido pela Eq. (48) e (47). Seja
M;, i € {1,2,3,4} : U? — U funcbes de agregacio intervalares idempotentes defi-
nidas por:
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Considera-se a IvFl definida por Kleene-Dienes e sua correspondente coimplicacao,
obtida a partir da SIVFN INg(X) = [Ns(X), Ns(X)]. Assim, obtém-se a seguinte

expressao:

Igp(X,Y) = \/(Ns(X),Y) = [V(Ns(X),
(Ixp)ns(XY) = ANs(X),Y) = [ANs(X),

\“<i

) V(Ns(X),Y)J;
); A(Ns(X),Y)].

\“<

A coimplicacdo fuzzy intuicionista intervalar (J;)xp pode ser gerada por funcées de
agregacdo M e por pares de fungées mutuamente duais (J,J ) definidas por Kleene-
Dienes e apresentadas na Eqs.(97) e (98), respectivamente. Aplicando a Prop. 39, segue

que:

(lgo Jn)kxp) = J(\/(X1,Ns(X2)), A(Y1,Ng(Y2)))

(A(INs(X1), X2), \(Y1,Ns(¥2)))
(XQ, Yl); e

De forma anéloga a exemplificacdo acima, obteve-se as demais coimplicacoes fuzzy
intuicionistas intervalares da Tabela 8 e com base nestas coimplicacdes obtidas foi reali-
zada a analise das propriedades satisfeitas pelas mesmas e apresentado os resultados na

Tabela 9.

Coimplicacao Fuzzy Intuicionista Intervalar

KD:
RC:
LZ:

Zadeh:

P.C.
B.C.
P.D.:
B.D.:

J(X,Y) = ((XoaA Y1), (X1 VY2))

) = (Vi + (1= Xp)Y1, X1 — (1 — X1)Ya)
)=(AVXy+Y,0\Y, — (1 - X))

) = (Xa A((1 = Xo) A1), (X1 V(1 = X)) VYa)
)=((1-Xo)+Y1— (1 - Xp)V1), (1 — X1) +Y2)
)=(0A1—-X2)+Y1—1),1VX; +Y5)
)=(1—-X3)+ Y, (1 - X)) +Y,—1Xy))
)=(1AV(A—-X3)+Y,0A(1 - X)) +Y;,—1)

= = = = = =

Tabela 8: Coimplicacdes Fuzzy Intuicionistas Intervalares.

5.2 Interpretacao da Regra Condicional Fuzzy Intuicionista
Intervalar

Sejam U={X=(X1,X,) € U?|X, + Xy <1}e A={(z, Ms(x),Na(z)) |2z €
X}, B={(y, Mp(y),Np(y))|y € Y} € U conjuntos fuzzy intuicionistas intervalares,
tais que, Vo € X',y € ), tem-se, respectivamente:

Ma(x) + Na(z) <1; (99) Mp(y)+Np(y) <1, (100)
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—_

XXXXX&&&E
[\

COSNX SN
=~

XXX XS
ot

KD:
RC:
LZ:
ZH:
P.C.
B.C.:
P.D.:
B.D.:

I BN
CAX X S

Tabela 9: Propriedades Satisfeitas pelas IvIFC

onde as funcdes M, Ny : X — U s3o dadas nas Eqgs. (57) e (58), respectivamente; e
Mp, Np : Y — U nas Egs. (59) e (60), respectivamente.

Considerando M;, M, : U? — U IvAFs tais que M;(M4(z),Ng(Na(z))) e
My (Mp(Y),Ng(vg(y))) interpretam os graus de verdade da proposicdo “z is A" and
“y é B", respectivamente. Em tais interpretacGes, as condicGes das Eqgs. (99) e (100)
sao preservadas. Tomando x e y varidveis em X e ), respectivamente, a condicional
fuzzy em IvIFL é dada pela regra:

R:Sex é A entdoy é B. (101)

Assim, o grau de verdade da regra 2(101) € definida pela projecdo a direita da IvIFI
I; : U? — U, com uma implicacdo dada por:

(lg o (X, Y) = I(Mi(Ma(z), Ns(Na(x))), Ma(Mp(y), Ns(Np(y)))). (102)
Dualmente, IM3(INs(Ma(x)), Na(z)) e My(INs(Mp(y), Np(y)) indicam o grau de ndo
verdade da proposicdo “z é A" e "y é B", respectivamente. Portanto, o grau de nao

verdade da condicional apresentada na R(101) é definida pela projecdo a esquerda de
I;, a coimplicacio Iy : U? — U expressa por:

(rgy o (X, Y)=In(M3(Ns(Ma()), Na(x)), Ma(Ns(Mp(y)), Np(y))).  (103)
Assim, elementos pertencentes a X' x ), U x U e U sio relacionados por
(Xv?) - ]II(Xv}N/) = ((llfj O]II)(va/)v (Tlfj O]II)(va))

O relacionamento descrito acima, interpretando a regra condicional baseada em IvIFI
em IvFL esta representado no diagrama comutativo da Figura 12.

X %)Y

l[fJO]II T‘@O]I[

~ ~ HN ~ ~ ~
UxU U UxU

Figura 12: Interpretacdo da Regra Condicional em U baseada em uma IvIFI.
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Neste contexto, por uma IVFC J; : U? — U, a n3o-verdade da regra R(30) é
interpretada por:

(lg o J1)(X,Y) = Ly (My(Ma(x), Ns(Na()), Ma(Mp(y), Ns(Ns(y)))).  (104)
Similarmente, o grau de ndo-verdade da regra condicional 2(101) pode ser interpretado
por uma IVIFC JJ; : U? — U, definida pela express3o:

(rg o Jr)(X,Y) = I(M3(Ns(Ma(z)), Na(z)), Ms(Ns(Mp(y)), N5 (1))). (105)

Preservando as condi¢des das Eqs. (99)(100), entre os correspondentes X x ), UxU
e U é expresso por:

(X7}7) - ]II<X7Y/) = ((llﬁO]]I)(va)v(rlﬁo]]])()?vy))

O relacionamento dual do diagrama apresentado na Figural 12 esta representado em
outro diagrama comutativo, veja Figura 13.

X xY

lIUO]II T’If_] O]I[

UxU ¥ O LA

Figura 13: Interpretacio da Regra Condicional em U baseada em uma IvIFC.

5.3 Consideracoes Finais

Estendendo os conceitos introduzidos no Capitulo 4, apresentou-se nas sessdes ante-
riores a extensdo dual do trabalho proposto por (BUSTINCE; BARRENECHEA; MOHE-
DANO, 2004). Este estudo considerou a definicdo para as coimplica¢gdes fuzzy intui-
cionistas intervalares, fazendo uso de operadores de agregacdo intervalares e funcdes
intervalares duais (no caso coimplicacdes intervalares e implicacGes intervalares), e tam-
bém anélise de algumas das principais propriedades e exemplificacdo.



6 CONCLUSAO

Os conjuntos fuzzy intuicionistas intervalares tém sido aplicados na modelagem de
incertezas provenientes da necessidade de se utilizar nao apenas as variaveis linguisticas
capazes de distinguir qualificacdes por meio de predicdo mas também a indeterminacdo
e a imprecisao das funcGes de pertinéncia e ndo-pertinéncia.

Estas variaveis descrevem qualidades, verdades parciais ou padroes, sendo que as
relacdes de pertinéncia e n3o-pertinéncia de uma variadvel modelada em U, n3o sdo
necessariamente complementares. Assim, esta qualificacdo modela as propriedades sub-
jetivas em atributos associados a conjuntos fuzzy intuicionistas intervalares (BARROS;
BASSANEZI, 2006).

Neste trabalho, realizou-se o estudo das principais teorias e extensGes da logica
fuzzy. O estudo contribui mais estritamente com a IvIFL, resumindo-se as principais
propriedades de operadores légicos e algumas provas sobre os mesmos, seus principais
conectivos e alguns conceitos relacionados.

O trabalho também apresenta um estudo sobre IFL, mostrando que os conjuntos
fuzzy intuicionista generalizam os conjuntos fuzzy, quando a relacdo entre o grau de
pertinéncia e de n3o pertinéncia nao esta restrita a relacdo complementar. A revisdo
sobre os principais conectivos da IFL esteve focada na extensao intervalar para as impli-
cacdes fuzzy intuicionistas obtidas por operadores de agregacio e por pares de funcdes
duais. Consideram-se ainda as propriedades inerentes as implicacdes fuzzy intuicionistas,
como o caso do indice fuzzy intuicionista.

Na sequéncia, este estudo considera a IvFI, uma abordagem légica do tipo-2 fun-
damentada nos conjuntos fuzzy intervalares, com construcdes que modelam a incerteza
através do grau intervalar de pertinéncia, tornando os sistemas que fazem uso desta abor-
dagem mais precisos, com representacdo computacional mais abrangente, possibilitando
modelagem do controle de erros de arredondamentos utilizados em técnicas intervalares
e representabilidade de conectivos légicos.

Na integracdo destas extensodes, IFL e IVFL, os fundamentos da IVIFL, viabilizam
uma interpretacdo para modelagem da imprecisao e da incerteza do grau intervalar
de pertinéncia e de n3o pertinéncia. Devido a vasta aplicabilidade desta teoria em
diversas areas das ciéncias, este trabalho foi direcionado ao estudo das implicacdes
e coimplicacoes fuzzy intuicionistas intervalares, considerando também o indice fuzzy
intuicionista e as propriedades algébricas dos conectivos segundo esta abordagem.

Neste contexto, a principal contribuicao deste trabalho foi introduzir a definicdo das
classes de implicacdo e de coimplicacao fuzzy intuicionista intervalar, as quais sao obti-
das por funcdes de agregacao intervalares idempotentes e pares de funcGes intervalares
duais, no caso implicacdes e correspondentes coimplicacdes intervalares. S3o conside-
radas as propriedades de antimonotonicidade no primeiro argumento, isotonicidade no
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segundo argumento, dominancia da falsidade, dominadncia da verdade no consequente e
o principio da neutralidade a esquerda. E, além destas, foram analisadas as propriedades
das implicacGes fuzzy intuicionistas intervalares que sao definidas a partir do indice fuzzy
intuicionista intervalar.

Pela acdo de automorfismos atuando sobre cada uma das diferentes abordagens
da FL, foram investigadas as construcdes das funcdes conjugadas, com exemplificacdo
associada as negacoes fuzzy intuicionistas, negacdes fuzzy intervalares e negacoes fuzzy
intuicionistas intervalares.

6.0.1 Trabalhos Futuros

Na continuidade do trabalho, destaca-se a possivel contribuicao para a andlise das
demais propriedades relacionadas as implicacoes fuzzy intuicionistas intervalares, ampli-
ando os estudos relacionados a correlacao e a entropia entre conjuntos fuzzy intuicionistas
intervalares. Esta analise pode ser extensivel as classes introduzidas neste trabalho.

Busca-se também ampliar estes estudos a fim de obter uma representacido fuzzy
intuicionista intervalar para diferentes classes representativas de IvIFls, escolhidas en-
tre: S-implicacdes, R-implicacGes, XOR-implicacdes e QL-implicacdes, fazendo uso dos
operadores de IvAs.

Busca-se a definicdo e anélise de propriedades para as funcées conjugadas intuici-
onistas intervalares das (co)implicagdes fuzzy intuicionistas intervalares, t-(co)normas
intuicionistas intervalares e outros conectivos da IvIFL.
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ANEXO A CONCEITOS DE LOGICA FUZZY

A funcao N : U — U é uma negacao fuzzy se satisfaz as duas seguintes proprie-
dades, para todo x,y € U:

N1: N(0O)=1e N(1)=0;

N2: Se z > y entdo N(z) < N(y).

As negacdes fuzzy que satisfazem a propriedade involutiva:
N3: N(N(z)) ==z, Vx € U,

sdo chamadas de negacao fuzzy forte.

Exemplo 5. Um exemplo tipico de uma negacdo fuzzy forte é a Negacdao Padrao
(Standard Negation - SFN), também conhecida como Negacdo de Zadeh, definida
pela funcdo Ng : U — U, dada por

Ng=1-uz. (106)

Definicao 16. Seja N uma negacio fuzzy e f : U™ — U uma fungdo real. A funcao
N-dual de f é denotada por fn : U" — U e definida por:

In(ze, .o xn) = N(f(N(xq),...,N(z,))). (107)

Observando a Eq.(107), e pela Def. 16, f e fy sdo funcdes duais. Observa-se também
que, se N é uma SFN , (fy)y = f, isto é, a funcdo N-dual de fy coincide com f.
Assim, nota-se que f é uma funcdo de auto-dual.

Exemplo 6. Pela Def. (107), seja N uma negacdo fuzzy e I(J) : U> — U é uma
(co)implicacdo. A coimplicacdo N —dual de I (implicagdo de J ) é denotada por In(Jy) :
U? — U e definida a seguir:
In(z,y) = NI(N(z),N(Y))) (108)
In(zy) = N(J(N(z), N(Y))) (109)

Se N é uma SFN, (I,1y) e (J, Jy) sdo funcées mutuamente N-duais.
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