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quisito parcial à obtenção do tı́tulo de Mestre

em Modelagem Matemática
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rado, às minhas colegas e amigas, Renata e Karine, por sempre estarem do meu lado,

me apoiando em cada pedacinho desta trajetória. Obrigada do fundo do meu coração,
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RESUMO

VENZKE, Cristiane Schwartz. Simulação da dispersão de poluentes conside-
rando o termo de contragradiente na CLC. 2015. 72 f. Dissertação (Mestrado em

Modelagem Matemática) – Programa de Pós-Graduação em Modelagem Matemática,

Instituto de Fı́sica e Matemática, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2015.

Este trabalho apresenta uma aplicação do método ADMM (Advection Diffusion

Multilayer Method) para simular a dispersão de poluentes na atmosfera com uma abor-

dagem diferente da forma usual para o termo de contragradiente. Sendo assim, é

encontrada uma solução semianalı́tica para a equação de advecção-difusão com fe-

chamento não Fickiano o que faz gerar um termo a mais na equação em relação às

simulações que resolvem o problema de fechamento da equação com a formulação

Fickiana.

Assim, além da turbulência atmosférica ser parametrizada pelo coeficiente de di-

fusão tornando o modelo mais próximo da realidade fı́sica, também estará presente na

própria equação diferencial do modelo um termo de contragradiente, o que permitirá

abordar a fı́sica da turbulência de forma mais ampla.

Por fim, o desempenho deste modelo será avaliado utilizando dados experimentais

presentes na literatura. Além disso, o modelo que possui o termo de contragradiente

será comparado com outro que desconsidera este termo mostrando que a dispersão

de poluentes possui influência do termo de contragradiente.

Palavras-chave: Camada Limite Convectiva, Dispersão de poluentes na atmosfera,

Equação de advecção-difusão, Contragradiente, Efeito não local.



ABSTRACT

VENZKE, Cristiane Schwartz. Simulation of pollutant dispersion considering
the term of countergradient in the CBL. 2015. 72 f. Dissertação (Mestrado em

Modelagem Matemática) – Programa de Pós-Graduação em Modelagem Matemática,

Instituto de Fı́sica e Matemática, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2015.

This work presents an application of the ADMM method (Advection Diffusion Multi-

layer Method) to simulate the dispersion of pollutants in the atmosphere with a different

approach in the usual way for the term of countergradient. Therefore, it is found a semi-

analytical solution to the advection-diffusion equation with a non-Fickian closure that

generate more one term in equation in relation to the simulations that solve the problem

of closing of the equation with the Fickian formulation.

Thus, besides the atmospheric turbulence is parameterized by the diffusion coef-

ficient making closer model of physical reality, will also be present a countergradient

term in the differential equation of the model, which will address the physics of turbu-

lence in a more wide way.

Finally, the performance will be evaluated in this model using experimental data

in the literature. Furthermore, the model that has the term of countergradient will be

compared with another who ignores this term shows that the dispersion of pollutants

has influence of countergradient term.

Keywords: Convective Boundary Layer, Dispersion of pollutants in the atmosphere,

Advection-diffusion equation, Countergradient, Nonlocal effect.
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1 INTRODUÇÃO

O avanço industrial e tecnológico causa uma emissão excessiva de poluentes pro-

vocando sérios danos ambientais, principalmente, a poluição do ar. Os enormes pro-

blemas ocasionados pela poluição do ar afetam diretamente os processos naturais,

alterando o equilı́brio ambiental.

Conforme dados da Organização Mundial da Saúde (OMS) (ADJUTO, 2014), a

poluição do ar se tornou um dos maiores fatores de risco ambiental para a saúde no

mundo. No ano de 2012, uma em cada oito mortes foi provocada pelo contato com

a poluição atmosférica, o que totaliza cerca de sete milhões de mortes ocasionadas

pela forte exposição a este tipo de poluição.

No artigo divulgado por Fajersztajn et al. (FAJERSZTAJN et al., 2013), pesquisado-

res da Universidade de São Paulo (USP) mostram um mapa da poluição atmosférica

na Terra e esclarecem que os paı́ses com menor desenvolvimento na produção cientı́-

fica sobre o assunto da qualidade do ar, são aqueles com maiores ı́ndices de poluição.

Além disso, nações em desenvolvimento localizadas na América do Sul, norte da

África e regiões próximas à Índia e à China apresentaram os mais altos ı́ndices de

poluição que correspondem em torno de 71 a 142 µg/m3 de material particulado

inalável. O aconselhável pela OMS para este poluente são quantias abaixo de 20

µg/m3.

No mapa (Figura 1) tem-se a comparação da concentração média anual de ma-

terial particulado (PM10) com a densidade populacional de 2009 em todo o planeta,

baseando-se em dados do Banco Mundial.

Os riscos da poluição do ar são agora muito maiores do que se pensava. Há

provas cientı́ficas que relacionam exposição à poluição a tendência de apresentar

doenças cardiovasculares, problemas respiratórios e câncer. No mesmo artigo de

2013, pesquisadores agruparam vários trabalhos que mostram como os poluentes

elevam o risco de câncer de pulmão.

Um dos estudos publicado no The Lancet Oncology (NIELSEN, 2013), abordou

informações de mais de 300 mil pessoas em nove paı́ses e, com relação ao grupo

submetido a exposição à poluição, obteve-se como resultado que o risco de câncer
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Figura 1: Concentrações médias anuais de PM10 em 2009 pela densidade populacio-

nal. (FAJERSZTAJN et al., 2013).
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aumenta em 50% a cada 10 µg/m3 de material particulado fino inalado.

No municı́pio de Pelotas (RS), conforme o Diário Popular do dia 16 de Novembro de

2013 (FERREIRA, 2013), uma pesquisa desenvolvida na Universidade Federal de Pe-

lotas (UFPel) aponta dados preocupantes sobre a poluição do ar na cidade. Segundo

Roberta Szczepaniak, a pesquisadora e mestranda em Bioquı́mica e Bioprospecção

da UFPel, em estações frias como o inverno o ı́ndice de partı́culas suspensas no ar

aumenta drasticamente, ultrapassando o nı́vel recomendado pela OMS. Isso se dá,

principalmente, em função do aumento do número de automóveis e processos indus-

triais, devido à crescente urbanização de Pelotas.

Reduzir a poluição do ar poderia salvar muitas vidas. Assim, um estudo sobre a

dispersão e o transporte de poluentes na atmosfera é essencial na busca de alternati-

vas que minimizem os impactos da poluição no meio ambiente.

A análise e avaliação da dispersão de poluentes pode ser realizada utilizando-se

métodos de investigação como experimentos de campo ou laboratório, ou também,

simulações computacionais (sendo este último mais utilizado). A modelagem ma-

temática faz-se útil ao avaliar o acúmulo de poluentes atmosféricos, pois consegue

reproduzir de forma satisfatória o campo de concentração de poluentes, considerando

os parâmetros fı́sicos meteorológicos que promovem o transporte de poluentes. Con-

forme Daly e Zannetti (DALY; ZANNETTI, 2007), a modelagem matemática permite

descrever o problema da qualidade do ar da forma mais completa possı́vel.

Para estimar o campo de concentrações na baixa atmosfera, é comum utilizar um

modelo matemático que parametrize os fluxos turbulentos na equação da continui-

dade, ou seja, empregar a equação de advecção-difusão.

Um grande número de soluções numéricas desta equação encontra-se presente

na literatura, porém optar pela busca de soluções analı́ticas ou semianalı́ticas propor-

ciona certos benefı́cios, principalmente pela facilidade em determinar a influência de

um parâmetro especı́fico na equação de advecção-difusão, analisando rapidamente a

importância deste parâmetro sobre o resultado final do modelo.

O problema de fechamento da equação de advecção-difusão pode ser resolvido,

de forma aproximada, fundamentado na teoria do transporte por gradiente que, em

relação a difusão molecular, admite que a turbulência é proporcional à magnitude do

gradiente da concentração média (SEINFELD; PANDIS, 1997). A teoria de transporte

por gradiente funciona bem quando a dimensão da pluma é muito maior que o dos

turbilhões envolvidos no processo difusivo, ou seja, para grandes tempos de viagem

(MANGIA et al., 2002). Esta teoria é bastante aplicada para solucionar problemas de

fechamento da turbulência nas equações de advecção-difusão, principalmente devido

a sua praticidade de uso, porém esta teoria possui algumas limitações; visto que são

apenas aproximações, não possuindo um embasamento fı́sico real (ARYA, 1999).

Ao contrário da difusão molecular, a difusão turbulenta depende da escala. Ou
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seja, pode-se dizer que na maioria das vezes, a taxa de difusão de uma pluma de

material é dependente das dimensões desta pluma e da intensidade de turbulência.

À medida que a pluma cresce, turbilhões maiores são inseridos no processo de ex-

pansão, de modo que uma fração progressivamente maior da energia cinética turbu-

lenta está disponı́vel para o desenvolvimento da pluma (ARYA, 1999).

Outra limitação bem conhecida deste método é que ele não pode descrever ade-

quadamente o transporte para cima de calor na metade superior da Camada Limite

Convectiva (CLC); onde este transporte é tipicamente acompanhado por um gradiente

de temperatura ligeiramente mais estável. Percebeu-se que nesta parte superior da

CLC o fluxo de temperatura potencial é ao contrário do gradiente de perfil de tempe-

ratura potencial do meio (DEARDORFF, 1972a). Se constitui, então, um transporte

de calor contragradiente que provém de grandes plumas convectivas (ou turbilhões)

que dominam o transporte na CLC. Isto entra em confronto com o fechamento da tur-

bulência tradicional (fechamento local, obedecendo a lei de Fick), já que ele não consi-

dera o caráter não homogêneo da turbulência na CLC, tratando-se de uma formulação

de difusividade turbulenta baseada somente em gradientes locais. Logo, a hipótese do

transporte por gradiente é inconsistente com as caracterı́sticas da difusão turbulenta

na parte superior da CLC, para os casos convectivos onde o fluxo de contragradiente

ocorre (DEARDORFF; WILLIS, 1975). Para suprir essa lacuna, tem-se o chamado

termo de contragradiente que leva em consideração a capacidade das plumas ascen-

derem contra o sentido do gradiente médio (o qual aponta para baixo) (SIEBESMA;

SOARES; TEIXEIRA, 2007).

O termo do contragradiente surge na equação quando se considera o fechamento

não local, também conhecido por fechamento não Fickiano da turbulência por não

obedecer a lei de Fick. Este fechamento possibilita analisar o efeito dos turbilhões

mais energéticos em diferentes alturas e, como mencionado anteriormente, tem sido

empregado porque é capaz de representar escoamentos do tipo contragradiente, os

quais só são verificados em camadas convectivas. Logo, uma forma de estimar a

concentração de poluentes considerando, de um modo mais realı́stico, a estrutura

complexa da turbulência na CLC é levar em conta os efeitos do termo de contragra-

diente caracterizado pelo transporte não local da dispersão (ARYA, 1999).

Nesta dissertação, utiliza-se o fechamento não Fickiano na equação de advecção-

difusão para simular a dispersão de poluentes. Ao aplicar este fechamento, um termo

adicional surge na equação, esse termo leva em conta o caráter não local da dis-

persão de poluentes pois possui o termo de contragradiente. O caráter local sugere

que somente partı́culas vizinhas se relacionam, enquanto que o não local indica que

quaisquer partı́culas podem se inter-relacionar, o que torna o modelo mais realı́stico e

melhora a modelagem.

Portanto, o objetivo principal deste trabalho é estimar a concentração de poluentes
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através de uma modelagem que considera os efeitos não locais na dispersão. Para

alcançar este objetivo, deseja-se obter uma solução semianalı́tica para a equação

de advecção-difusão em estado estacionário que possui uma abordagem diferente da

usual para o termo do contragradiente. Para tanto, será aplicado o método ADMM (Ad-

vection Diffusion Multilayer Method) com a resolução analı́tica de Equações Diferenci-

ais Parciais (EDPs) e com o emprego da técnica da Transformada de Laplace, onde

a CLC será vista como um sistema multicamadas. E, ao final, o desempenho do mo-

delo será comparado com dados obtidos do experimento de Copenhagen (GRYNING;

LYCK, 1984) (GRYNING et al., 1987) (GRYNING, 2002) que realizou observações de

concentrações superficiais.

O presente texto está organizado em sete capı́tulos: no segundo capı́tulo encontra-

se uma revisão bibliográfica. No terceiro capı́tulo apresenta-se uma breve descrição

sobre as camadas que compõem a atmosfera terrestre, dando-se ênfase ao estudo da

CLC, onde serão analisados os efeitos não locais da dispersão presentes nesta ca-

mada. No quarto capı́tulo descreve-se o método utilizado para a obtenção da solução

semianalı́tica da equação de advecção-difusão considerando-se os efeitos não locais

na dispersão. No quinto capı́tulo, parametriza-se a turbulência, sendo apresentados

os coeficientes de difusão e os perfis de vento utilizados no modelo. No sexto capı́tulo,

expõe-se e discute-se os resultados obtidos. No sétimo capı́tulo, são apresentadas as

conclusões.



2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

Com o intuito de medir a concentração de poluentes na atmosfera foram elaborados

diversos experimentos como os experimentos de tanque de Willis e Deardorff (WILLIS;

DEARDORFF, 1974) (WILLIS; DEARDORFF, 1976) (WILLIS; DEARDORFF, 1978)

(WILLIS; DEARDORFF, 1981), o de Kinkaid (HANNA; PAINE, 1989), o de Hanford

(DORAN; HORST, 1985), o de Prairie Grass (BARAD, 1958a) (BARAD, 1958b), o de

IIT Delhi (SHARAN; SINGH; YADAV, 1996) (SHARAN; YADAV; MODANI, 2002) e o

de Copenhagen (GRYNING et al., 1987) (GRYNING; LYCK, 1984) (GRYNING, 2002).

Este último será empregado para validar o modelo desenvolvido neste trabalho sendo

este experimento analisado em condições instáveis, o que condiz com as condições

atmosféricas predominantes na CLC. Além disso, no experimento de Copenhagen

considerou-se a fonte de emissão do poluente como uma fonte alta, o que possibilita

investigar a dispersão de poluentes que são emitidos em processos industriais.

O experimento de Copenhagen consistiu na liberação de SF6 (hexafluoreto de en-

xofre) de uma fonte de 115 m de altura na região norte de Copenhagen (zona basica-

mente residencial com rugosidade de 0,6 m) e foi coletado ao nı́vel da superfı́cie por

amostradores de concentração em três distâncias na direção preferencial do vento.

Porém, as observações de campo são muitas vezes dificultadas por problemas

operacionais e pelos altos custos envolvidos, o que faz com que, consequentemente,

a modelagem matemática (simulação computacional) se torne o método mais utilizado

para a compreensão do processo de dispersão de poluentes.

Para estimar a concentração de poluentes no ar foram desenvolvidos vários mode-

los matemáticos, os quais tornam possı́vel analisar o impacto ambiental causado pela

poluição, prever os possı́veis efeitos da mesma sobre os diferentes ecossistemas e

agir no sentido de solucionar o problema da forma mais apropriada.

Dentre estes modelos utilizados para simular a dispersão de poluentes na atmos-

fera destacam-se os modelos Lagrangiano e Euleriano (ANFOSSI, 2005) (MUNSON;

YOUNG; OKIISHI, 2004) (BULIGON et al., 2004). No modelo Lagrangiano, o sistema

de referência é móvel, segue o movimento da partı́cula na corrente do fluido, ou seja,

as partı́culas seguem a velocidade instantânea do fluido. As grandezas fı́sicas que
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descrevem as trajetórias são especificadas em termos probabilı́sticos.

Já, o sistema de referência Euleriano encontra-se fixo em relação a terra, ou me-

lhor, o instrumento utilizado para uma medição Euleriana possui sua posição fixa em

relação ao poluente que está sendo medido. Neste trabalho, é de interesse com-

preender, estudar e utilizar o modelo Euleriano para obter o campo de concentração

de poluentes na baixa atmosfera uma vez que na aproximação Euleriana o processo

de dispersão é estudado em termos de uma equação diferencial de conservação da

massa do poluente (equação de advecção-difusão).

Logo, o modelo presente nesta dissertação envolverá o sistema de referência

Euleriano, com a resolução da equação de advecção-difusão e, além disso, levará em

conta os efeitos de um termo de contragradiente, considerando a estrutura complexa

da turbulência de uma forma mais realı́stica.

Na literatura há uma ampla diversidade de soluções numéricas da equação de

advecção-difusão ((NIEUWSTADT; VAN ULDEN, 1978); (LAMB, 1978); (CARVALHO,

1996)). Porém, como dito anteriormente, optar pelas soluções analı́ticas (ou semia-

nalı́ticas) proporciona certos benefı́cios, principalmente pela facilidade em determinar

a influência de um parâmetro especı́fico na equação, analisando rapidamente a im-

portância deste parâmetro sobre o resultado final do modelo.

Desta forma, para resolver problemas de dispersão obtendo soluções analı́ticas po-

dem ser utilizados vários métodos, tais como: ADMM (Advection Diffusion Multilayer

Method), GITT (Generalized Integral Transform Technique), GILTT (Generalized Inte-

gral Laplace Transform Technique) e GIADMT (Generalized Integral Advection Diffu-

sion Multilayer Technique).

O ADMM (VILHENA et al., 1998) trata-se de um método multicamadas, onde a

CLC é discretizada em N subcamadas e em cada subcamada são tomados os va-

lores médios dos parâmetros micrometeorológicos dependentes da altura. Este pro-

cedimento visa a resolução analı́tica de Equações Diferenciais Parciais (EDPs) e a

aplicação da técnica da Transformada de Laplace. A solução analı́tica é expressa na

forma integral.

A técnica de transformação integral, GITT (COTTA, 1993), é baseada na junção

de uma expansão em série com uma integração. Uma base trigonométrica, originada

de um problema auxiliar, é usada como base para a expansão. Aproveitando-se da

propriedade de ortogonalidade da base utilizada na expansão, a integração é reali-

zada em todo o intervalo da variável transformada. Assim, um sistema de Equações

Diferenciais Ordinárias (EDOs) é gerado e resolvido numericamente.

Já a técnica GILTT (WORTMANN et al., 2005), é uma combinação da GITT com

a técnica da Transformada de Laplace. Consiste em resolver o problema transfor-

mado (um sistema de EDOs) analiticamente, usando Transformada de Laplace e

diagonalização, obtendo-se a solução analı́tica em forma de uma série de Fourier.
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Os métodos ADMM, GITT e GILTT são utilizados para solucionar a equação de

advecção-difusão unidimensional transiente, bidimensional ou bidimensional transi-

ente. Assim, o método GIADMT (COSTA et al., 2006) foi criado ao resolver a equação

de advecção-difusão tridimensional combinando-se as técnicas ADMM e GITT.

Vale mencionar que o presente trabalho tem por objetivo procurar uma solução

semianalı́tica para a equação de advecção-difusão. Dentre os quatro métodos des-

critos acima, para resolver a equação de advecção-difusão que estima o campo de

concentrações de poluentes na baixa atmosfera, opta-se pela aplicação do método

ADMM, visto que ele é amplamente empregado para solucionar problemas deste

gênero. Segundo o artigo de Moreira et al. (MOREIRA et al., 2010), foi realizada

uma comparação entre os métodos ADMM e GILTT, onde os autores comentam que

a abordagem com o método ADMM é mais eficiente do ponto de vista computa-

cional referindo-se à questão de tempo computacional sendo, consequentemente, a

utilização deste método mais adequada para simular a dispersão de poluentes na at-

mosfera.

A partir destas ideias, fez-se necessário pesquisar e estudar algumas publicações

na literatura que incluem estes saberes e, portanto, é apresentada uma revisão so-

bre algumas das soluções analı́ticas ou semianalı́ticas para a equação de advecção-

difusão aplicadas à dispersão de poluentes, analisando apenas resultados e textos

presentes na literatura que abordam uma modelagem onde se considera os efeitos

não locais na dispersão, visto que este é o foco deste trabalho.

Em 2003, um modelo bidimensional foi resolvido por Costa et al. (COSTA;

MOREIRA; VILHENA, 2003), onde foi considerada a equação de advecção-difusão

com duas dimensões em estado estacionário, utilizando fechamento não Fickiano

da turbulência (fechamento não local) e o método ADMM de multicamadas para a

resolução desta equação. Já em 2004, Moreira et al. (MOREIRA et al., 2004a) de-

ram continuidade a esse trabalho, no qual uma comparação com o experimento de

Copenhagen foi realizada.

Além disso, Buligon et al. (BULIGON et al., 2004) apresentaram uma solução da

equação de difusão unidimensional transiente para modelar a dispersão de poluentes,

via método ADMM e fechamento não local na dispersão.

Ainda em 2004, Costa et al. (COSTA, 2004), (COSTA; MOREIRA; VILHENA, 2004)

e Moreira et al. (MOREIRA et al., 2004b) realizaram um estudo completo sobre a

modelagem bidimensional considerando efeitos do contragradiente, levando em conta

o caráter não local da dispersão utilizando o método ADMM.

Posteriormente, um modelo bidimensional estacionário com fechamento não Ficki-

ano foi apresentado por Buske et al. (BUSKE et al., 2007a), cuja solução foi obtida

aplicando-se a técnica GILTT.

Através da técnica GILTT e, ainda no ano de 2007, Buske et al. (BUSKE et al.,
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2007b) apresentaram uma solução tridimensional estacionária considerando o caráter

não local da dispersão, resolvendo a equação de advecção-difusão com duas di-

mensões e a terceira dimensão foi obtida ao multiplicar uma gaussiana em y.

Em 2008, Vilhena et al. (VILHENA et al., 2008) trabalharam com o método GIADMT

e obtiveram uma solução semianalı́tica para a equação de advecção-difusão tridimen-

sional estacionária considerando fechamento não local da turbulência.

Mais adiante, Costa et al. (COSTA et al., 2012) desenvolveram um modelo tridi-

mensional com fechamento não Fickiano, obtendo uma solução para a equação de

advecção-difusão tridimensional transiente ao utilizarem o método GIADMT e a Trans-

formada de Laplace.

No mesmo ano, Buske et al. (BUSKE et al., 2012), apresentaram uma solução

tridimensional não Fickiana para a equação de advecção-difusão tridimensional em

estado estacionário, via método GILTT.

Conforme mencionado anteriormente, deseja-se simular a dispersão de poluen-

tes na atmosfera considerando o fechamento não local da dispersão por este ser

mais apropriado já que permite abordar a fı́sica da turbulência de forma mais ampla,

aproximando-se da realidade fı́sica da CLC. Assim, torna-se essencial realizar uma

breve revisão sobre alguns valores encontrados para este termo de contragradiente,

bem como, alguns trabalhos onde utilizaram-se este fechamento não local (que possui

o termo de contragradiente).

Em 1966, visando encontrar a magnitude do termo de contragradiente, Deardorff

(DEARDORFF, 1966) usou valores dos termos de produção e de difusão medidos por

Telford e Warner (TELFORD; WARNER, 1964) na equação da variância de tempera-

tura. Interpreta-se qualitativamente o termo de difusão, o qual permite a existência

do fluxo contragradiente. A magnitude obtida por Deardorff para o termo contrário ao

gradiente, foi de aproximadamente 6.5(10−6)Cm−1.

A partir da equação de conservação do fluxo de calor turbulento, em 1972,

Deardorff (DEARDORFF, 1972b) derivou um termo de contragradiente para o calor

na CLC. Novamente, medidas de Telford e Warner (TELFORD; WARNER, 1964),

assim como, de Lenschow (LENSCHOW, 1970), foram utilizadas na expressão de

Deardorff, em nı́veis médios e superiores na CLC, sendo obtido para o termo de con-

tragradiente o valor de aproximadamente 0.7(10−5)Kcm−1; sendo este valor da mesma

ordem de magnitude do valor obtido antes. Este termo foi utilizado em alguns modelos

(MILHOT; BENOIT, 1982), (THERRY; LACARRéRE, 1983) sofrendo, depois, uma pe-

quena modificação em 1989, por Moeng e Wyngaard (MOENG; WYNGAARD, 1989),

que obtiveram resultados de simulações em grande escala (LES - Large Eddy Simu-

lation).

Posteriormente, com base em resultados das simulações dos grandes turbilhões

e utilizando a equação do fluxo de calor turbulento, Holstlag e Moeng (HOLSTLAG;
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MOENG, 1991) realizaram uma derivação similar a de Deardorff (DEARDORFF,

1972b) e indicaram uma expressão para o termo de contragradiente:

γ =
2w2

∗
θ∗

w2h
. (1)

sendo θ a temperatura potencial média, h a altura da CLC, w∗ a escala convectiva

da velocidade. Porém, a interpretação fı́sica para o termo de contragradiente difere.

A expressão derivada por Deardorff resultou do termo de produção térmica e a de

Holstlag e Moeng surgiu partindo-se do momento de terceira ordem na equação de

balanço para o fluxo de calor turbulento.

Nos trabalhos acima, foram propostas formulações não locais para a temperatura

potencial. Wyngaard e Weil (WYNGAARD; WEIL, 1991) formularam uma teoria para

a difusão de um escalar passivo com base em uma abordagem anterior de Lumley

(LUMLEY, 1975). Desta forma, expandiram o fluxo turbulento, w′c′(≡ φ) em uma série

de Taylor de acordo com

φ = −Kz
∂c̄

∂z
+

1

2
SkKzσwτ

∂2c̄

∂z2
+D

∂3c̄

∂z3
+ · · · , (2)

onde z indica a altura acima da superfı́cie, c̄ representa a concentração média inte-

grada lateralmente, σw é o desvio padrão da componente da velocidade turbulenta

vertical, Kz é o coeficiente de difusão turbulento, Kz é igual a w2τ , Sk é a assimetria

skewness (Sk ≡ w3/w2
3/2

), τ é o tempo de relaxação e D é um coeficiente contendo

momentos superiores da velocidade.

Também Hamba (HAMBA, 1993) propõe uma expressão semelhante. Esta série

(2) pode ser reformulada como (em (WYNGAARD; MOENG, 1990)):

(

1 + s
∂

∂z

)

φ = −Kz
∂c̄

∂z
+ · · · , (3)

com s = 1
2
SkK/σw.

Assim, surgiram novas e mais variadas expressões para o termo de contragra-

diente e, portanto, há uma vasta gama de parametrizações que podem ser en-

contradas na literatura para os termos do contragradiente além destas apresenta-

das aqui ((HOLSTLAG; BOVILLE, 1993), (ROBSON; MAYOCCHI, 1994), (ROODE

et al., 2004)). Em todos os estudos de simulação revisados e relatados acima sobre

soluções analı́ticas e semianalı́ticas encontradas para a equação de advecção-difusão

aplicadas à dispersão de poluentes, a parametrização para o termo de contragradiente

utilizada foi proposta por Van Dop e Verver (VAN DOP; VERVER, 2001) e baseada no

trabalho de Wyngaard e Weil (WYNGAARD; WEIL, 1991), sendo considerado que

o fluxo mais a sua derivada são proporcionais ao gradiente médio (fechamento não
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local):

[

1 +

(

SkTLw
σw

2

)

∂

∂z
+ τ

∂

∂t

]

w′c′ = −Kz
∂c̄

∂z
, (4)

onde w′c′ é o fluxo turbulento de poluentes na direção z, Sk é a assimetria (skewness),

t é o tempo e TLw
é a escala de tempo Lagrangiana vertical.

Já, no presente trabalho, opta-se parametrizar o termo de contragradiente de uma

forma até então nunca utilizada junto à equação de advecção-difusão bidimensional

para simular a dispersão de poluentes, a qual foi proposta por Cuijpers e Holtslag

(CUIJPERS; HOLTSLAG, 1998) e cuja formulação será apresentada no Capı́tulo 4

desta dissertação.

Com isto, espera-se que este trabalho contribua para o crescimento da área, prin-

cipalmente, por considerar os efeitos do contragradiente na solução da equação de

advecção-difusão, contribuindo para a expansão do estudo de soluções semianalı́ticas

para esta equação, dando ênfase a modelos de dispersão de poluentes na atmosfera

que consideram a estrutura complexa da turbulência de forma mais realista.



3 ATMOSFERA TERRESTRE E CAMADA LIMITE PLA-

NETÁRIA

As condições meteorológicas locais influenciam diretamente na concentração de

poluentes acumulada em uma determinada região. Consequentemente, torna-se fun-

damental o conhecimento dos fenômenos que predominam na atmosfera para, assim,

ser possı́vel controlar a dispersão de poluentes.

Neste capı́tulo, encontra-se uma breve descrição geral da Atmosfera Terrestre e,

em especial, o estudo da Camada Limite Planetária (CLP), a qual corresponde a parte

mais baixa de uma das camadas que compõem a atmosfera, conhecida por Tropos-

fera.

É na CLP que se desenvolve a dispersão de poluentes na atmosfera e este é

o principal motivo que leva a realização de um estudo sobre essa camada e suas

principais caracterı́sticas.

3.1 A Atmosfera Terrestre

A Atmosfera Terrestre é separada em camadas que podem ser classificadas de

diversos tipos. Assim, pode-se dividir a atmosfera em quatro camadas que se distin-

guem devido ao seu comportamento de temperatura (Figura 2): Termosfera, Mesos-

fera, Estratosfera e Troposfera.

Destas quatro camadas, dá-se ênfase ao estudo da camada mais baixa da Atmos-

fera Terrestre, a Troposfera.

3.2 A Troposfera

É nesta zona que ocorre a maioria dos fenômenos meteorológicos e a turbulência

possui papel imprescindı́vel na estruturação desta camada. A espessura média da

troposfera é de 13 km nas latitudes médias, sendo menos espessa nos polos e um

pouco mais espessa nas regiões tropicais. A área que compreende a fronteira entre a

Troposfera e a Estratosfera é conhecida como Tropopausa.
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Figura 2: Camadas da atmosfera terrestre e suas variações de temperatura em função

da altitude. Adaptado de (AHRENS, 2009).

A parte mais alta da Troposfera é chamada de Atmosfera Livre (AL). Abaixo da AL

fica a camada mais baixa da Troposfera, a CLP.

3.2.1 A Camada Limite Planetária (ou Camada Limite Atmosférica - CLA)

Como dito anteriormente, esta camada é o foco principal deste trabalho. A CLP

pode atingir até 3000 m de altura, mas sua espessura varia bastante devido a grande

influência dos efeitos da turbulência nesta camada e, conforme o relevo e o horário do

dia.

Esta camada possui fundamental importância, sendo a parte da atmosfera que re-

cebe diretamente os efeitos resultantes das atividades humanas e naturais que ocor-

rem na superfı́cie da terra, como fenômenos micrometeorológicos, transporte do calor,

de massa e, inclusive, a dispersão de poluentes que são produzidos pelos seres hu-

manos.

Na Figura 3, tem-se a estruturação da CLP, sendo ela dividida em várias subcama-

das dependendo dos seus aspectos e perfis relativos a um ciclo diário.

Assim, com o intuito de realizar uma descrição mais profunda sobre a CLP,

fragmenta-se esta em suas respectivas subcamadas (apresentadas na Figura 3) de-
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Figura 3: Ciclo diurno da CLP conforme os processos fı́sicos que incidem nesta. Adap-

tado de (STULL, 1988).

talhando melhor cada uma delas:

• Camada Limite Convectiva (CLC)

Esta camada é gerada por consequência do aquecimento diurno da superfı́cie ter-

restre pela radiação solar, começando a formar-se logo depois do nascer do sol e

cessando com o pôr do sol.

A CLC se constitui de três subcamadas: Camada Limite Superficial (CLS), Camada

de Mistura (CM) e Camada Interfacial (CI) ou Zona de Entranhamento (ZE).

A CLS é uma região que varia entre 10 a 200 m de altura, existindo forte interação

entre a atmosfera e a superfı́cie terrestre e onde a variação dos fluxos turbulentos

de calor e momentum é praticamente ignorada (mudam menos de 10% de sua mag-

nitude). Tomando proveito desta caracterı́stica, surge a teoria da similaridade pro-

posta por (MONIN; OBUKHOV, 1954) para esta camada. Desta forma, introduz-se um

parâmetro chamado de comprimento de Monin-Obukhov (L), independente da altura

nessa camada e definido como se segue:

L = −
u∗

3

κ g
Θ

(

wθ
)

0

(5)

onde L é uma escala de altura, proporcional a uma altura acima da superfı́cie onde

os fatores de empuxo térmico do ar se igualam à produção mecânica de turbulência

(SEINFELD; PANDIS, 1998). E, u∗ é a velocidade de fricção na superfı́cie, κ a cons-

tante de von Kárman, g a aceleração da gravidade, Θ a temperatura potencial média

e
(

wθ
)

0
o fluxo de calor turbulento.
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Conforme a Tabela 1, a escala de comprimento de Monin-Obukhov é vista como

um parâmetro fundamental para a determinação das condições de estabilidade ou ins-

tabilidade atmosféricas (PANOFSKY; DUTTON, 1984). Quando L < 0, geralmente em

dias ensolarados, para alturas menores que |L| /10 a turbulência mecânica é predo-

minante e em alturas maiores que |L| /10, a turbulência gerada por empuxo térmico

domina o escoamento. Na CLS, há aumento de temperatura com a altura durante a

noite e diminuição durante o dia.

Tabela 1: Relação entre a estabilidade atmosférica e o comprimento de Monin-

Obukhov.

Estabilidade Atmosférica de Pasquill L(m)
A - Muito Instável −100 < L < 0

B,C - Instável −105 < L < −100
D - Neutra |L| > 105

E - Estável 10 < L < 105

F - Muito Estável 0 < L < 10

Já, a CM é a região central da CLC, não possuindo contato com a superfı́cie ter-

restre e onde ocorre grande mistura devido à difusão turbulenta. Além disso, os perfis

do vento médio e da temperatura são aproximadamente constantes nesta camada.

A ZE corresponde a camada do topo da CLC, fazendo intermediação da CM com

a AL. Possui a caracterı́stica da inversão de temperatura, que passa a limitar os movi-

mentos verticais na CM.

Ainda, é na CLC que ocorre a intensificação da turbulência e a maior concentração

de poluentes, visto que as fontes poluidoras encontram-se próximas da superfı́cie da

terra e os poluentes são transportados por turbilhões e termas, atingindo alturas gra-

dativamente maiores ao transcorrer do dia.

Uma vez que a dispersão de poluentes faz-se mais significativa ao longo da CLC,

torna-se notório o motivo pelo qual o modelo apresentado nesta dissertação é estru-

turado e aplicado na camada em questão.

• Camada Limite Estável (CLE) ou Camada Limite Noturna (CLN)

Formada por pequenos turbilhões e sua altura é, praticamente, apenas um décimo

da CLC, variando em dezenas de metros. Origina-se quando a superfı́cie da Terra se

esfria, logo, é comum encontrá-la à noite sobre o continente.

A turbulência é menos acentuada do que na CLC e, desta forma, os poluentes são

espalhados ligeiramente na horizontal e lentamente na vertical.
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• Camada Residual (CR)

Origina-se cerca de 30 minutos antes do pôr do sol e, portanto, trata-se de uma ca-

mada noturna. A formação de termas cessa, acarretando o decaimento da turbulência

na CM, o que resulta no surgimento da CR. Logo, esta camada possui caracterı́sticas

semelhantes às da CM que existe durante o dia e, também, não possui contato com a

superfı́cie da terra.

Acompanhando a evolução da CLP, no decorrer de 24 horas (Figura 3) conclui-se

que há o surgimento de uma CM a partir das 9h da manhã (aproximadamente) até o

pôr do sol; acima desta camada, tem-se a ZE (inversão) e abaixo, a CLS. Conforme

o dia passa, com o inı́cio do pôr do sol, há a formação da CR, a qual é resultante da

CM formada durante o perı́odo do dia. Acima da CR, tem-se a Camada de Inversão

e, abaixo, forma-se a CLE. Com a vinda do sol ao nascer do dia, surge novamente a

CM, gerando um ciclo diurno.

Como já mencionado, dentre todas as camadas apresentadas neste capı́tulo, opta-

se por trabalhar com a CLC devido a presença de uma forte turbulência e de um

maior acúmulo de poluentes, deste modo, é adicionado um termo de contragradiente

na equação de advecção-difusão que leva em conta o caráter não homogêneo da

turbulência, o que permite considerar de uma forma mais completa a estrutura da

turbulência na CLC para estimar a concentração de poluentes.



4 DESCRIÇÃO DO MÉTODO

Nesta seção, descreve-se a metodologia empregada para solucionar a equação de

advecção-difusão que leva em conta o termo de contragradiente proposto por Cuijpers

e Holtslag (CUIJPERS; HOLTSLAG, 1998), tendo-se por objetivo analisar a influência

de efeitos não locais na dispersão de poluentes na CLC.

4.1 O Modelo

A equação de advecção-difusão (modelo Euleriano) é uma forma bastante utilizada

para se obter o campo de concentração de poluentes na baixa atmosfera. Neste

contexto, a modelagem da dispersão de poluentes na atmosfera pode ser descrita

pela equação bidimensional de advecção-difusão:

u
∂c̄

∂x
= −

∂w′c′

∂z
+ S, (6)

onde c̄ representa a concentração média integrada lateralmente, u, a velocidade média

do vento na direção x, w′c′, o fluxo turbulento de poluentes na direção z e S, o termo

fonte, sujeita às condições de contorno de fluxo nulo no solo e no topo da CLC.

Uma forma de solucionar o problema de fechamento da equação (6) está funda-

mentada na teoria do transporte por gradiente que, baseada na difusão molecular,

admite que a turbulência é proporcional à magnitude do gradiente de concentração

média. Este fechamento pode ser denonimado como fechamento local ou fechamento

Fickiano e é dado por:

w′c′ = −Kz
∂c̄

∂z
, (7)

onde Kz é o coeficiente de difusão vertical.

Diferentemente do exposto acima, neste trabalho, pretende-se estimar a

concentração de poluentes considerando, de um modo mais realı́stico, a estrutura

complexa da turbulência na CLC, ou seja, levando em conta os efeitos do termo de

contragradiente caracterizado pelo transporte não local da dispersão.

Desta forma, considera-se um termo adicional na equação (7), ou seja, um termo
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de contragradiente. Assim, o problema de fechamento da equação (6) é resolvido

utilizando a relação proposta por Deardorff (DEARDORFF, 1966):

w′c′ = −Kz

(

∂c̄

∂z
− γ

)

, (8)

onde Kz é o coeficiente de difusão turbulento e γ, o termo de contragradiente.

Vale mencionar que, o caráter não local indica que quaisquer partı́culas podem

se inter-relacionar enquanto que o local sugere que somente partı́culas vizinhas se

relacionam. Sendo assim, a utilização de um termo de contragradiente torna o modelo

mais realı́stico e melhora a modelagem.

Logo, substituindo a equação (8) na equação (6), obtém-se:

u
∂c̄

∂x
= −

∂

∂z

[

−Kz

(

∂c̄

∂z
− γ

)]

+ S, (9)

a qual torna-se objeto de estudo deste trabalho.

Para o termo de contragradiente, será utilizada a parametrização proposta por

Cuijpers e Holtslag (CUIJPERS; HOLTSLAG, 1998):

γ = b
w2

∗

σ2
wh
c̄, (10)

onde h é a altura da CLC, σ2
w é a variância da velocidade turbulenta, w∗ é a escala

convectiva da velocidade e b uma constante (cujo valor será determinado no próximo

capı́tulo).

Durante a realização dos cálculos apresentados a seguir, será empregada a termi-

nologia:

γ = αc̄, (11)

sendo α = b
w2

∗

σ2
wh

.

Portanto, para determinar a concentração c̄, considerando o termo de contragra-

diente, deve-se resolver o problema representado por (12), sendo admitida taxa de

variação da concentração nula no solo e no topo da CLC:



























u
∂c̄

∂x
= −

∂

∂z

[

−Kz

(

∂c̄

∂z
− αc̄

)]

Kz

(

∂c̄

∂z

)

= 0 em z = 0, h ,

uc̄ = Qδ (z −Hs) em x = 0

(12)

supondo uma fonte contı́nua onde Q é a taxa de emissão desta fonte na altura Hs e δ

é a função delta de Dirac.
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4.2 Procedimento de Resolução da Equação de Advecção-

Difusão com Fechamento não Fickiano

Para resolver o problema matemático, será utilizado o método ADMM (MOREIRA

et al., 2006) o qual vem sendo amplamente empregado na resolução da equação

de advecção-difusão que estima o campo de concentração de poluentes na baixa

atmosfera.

O ADMM trata-se de um método multicamadas, onde a CLC é discretizada em N

subcamadas e em cada subcamada são tomados os valores médios dos parâmetros

micrometeorológicos (Kz, u e α) dependentes da altura z em cada subcamada ∆zn =

[zn−1, zn]:

Kzn =
1

∆zn

∫ zn

zn−1

Kz(z)dz, (13)

un =
1

∆zn

∫ zn

zn−1

u(z)dz, (14)

αn =
1

∆zn

∫ zn

zn−1

α(z)dz. (15)

Também, supõe-se contato perfeito entre as N subcamadas, com as seguintes

condições de continuidade para a concentração e sua taxa de variação em cada inter-

face, em z = zn e n = 1, 2, · · · , N − 1, respectivamente:

c̄n = c̄n+1, (16)

Kzn

(

∂c̄n
∂z

)

= Kzn+1

(

∂c̄n+1

∂z

)

. (17)

Logo, ao utilizar o método ADMM, a CLC pode ser vista como um sistema de

multicamadas, conforme a Figura 4.

Portanto, a fim de obter a solução do problema (12), devemos resolverN problemas

da forma:























un
∂c̄n
∂x

= Kzn

∂2c̄n
∂z2

−Kznαn
∂c̄n
∂z

Kzn

(

∂c̄n
∂z

)

= 0 em z = 0, h .

unc̄n = Qδ (z −Hs) em x = 0

(18)

O sistema (18) é solucionado através do método ADMM, com a aplicação da Trans-

formada de Laplace em x, denotando L {c̄n(x, z)} = Cn(s, z), que resultará numa

equação diferencial ordinária que depende apenas de z.

Aplicando a Transformada de Laplace em ambos os lados no sistema (18):
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Figura 4: A CLC como um sistema de multicamadas.

L

{

un
∂c̄n(x, z)

∂x

}

= L

{

Kzn

∂2c̄n(x, z)

∂z2
−Kznαn

∂c̄n(x, z)

∂z

}

. (19)

Pela propriedade de linearidade do operador, obtém-se:

L

{

un
∂c̄n(x, z)

∂x

}

= L

{

Kzn

∂2c̄n(x, z)

∂z2

}

− L

{

Kznαn
∂c̄n(x, z)

∂z

}

, (20)

ou ainda,

unL

{

∂c̄n(x, z)

∂x

}

= KznL

{

∂2c̄n(x, z)

∂z2

}

−KznαnL

{

∂c̄n(x, z)

∂z

}

, (21)

unL

{

∂c̄n(x, z)

∂x

}

= Kzn

d2

dz2
(L {c̄n(x, z)})−Kznαn

d

dz
(L {c̄n(x, z)}) . (22)

Pela propriedade da Transformada de Laplace para a derivada primeira e, deno-

tando L {c̄n(x, z)} = Cn(s, z), tem-se:

un
[

sCn(s, z)− c̄n(0, z)
]

= Kzn

d2

dz2
Cn(s, z)−Kznαn

d

dz
Cn(s, z). (23)

Com a aplicação da propriedade distributiva da multiplicação, tem-se:

unsCn(s, z)− unc̄n(0, z)−Kzn

d2

dz2
Cn(s, z) +Kznαn

d

dz
Cn(s, z) = 0. (24)
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Dividindo por −Kzn a equação (24), obtém-se:

−
uns

Kzn

Cn(s, z) +
un
Kzn

c̄n(0, z) +
d2

dz2
Cn(s, z)− αn

d

dz
Cn(s, z) = 0. (25)

Isolando o termo que acompanha c̄n(0, z) e aplicando uma das condições dadas

no problema, unc̄n = Qδ (z −Hs) em x = 0, tem-se:

−
uns

Kzn

Cn(s, z) +
d2

dz2
Cn(s, z)− αn

d

dz
Cn(s, z) = −

Q

Kzn

δ(z −Hs). (26)

Logo, chega-se a uma equação diferencial linear não-homogênea com coeficientes

constantes:

d2

dz2
Cn(s, z)− αn

d

dz
Cn(s, z)−

uns

Kzn

Cn(s, z) = −
Q

Kzn

δ(z −Hs). (27)

Reescrevendo a equação (27), para facilitar o uso da notação:

Cn
′′

− αnCn
′

−
uns

Kzn

Cn = −
Q

Kzn

δ(z −Hs). (28)

Para resolver esta equação diferencial linear não homogênea, é necessário en-

contrar a equação diferencial linear homogênea associada a ela e obter uma solução

particular da equação original. Assim, a solução geral da equação (28) pode ser es-

crita na forma:

Cn = Cnh
+ Cnp

, (29)

onde Cnh
representa a solução homogênea e Cnp

, a solução particular.

4.2.1 Soluções Homogênea e Particular

A equação (28) possui a seguinte equação homogênea associada:

Cn
′′

− αnCn
′

−
uns

Kzn

Cn = 0. (30)

Esta equação será resolvida, obtendo a equação caracterı́stica associada a ela,

que é dada por:

λ2 − αnλ−
uns

Kzn

= 0. (31)

Resolvendo a equação (31):

λ =

αn ±

√

(−αn)2 − 4
(

− uns
Kzn

)

2
, (32)
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λ =
αn

2
±

1

2

√

α2
n + 4

(

uns

Kzn

)

. (33)

Para λ1 e λ2 distintos e reais, tem-se a solução homogênea:

Cnh
= Ane

λ1z +Bne
λ2z, (34)

Cnh
= Anexp

{[

αn

2
+

1

2

√

α2
n + 4

(

uns

Kzn

)

]

z

}

+Bnexp

{[

αn

2
−

1

2

√

α2
n + 4

(

uns

Kzn

)

]

z

}

.

(35)

Resta encontrar uma solução particular. Desta forma, procura-se a solução parti-

cular conforme exposto a seguir, considerando que Cnp
seja escrita como (KREIDER

et al., 1972):

Cnp
=

∫ h

0

G(z, t)l(t)dt, (36)

sendo l(t) = − Q
Kzn

δ(t−Hs) uma função impulso e G(z, t), função de Green, dada por:

G(z, t) =
y2(z)y1(t)− y1(z)y2(t)

W [y1(t), y2(t)]
, (37)

onde as duas soluções linearmente independentes da equação (35) são y1(z) e y2(z)

tais que:

y1(z) = e

[

αn
2

+ 1

2

√

α2
n+4

(

uns

Kzn

)

]

z
, (38)

y2(z) = e

[

αn
2

−
1

2

√

α2
n+4

(

uns

Kzn

)

]

z
, (39)

e o Wronskiano destas soluções, W [y1(t), y2(t)] é expresso por:

W [y1(t), y2(t)] =

∣

∣

∣

∣

∣

y1(t) y2(t)

y′1(t) y′2(t)

∣

∣

∣

∣

∣

. (40)

Simplificando a notação, nas equações (38) e (39), utiliza-se:

Dn =
αn

2
e Fn =

1

2

√

α2
n + 4

(

uns

Kzn

)

. (41)

Calcula-se W [y1(t), y2(t)]:

W [y1(t), y2(t)] =

∣

∣

∣

∣

∣

e[Dn+Fn]t e[Dn−Fn]t

[Dn + Fn] e
[Dn+Fn]t [Dn − Fn] e

[Dn−Fn]t

∣

∣

∣

∣

∣

, (42)
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W [y1(t), y2(t)] = [Dn − Fn] e
[Dn−Fn]te[Dn+Fn]t − [Dn + Fn] e

[Dn+Fn]te[Dn−Fn]t, (43)

W [y1(t), y2(t)] = e[Dn−Fn]te[Dn+Fn]t [(Dn − Fn)− (Dn + Fn)] , (44)

W [y1(t), y2(t)] = e[Dn−Fn]te[Dn+Fn]t (−Fn − Fn) , (45)

W [y1(t), y2(t)] = −2Fne
[Dn+Fn]te[Dn−Fn]t, (46)

W [y1(t), y2(t)] = −2Fne
[Dn+Fn]t+[Dn−Fn]t, (47)

W [y1(t), y2(t)] = −2Fne
2Dnt. (48)

Portanto, a função de Green terá a forma,

G(z, t) =
e[Dn−Fn]ze[Dn+Fn]t − e[Dn+Fn]ze[Dn−Fn]t

−2Fne2Dnt
. (49)

Logo, substituindo a equação (49) na equação (36) e lembrando que l(t) =

− Q
Kzn

δ(t−Hs), tem-se:

Cnp
=

∫ h

0

e[Dn−Fn]ze[Dn+Fn]t − e[Dn+Fn]ze[Dn−Fn]t

−2Fne2Dnt

[

−
Q

Kzn

δ(t−Hs)

]

dt, (50)

Cnp
=

Q

2FnKzn

[

e[Dn−Fn]z

(
∫ h

0

e[Dn+Fn]t

e2Dn·t
[δ(t−Hs)] dt

)

+

−e[Dn+Fn]z

(
∫ h

0

e[Dn−Fn]t

e2Dn·t
[δ(t−Hs)] dt

)]

, (51)

Cnp
=

Q

2FnKzn

[

e[Dn−Fn]z

(
∫ h

0

e−[Dn−Fn]t [δ(t−Hs)] dt

)

+

−e[Dn+Fn]z

(
∫ h

0

e−[Dn+Fn]t [δ(t−Hs)] dt

)]

, (52)

Cnp
=

Q

2FnKzn

[

e[Dn−Fn]z · e−[Dn−Fn]Hs − e[Dn+Fn]z · e−[Dn+Fn]Hs
]

. (53)
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Assim, a solução particular assume a forma:

Cnp
=

Q

2FnKzn

[

e[Dn−Fn][z−Hs] − e[Dn+Fn][z−Hs]
]

. (54)

4.2.2 Solução Geral

Logo, como Cn = Cnh
+ Cnp

, a solução geral da equação (28) é representada por:

Cn(s, z) = Ane
[Dn+Fn]z +Bne

[Dn−Fn]z +

+
Q

2FnKzn

[

e[Dn−Fn][z−Hs] − e[Dn+Fn][z−Hs]
]

[H(z −Hs)−H(z − (Hs +∆zn))] , (55)

onde H é a função de Heaviside e ∆zn é a altura da subcamada.

As constantes de integração An e Bn são determinadas aplicando-se as 2N − 2

condições de continuidade para a concentração (16) e sua taxa de variação (17) em

cada interface:

em z = 0: Kz1
∂
∂z
C1(s, 0) = 0

em z = z1:







C1(s, z1) = C2(s, z1)

Kz1
∂
∂z
C1(s, z1) = Kz2

∂
∂z
C2(s, z1)

em z = z2:







C2(s, z2) = C3(s, z2)

Kz2
∂
∂z
C2(s, z2) = Kz3

∂
∂z
C3(s, z2)

(56)

...
...

em z = zN−1:







CN−1(s, zN−1) = CN(s, zN−1)

KzN−1

∂
∂z
CN−1(s, zN−1) = KzN

∂
∂z
CN(s, zN−1)

em z = h: KzN
∂
∂z
CN(s, h) = 0

A partir do conjunto de equações (56) é obtido o sistema Mv=b, onde M é uma

matriz quadrada de ordem 2N :
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M =

































M11 M12 0 0 0 0 · · · 0

M21 M22 M23 M24 0 0 · · · 0

M31 M32 M33 M34 0 0 · · · 0

0 0 M43 M44 M45 M46 · · · 0

0 0 M53 M54 M55 M56 · · · 0
...

...
...

...
...

...
. . .

...

0 0 0 0 Md−1,d−3 Md−1,d−2 Md−1,d−1 Md−1,d

0 0 0 0 0 0 Md,d−1 Md,d

































, (57)

v =
[

A1 B1 A2 B2 · · · · · · AN BN

]T

, (58)

b =
[

0 · · · 0 −Pn∗ −P ′

n∗ 0 · · · 0
]T

, (59)

onde Pn∗ e P ′

n∗ indicam, respectivamente, a solução particular encontrada e sua deri-

vada e, n∗ representa a região onde houve a emissão de poluentes.

Logo,

Pn∗ =
Q

2Fn∗Kzn∗

[

e[Dn∗−Fn∗ ][z−Hs] − e[Dn∗+Fn∗ ][z−Hs]
]

(60)

e

P ′

n∗ = Kzn∗

Q

2Fn∗Kzn∗

[

[Dn∗ − Fn∗ ] e[Dn∗−Fn∗ ][z−Hs] − [Dn∗ + Fn∗ ] e[Dn∗+Fn∗ ][z−Hs]
]

. (61)

Para a matriz M apresentada anteriormente, calcula-se os elementos por meio das

condições de contorno e interface. Em z = 0, obtém-se:

M11 = D1 + F1,

M12 = D1 − F1,

e, para n = 1, 2, . . . , N − 1,

M2n,2n−1 = e[Dn+Fn]zn ,

M2n,2n = e[Dn−Fn]zn ,

M2n,2n+1 = −e[Dn+1+Fn+1]zn ,

M2n,2n+2 = −e[Dn+1−Fn+1]zn ,

M2n+1,2n−1 = Kzn [Dn + Fn] e
[Dn+Fn]zn ,
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M2n+1,2n = Kzn [Dn − Fn] e
[Dn−Fn]zn ,

M2n+1,2n+1 = −Kzn+1
[Dn+1 + Fn+1] e

[Dn+1+Fn+1]zn ,

M2n+1,2n+2 = −Kzn+1
[Dn+1 − Fn+1] e

[Dn+1−Fn+1]zn ,

e, quando d = 2N :

Md,d−1 = [DN + FN ] e
[DN+FN ]zN ,

Md,d = [DN − FN ] e
[DN−FN ]zN .

Posteriormente, encontra-se a concentração de poluentes aplicando a Transfor-

mada Inversa de Laplace na solução dada pela equação (55), gerando uma solução

integral para o problema proposto que será resolvida numericamente. Sendo assim,

obtém-se:

c̄n(x, z) =
1

2πj

∫ ξ+j∞

ξ−j∞

esx
{

Ane
[Dn+Fn]z +Bne

[Dn−Fn]z+

+
Q

2FnKzn

[

e[Dn−Fn][z−Hs] − e[Dn+Fn][z−Hs]
]

[H(z −Hs)−H(z − (Hs +∆zn))]

}

ds, (62)

onde Dn = αn

2
, Fn = 1

2

√

α2
n + 4

(

uns
Kzn

)

e j ∈ C.

4.2.3 Inversão usando o Algoritmo de Talbot

Como a resolução da integral de linha presente na solução geral da equação (62) é

bastante complexa, pode-se resolvê-la numericamente utilizando o método de Talbot

(FT algoritmo) proposto por Abate e Valkó (ABATE; VALKó, 2004). Tem-se como ar-

gumento para tal escolha o fato que o algoritmo de Talbot é um método robusto e

eficiente para inversão gerando resultados com precisão de até M∗ dı́gitos significa-

tivos (onde M∗ corresponde ao número de termos do somatório) (VALKó; ABATE,

2005). Desta forma,

c̄n(x, z) =
r

M∗

{

1

2
c̄n(r, z)e

rx+

+
M∗

−1
∑

k=1

Re
[

exS(θk)c̄n(S(θk), z) (1 + jw̄(θk))
]

}

, (63)

onde j ∈ C, S(θk) = rθ(cotθ+ j), w̄(θk) = θk+(θkcotθk− 1)cotθk, θk =
kπ
M∗
,−π < θ < +π

e r, um parâmetro experimental. Ainda, para os termos c̄n(r, z) e c̄n(S(θk), z), utiliza-se

a equação (55).

A solução do problema estará estabelecida por completo quando forem determina-

dos os parâmetros turbulentos utilizados, conforme o próximo capı́tulo.
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4.3 Algumas Considerações acerca da Solução Encontrada

Considerando αn = 0 no problema (18), obtém-se:























un
∂c̄n
∂x

= Kzn

∂2c̄n
∂z2

Kzn

(

∂c̄n
∂z

)

= 0 em z = 0, h ,

unc̄n = Qδ (z −Hs) em x = 0

(64)

que é um problema advectivo-difusivo para modelar a dispersão de poluentes sem

considerar o fechamento não local, ou seja, um problema de fechamento solucionado

pela lei de Fick (fechamento local), onde assume-se que os fluxos turbulentos são

proporcionais ao gradiente de concentração média (conforme a equação (7)).

Ao solucionar o problema (64) através do método ADMM, faz-se cálculos análogos

aos apresentados na seção 4.2, aplicando a Transformada de Laplace em x e resol-

vendo uma equação diferencial ordinária dependente apenas de z, obtendo a seguinte

solução geral:

Cn(s, z) = Ane
[Fn]z +Bne

[−Fn]z +

+
Q

2FnKzn

[

e[−Fn][z−Hs] − e[Fn][z−Hs]
]

[H(z −Hs)−H(z − (Hs +∆zn))] , (65)

onde Fn =

√

(

uns
Kzn

)

, H é a função de Heaviside e ∆zn é a altura da subcamada.

Posteriormente, chega-se a solução integral:

c̄n(x, z) =
1

2πj

∫ ξ+j∞

ξ−j∞

esx
{

Ane
[Fn]z +Bne

[−Fn]z+

+
Q

2FnKzn

[

e[−Fn][z−Hs] − e[Fn][z−Hs]
]

[H(z −Hs)−H(z − (Hs +∆zn))]

}

ds, (66)

onde j ∈ C, Fn =

√

(

uns
Kzn

)

, H é a função de Heaviside e ∆zn é a altura da subcamada

(MOREIRA et al., 2006).

Pode-se observar que na equação (62), a qual é a solução do problema proposto

neste trabalho, quando α = 0 tem-se Dn = 0 e Fn = 1
2

√

4
(

uns
Kzn

)

=

√

(

uns
Kzn

)

obtendo,

desta forma, uma expressão idêntica à equação (66). Ou seja, pode-se afirmar que o

problema (18) que considera os efeitos não locais na dispersão por meio do acréscimo

do termo de contragradiente é uma generalização do problema (64). Além disso, a

solução do problema mais geral, problema (18), dada pela equação (62) quando α = 0
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é a própria solução do problema (64) dada pela equação (66), mostrando que o

método ADMM aplicado ao resolver estes problemas é consistente.



5 PARAMETRIZAÇÃO DA TURBULÊNCIA E PERFIL DO

VENTO

A escolha adequada de uma parametrização turbulenta é de fundamental im-

portância ao estimar a concentração de poluentes na CLC através da modelagem

matemática. Deste modo, opta-se por parâmetros a fim de exprimir da melhor forma

possı́vel a realidade fı́sica que há por trás dos modelos matemáticos, fazendo com

que estes últimos se aproximem ao máximo das condições reais encontradas em pro-

blemas de difusão atmosférica.

5.1 Coeficiente de Difusão

Diversas formulações para o coeficiente de difusão turbulento vertical são encon-

tradas na literatura (ULKE, 2000). Neste trabalho utilizam-se três coeficientes de di-

fusão turbulento vertical válidos na CLC, sendo representados pelas equações (67),

(70) e (71), que serão apresentadas mais adiante.

Através da teoria de difusão de Taylor formula-se os coeficientes de difusão

que foram deduzidos por Degrazia et al. (DEGRAZIA; MOREIRA; VILHENA, 2001)

(DEGRAZIA et al., 2000) e estes são combinados com o espectro de energia cinética

turbulenta para assim descrever a estrutura turbulenta da CLC.

O primeiro coeficiente de difusão turbulento utilizado neste trabalho foi proposto

por Degrazia et al. em 2001 (DEGRAZIA; MOREIRA; VILHENA, 2001), é válido para

grandes tempos de difusão e possui a seguinte formulação:

Kα =
0.55z

4

(1.06ci)
1/2ψ1/3

(

z
h

)1/3
w∗

(f ∗

m)
4/3
i

, (67)

onde w∗ é a escala de velocidade convectiva, ψ = 1.5 − 1.2
(

z
h

)1/3
é a função

de dissipação adimensional (LUHAR; BRITTER, 1989), ci = αi (0.5± 0.05) (2πκ)−2/3

(CHAMPAGNE et al., 1977) onde κ = 0.4 é a constante de von Kárman e αi = 1, 4
3
, 4
3

(SORBJAN, 1989), para as componentes de direção do vento u, v e w. Em suma,
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utiliza-se ci = 0.36 para as componentes transversais e ci = 0.27 para a componente

longitudinal. Ainda, tem-se que (f ∗

m)i é a frequência adimensional do pico espectral:

(f ∗

m)i =
z

(λm)i
, (68)

sendo (λm)w o comprimento de onda associado ao máximo do espectro vertical

(CAUGHEY; PALMER, 1979), dado por:

(λm)w =



















z

0.55−0.38| zL |
0 ≤ z ≤ |L|

5.9z |L| ≤ z ≤ 0.1h

1.8h
[

1− e(
−4z
h ) − 0.0003e(

8z
h )

]

0.1h < z

, (69)

onde L é o comprimento de Monin-Obukov.

O segundo coeficiente utilizado nesta dissertação também foi sugerido por

Degrazia et al. (DEGRAZIA et al., 2000), em 2000, sendo este:

Kβ = 0.16w∗h

(

0.01
h

−L

)1/2 [

1− exp

(

−4z

h

)

− 0.0003exp

(

8z

h

)]4/3

. (70)

Por fim, tem-se o terceiro coeficiente de difusão, deduzido por Lamb e Durran em

1997 (SEINFELD; PANDIS, 1997), que é dado por:

Kζ =































2.5w∗h
(

κz
h

)4/3 (
1− 15 z

L

)1/4
0 ≤ z

h
< 0.05

w∗h
[

0.021 + 0.408 z
h
+ 1.351

(

z
h

)2
− 4.096( z

h
)3 + 2.560

(

z
h

)4
]

0.05 ≤ z
h
≤ 0.6

0.2w∗he
(6−10 z

h) 0.6 < z
h
≤ 1.1

0.0013w∗h
z
h
> 1.1

,

(71)

sendo κ a constante de von Kárman.

Como já comentado anteriormente, a eficiência de um modelo está diretamente

ligada a escolha adequada de uma parametrização para os coeficientes de difusão.

Assim, é de fundamental importância ao aplicar uma devida parametrização para o

coeficiente de difusão, analisar as condições atmosféricas (instável, estável ou neu-

tra) que predominam em cada camada a ser avaliada na atmosfera, visto que estas

condições são distintas para cada uma. Desta forma, no presente trabalho, é verifi-

cada a influência dos três coeficientes de difusão mencionados acima, sendo estes

válidos na CLC, ou seja, para condições instáveis da atmosfera.

Além disso, na parametrização para o termo de contragradiente dada na equação

(10), será utilizada constante b = 1.5, valor proposto por Cuijpers e Holtslag

(CUIJPERS; HOLTSLAG, 1998) e para σ2
w serão testadas três expressões distintas

a fim de analisar qual apresentará melhores resultados.
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A primeira expressão foi deduzida por Sorbjan (SORBJAN, 1989):

σ2
w = 1.8

(z

h

)2/3 (

1−
z

h

)2/3

w2
∗
. (72)

Outra parametrização utilizada para σ2
w foi proposta por Holstlag e Moeng

(HOLSTLAG; MOENG, 1991) e tem a forma:

σ2
w =

{

[

1.6u2
∗

(

1−
z

h

)]3/2

+ 1.2w3
∗

(z

h

)(

1− 0.9
z

h

)3/2
}3/2

, (73)

onde u∗ é a velocidade de fricção.

Deduzida por Degrazia et al. (DEGRAZIA et al., 2000), a terceira fórmula utilizada

nesta dissertação para o σ2
w e, é representada como se segue:

σ2
w = aw

2w∗

2 + bw
2u∗

2, (74)

sendo aw = 500 e bw = 1.8(1− exp(−4z/h)− 0.0003exp(8z/h)).

No próximo capı́tulo, para facilitar a notação, a equação (72) será denotada por

σ2
w1

, a equação (73) será denotada por σ2
w2

e a equação (74), por σ2
w3

.

5.2 Perfil do Vento

Neste trabalho são testados dois perfis de vento a fim de verificar qual proporciona

melhores resultados perante as simulações realizadas. Um dos perfis de vento foi des-

crito através de uma lei logarı́tmica expressa como (BERKOWICZ; OLESEN; TORP,

1986):

u =
u∗
k

[

ln

(

z

z0

)

−Ψm

( z

L

)

]

se z ≤ zb, (75)

onde κ é a constante de von Kárman, u∗ é a velocidade de fricção, z0 o comprimento

de rugosidade, zb = min [|L| , 0.1h] e Ψm função estabilidade expressa em (PAULSEN,

1975) como:

Ψm = 2ln

[

1 + A

2

]

+ ln

[

1 + A2

2

]

− 2tan−1(A) +
π

2
, (76)

sendo A =
(

1− 16 z
L

)1/4
.

O outro perfil de vento obedece uma lei de potência (PANOFSKY; DUTTON, 1988)

definida como:
ūz
ū1

=

(

z

z1

)p

, (77)

onde ūz e ū1 são as velocidades do vento médio nas alturas z e z1 e p está relacio-

nado com a intensidade da turbulência. Como este trabalho é descrito para a CLC,
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em condições instáveis e o expoente p varia conforme a condição de estabilidade at-

mosférica, usa-se p = 0.1 (ARYA, 1999).



6 RESULTADOS E DISCUSSÕES

O capı́tulo dedica-se a realização das análises gráficas e estatı́sticas sobre as

concentrações obtidas pela solução, mostrando a estabilidade das concentrações, es-

tabelecendo um estudo acerca dos coeficientes de difusão, expressões utilizadas no

cálculo do termo de contragradiente e perfis de vento empregados sendo, essencial-

mente, voltado à análise da sensibilidade do modelo.

Desta forma, os resultados obtidos são apresentados por meio das simulações

numéricas que foram implementadas computacionalmente através da linguagem de

programação FORTRAN 90. Para a simulação, considerou-se a altura de cada subca-

mada (∆zn) constante e seu valor é ∆zn = 10m.

Ainda, avalia-se a solução obtida comparando com resultados disponı́veis na lite-

ratura e faz-se uma análise crı́tica sobre a fı́sica que embasa essa abordagem.

Para a obtenção da concentração de poluentes, foram aplicados dados microme-

teorológicos do experimento de Copenhagen. As parametrizações turbulentas como

os coeficientes de difusão e os perfis de vento utilizados foram expressos no Capı́tulo

5.

6.1 Experimento de Copenhagen

Conforme mencionado anteriormente, o experimento de Copenhagen (GRYNING

et al., 1987) (GRYNING; LYCK, 1984) (GRYNING, 2002) consistiu na liberação de

SF6 (Hexafluoreto de enxofre) de uma fonte de 115 m de altura na região norte de

Copenhagen (zona basicamente residencial com rugosidade de 0,6 m).

O poluente foi coletado ao nı́vel da superfı́cie por amostradores de concentração

em três distâncias na direção preferencial do vento. As posições das unidades de

amostragem variam entre distâncias de, aproximadamente, 2 a 6 km, partindo do local

onde deu-se a liberação do SF6. Esta liberação do poluente teve inı́cio uma hora antes

de começar a ocorrer a coleta dos dados. Veja Figura 5.
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Figura 5: O experimento de Copenhagen.

A tabela 2 apresenta os dados coletados do experimento de Copenhagen (GRY-

NING, 2002) referentes a CLC e que serão utilizados para validar o modelo sugerido

neste trabalho.
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Tabela 2: Dados micrometeorológicos do experimento de Copenhagen e

concentrações observadas (Co).

Experimento U(Hs = 115m) u∗ L w∗ h Distância Co
(ms−1) (ms−1) (m) (ms−1) (m) (m) (10−4sm−2)

1 3.4 0.37 -46 1.8 1980 1900 6.48

3700 2.31

2 10.6 0.74 -384 1.8 1920 2100 5.38

4200 2.95

3 5.0 0.39 -108 1.3 1120 1900 8.20

3700 6.22

5400 4.30

4 4.6 0.39 -173 0.7 390 4000 11.66

5 6.7 0.46 -577 0.7 820 2100 6.72

4200 5.84

6100 4.97

6 13.2 1.07 -569 2.0 1300 2000 3.96

4200 2.22

5900 1.83

7 7.6 0.65 -136 2.2 1850 2000 6.70

4100 3.25

5300 2.23

8 9.4 0.70 -72 2.2 810 1900 4.16

3600 2.02

5300 1.52

9 10.5 0.77 -382 1.9 2090 2100 4.58

4200 3.11

6000 2.59

6.1.1 Índices Estatı́sticos

Para poder comparar o modelo apresentado com os dados observados no experi-

mento de Copenhagen, faz-se uso de ı́ndices estatı́sticos que se encontram presentes

na literatura e que são fortemente recomendados para validar modelos.

Para calcular tais ı́ndices estatı́sticos, é utilizado um programa que foi desenvolvido

por Hanna em 1989 (HANNA, 1989), o qual emprega um procedimento padrão aceito

e assumido pela comunidade cientı́fica da área de dispersão atmosférica.

Com relação a notação, a concentração observada é representada por Co, en-

quanto que a predita pelo modelo, por Cp. Ainda, σ descreve o desvio padrão.

Seguem os ı́ndices estatı́sticos que foram aplicados nesta dissertação:

a) O erro quadrático médio normalizado (Nmse) é um ı́ndice estatı́stico que

apresenta todos os desvios ocorridos entre as concentrações observadas e as predi-

tas pelo modelo. Para bons resultados, seu valor deve ser o menor possı́vel.



50

Nmse =
(Co − Cp)

2

CoCp

.

b) O coeficiente de correlação (Cor) indica o grau de associação ou concordância

entre as variáveis envolvidas. Quanto mais próximo de um for o seu valor, melhor

desempenho da solução.

Cor =

(

Co − Co

) (

Cp − Cp

)

σoσp
.

c) O fator de 2 (Fa2) expressa a porcentagem dos dados que se encontram entre

0.5 ≤
Cp

Co

≤ 2. Logo, para uma boa confiabilidade do modelo, seu valor deve ser o

mais próximo de um.

d) A fração de inclinação (Fb) mostra a propensão do modelo em superestimar

ou subestimar as concentrações observadas. Seu valor ótimo é zero.

Fb =
Co − Cp

0.5
(

Co + Cp

) .

e) O desvio fracional padrão (Fs) representa o grau de distanciamento das Co

em relação às Cp. Caso Fs < 0, o valor previsto está mais disperso que o observado

e se Fs > 0 o valor previsto está menos disperso que o observado. Seu valor ótimo é

zero.

Fs = 2
σo − σp
σo + σp

.

6.2 Resultados

O desempenho do modelo ADMM bidimensional para simular a dispersão de po-

luentes na atmosfera com uma abordagem diferente da usual para o termo de contra-

gradiente e sob condições instáveis foi avaliado usando os dados do experimento de

Copenhagen.

As simulações foram realizadas para os três diferentes coeficientes de difusão

(denotados por Kα, Kβ e Kζ e dados pelas equações (67), (70) e (71), respectiva-

mente) e para os dois perfis de vento, um obedecendo uma lei logarı́tmica (equação

(75)) e outro, lei de potência (equação (77)), conforme descrito no Capı́tulo 5. Ainda,

elaborou-se tais simulações para as diferentes expressões de σ2
w no cálculo do termo

do contragradiente conforme apresentadas no Capı́tulo 5 pelas equações (72), (73) e

(74), denotas por σ2
w1

, σ2
w2

e σ2
w3

, respectivamente.

Além disso, para evidenciar a influência do termo do contragradiente ao esti-
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mar a concentração de poluentes, foram refeitas as simulações sem este termo,

considerando-se α = 0 na expressão do termo de contragradiente (equação (11)),

consequentemente, anulando-o (γ = 0).

Primeiramente, foi realizado um estudo da estabilidade do modelo com o método

de inversão utilizado (ABATE; VALKó, 2004). Através das Figuras 6 e 8 parametriza-

das com um perfil de vento logarı́tmico e das Figuras 7 e 9, com um perfil de vento

que obedece uma lei de potência, pode-se verificar a estabilidade para o modelo.

Tais análises foram realizadas para o modelo que considera os efeitos não locais na

dispersão (com contragradiente), para as três distintas expressões para σ2
w e, também,

para aquele modelo que desconsidera o termo de contragradiente (com α = 0). Nas

Figuras 6 e 7 utilizam-se os dados do experimento 8 de Copenhagen (Tabela 2). Já

nas Figuras 8 e 9 são usados os dados do experimento 9 de Copenhagen (Tabela 2).

Vale ressaltar que nos dois experimentos tomou-se distâncias da fonte de x = 500m e

x = 4000m.

As Figuras 6, 7, 8 e 9 mostram que o método de inversão empregado é adequado

para obter a solução tanto para o modelo com o termo de contragradiente como para

o que desconsidera este termo, uma vez que ambos modelos se estabilizam aproxi-

madamente a partir de 40 termos do somatório. Ainda, pode-se afirmar que a escolha

do perfil de vento não prejudica a estabilidade da solução pois ela se estabiliza para

ambos perfis de ventos utilizados.
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Figura 6: Estabilidade numérica da solução proposta com o termo de contragradiente

para a concentração com o aumento do número de termos do somatório até M*=100,

considerando o algoritmo de Talbot. Utilizando-se dados do experimento 8 de Cope-

nhagen, o vento que obedece uma lei logarı́tmica e os três coeficientes de difusão.

Em (a), tem-se distâncias para x = 500m e em (b), x = 4000m.
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Figura 7: Estabilidade numérica da solução proposta com o termo de contragradiente

para a concentração com o aumento do número de termos do somatório até M*=100,

considerando o algoritmo de Talbot. Utilizando-se dados do experimento 8 de Cope-

nhagen, o vento que obedece uma lei de potência e os três coeficientes de difusão.

Em (a), tem-se distâncias para x = 500m e em (b), x = 4000m.
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Figura 8: Estabilidade numérica da solução proposta com o termo de contragradiente

para a concentração com o aumento do número de termos do somatório até M*=100,

considerando o algoritmo de Talbot. Utilizando-se dados do experimento 9 de Cope-

nhagen, o vento que obedece uma lei logarı́tmica e os três coeficientes de difusão.

Em (a), tem-se distâncias para x = 500m e em (b), x = 4000m.
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Figura 9: Estabilidade numérica da solução proposta com o termo de contragradiente

para a concentração com o aumento do número de termos do somatório até M*=100,

considerando o algoritmo de Talbot. Utilizando-se dados do experimento 9 de Cope-

nhagen, o vento que obedece uma lei de potência e os três coeficientes de difusão.

Em (a), tem-se distâncias para x = 500m e em (b), x = 4000m.
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Uma vez constatada a estabilidade dos modelos com o método de inversão em-

pregado, o próximo passo foi estimar as concentrações de poluentes. A Tabela 3

mostra a análise estatı́stica dos modelos com e sem termo de contragradiente quando

confrontados com os dados observados no experimento de Copenhagen para os três

coeficientes de difusão turbulentos e para o perfil de vento descrito por meio de uma

lei logarı́tmica.

Tabela 3: Índices estatı́sticos para os modelos com e sem termo de contragradiente e

com perfis de vento que obedecem uma lei logarı́tmica.

Modelo Coef. σ2
w Nmse Cor Fa2 Fb Fs

1 Com Contragradiente Kα σ2
w1

0.12 0.87 1.00 0.16 0.40

2 Com Contragradiente Kα σ2
w2

0.40 0.37 0.91 0.24 0.43

3 Com Contragradiente Kα σ2
w3

0.29 0.90 0.87 0.41 0.43

4 Sem Contragradiente Kα - 0.27 0.90 0.96 0.39 0.44

5 Com Contragradiente Kβ σ2
w1

0.21 0.55 0.83 0.04 0.36

6 Com Contragradiente Kβ σ2
w2

0.47 -0.10 0.74 0.15 0.68

7 Com Contragradiente Kβ σ2
w3

0.12 0.76 0.91 0.02 0.22

8 Sem Contragradiente Kβ - 0.13 0.73 0.83 -0.07 0.20

9 Com Contragradiente Kζ σ2
w1

0.29 0.87 0.96 0.38 0.55

10 Com Contragradiente Kζ σ2
w2

0.52 0.40 0.83 0.37 0.38

11 Com Contragradiente Kζ σ2
w3

1.15 0.79 0.35 0.83 0.63

12 Sem Contragradiente Kζ - 0.69 0.84 0.61 0.65 0.60

Observando a Tabela 3 e fazendo uma análise dos coeficientes de difusão sepa-

radamente, pode-se notar que sempre há um resultado com termo de contragradiente

que é melhor do que sem o termo.

Para Kα, foi obtido melhor resultado quando usa-se o σ2
w1

no cálculo do contra-

gradiente, conforme linha 1 da Tabela 3. Já ao analisar o coeficiente de difusão Kβ,

tem-se melhor resultado ao considerar o σ2
w3

no termo do contragradiente, conforme

linha 7 da Tabela 3. E, para Kζ , o melhor resultado foi encontrado ao utilizar σ2
w1

no

cálculo do contragradiente, conforme linha 9 da Tabela 3.
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Além disso, foram realizadas as mesmas análises de ı́ndices estatı́sticos para o

perfil de vento que obedece uma lei de potência, conforme a Tabela 4.

Tabela 4: Índices estatı́sticos para os modelos com e sem termo de contragradiente

com perfis de vento que obedecem uma lei de potência.

Modelo Coef. σ2
w Nmse Cor Fa2 Fb Fs

1 Com Contragradiente Kα σ2
w1

0.07 0.87 0.91 0.01 0.24

2 Com Contragradiente Kα σ2
w2

0.34 0.35 0.87 0.08 0.22

3 Com Contragradiente Kα σ2
w3

0.19 0.89 0.96 0.31 0.28

4 Sem Contragradiente Kα - 0.16 0.89 0.96 0.27 0.27

5 Com Contragradiente Kβ σ2
w1

0.17 0.64 0.83 -0.15 0.25

6 Com Contragradiente Kβ σ2
w2

0.38 -0.07 0.74 -0.03 0.61

7 Com Contragradiente Kβ σ2
w3

0.12 0.80 0.87 -0.15 0.03

8 Sem Contragradiente Kβ - 0.15 0.79 0.87 -0.25 0.02

9 Com Contragradiente Kζ σ2
w1

0.15 0.84 0.91 0.21 0.35

10 Com Contragradiente Kζ σ2
w2

0.43 0.36 0.83 0.21 0.15

11 Com Contragradiente Kζ σ2
w3

0.87 0.79 0.44 0.73 0.45

12 Sem Contragradiente Kζ - 0.47 0.83 0.70 0.54 0.40

Através da Tabela 4, onde considera-se o perfil de vento que obedece a lei de

potência, observa-se que a modelagem com o termo do contragradiente não apre-

senta uma expressiva vantagem de utilização em relação ao modelo sem este termo.

Porém, quando usa-se Kζ com σ2
w1

(linha 9, Tabela 4) o resultado do modelo com o

termo de contragradiente apresenta uma melhora significativa.

De modo geral, pode-se observar através das análises das Tabelas 3 e 4, que o

modelo apresentou bons resultados com exceção das linhas 6 e 11 de ambas tabelas.

Ou seja, de acordo com os testes aqui realizados pode-se afirmar que não é indi-

cado simular a dispersão de poluentes com o termo de contragradiente utilizando na

parametrização da turbulência o coeficiente de difusão Kβ com σ2
w2

ao mesmo tempo,

assim como, o coeficiente de difusão Kζ com σ2
w3

, independentemente do perfil de

vento empregado.

Ainda, os melhores resultados ocorrem na Tabela 3, linha 1, quando as

concentrações de poluentes são estimadas combinando o coeficiente de difusão Kα,

σ2
w1

no termo do contragradiente e perfil de vento obedecendo uma lei logarı́tmica.

Esta afirmação decorre do fato dos valores dos ı́ndices Nmse, Fb e Fs estarem na

vizinhança de zero, o valor de Cor próximo a um e, principalmente, o Fa2 ser igual a

um.
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A Figura 10 apresenta gráficos de espalhamento entre as concentrações observa-

das (Co) em todos os experimentos de Copenhagen e as preditas pelo modelo (Cp)

para os três coeficientes de difusão e os dois perfis de vento. Em cada gráfico há a

comparação das concentrações calculadas com as diferentes expressões utilizadas

para σ2
w no termo de contragradiente e, também, as concentrações estimadas com

α = 0 (efeito local). Desta forma, na Figura 10, tem-se a análise dos modelos com

efeito local e não local.

O melhor resultado da Tabela 3 (linha 1) é evidenciado no gráfico (a) da Figura

10, no qual apresenta todos pontos dentro do campo 0.5 ≤ Cp

Co
≤ 2 (Fa2), ou melhor,

apresenta todos pontos compreendidos entre as duas linhas e isso não ocorre em

mais nenhum gráfico.

Já as Figuras 11 e 12 apresentam a concentração predita ao nı́vel do solo em

função da distância da fonte, tanto para o modelo que leva em conta o termo de con-

tragradiente, sendo utilizado novamente as três diferentes expressões para σ2
w, como

para o que desconsidera este termo (α = 0). Neste caso foram utilizados os dados do

experimento de Copenhagen (Tabela 2), mais precisamente, dados do experimento 8

na Figura 11 e dados do experimento 9 na Figura 12.

Através das Figuras 11 e 12, pode-se observar o processo de homogenização das

concentrações ao utilizar quaisquer coeficiente de difusão. Ao considerar distâncias

menores, ou seja, próximas a fonte, as concentrações calculadas com o termo de con-

tragradiente apresentam valores menores que as calculadas sem o termo de contra-

gradiente. Porém, a partir de uma determinada distância, ocorre o inverso; ou seja, as

concentrações com contragradiente são sempre maiores quando comparadas àquelas

calculadas sem este termo.

A distância onde acontece este fenômeno varia de acordo com o experimento,

coeficiente de difusão e perfil de vento empregados. Na Figura 11, quando utiliza-se

Kα com perfil de vento que obedece uma lei logarı́tmica, isto ocorre a partir de 1100m,

já para vento com perfil de potência, começa a partir de 1000m. Para Kβ tem inı́cio

em 2600m quando utiliza-se vento com perfil logarı́tmico e altera para 2500m, para

vento com perfil de potência. Já para Kζ , a mudança ocorre a partir de 600m com

perfil de vento que obedece uma lei logarı́tmica e a partir de 500m, com perfil de vento

obedecendo uma lei de potência. Na Figura 12, ao utilizar Kα com perfil de vento que

obedece uma lei logarı́tmica, isto acontece a partir de 1500m, já para vento com perfil

de potência, ocorre a partir de 1400m. Para Kβ, a mudança inicia em 4500m quando

utiliza-se vento com perfil logarı́tmico e em 4100m, para vento com perfil de potência.

Já para Kζ , tem inı́cio em 1600m com perfil de vento que obedece uma lei logarı́tmica

e a partir de 1400m, com perfil de vento obedecendo uma lei de potência.

Salienta-se que todos experimentos de Copenhagen (Tabela 2) ou são de classe

A ou de classe B,C conforme os dados da Tabela 1 sobre estabilidade atmosférica.
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Logo, escolheu-se trabalhar com o experimento 8 por este ser de classe A (muito

instável) e o experimento 9, por representar a classe B,C (instável).

Ainda, vale ressaltar que o experimento de Copenhagen foi medido considerando

distâncias em torno de x = 2km até x = 6km, o que evidencia a importância da análise

da qualidade do ar para distâncias que se encontram mais longes da fonte poluidora.

Sendo assim, se o termo de contragradiente não for considerado, as concentrações

distantes da fonte serão subestimadas, uma vez que o termo de contragradiente acar-

retou num aumento das concentrações.

Portanto, ao realizar uma análise dos indı́ces estatı́sticos das Tabelas 3 e 4 e, ob-

servando as Figuras 10, 11 e 12, conclui-se que o modelo sugerido nesta dissertação,

o qual considera o coeficiente de difusão Kα e o termo de contragradiente calculado

com σ2
w1

e que, consequentemente, utiliza uma modelagem mais realı́stica, levando

em conta a estrutura complexa da turbulência, possui uma melhor aproximação com

a realidade e apresenta melhores resultados quando comparado com o modelo que

desconsidera os efeitos não locais na dispersão.
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Figura 10: Gráficos de espalhamento entre as concentrações observadas (Co) e as

preditas pelo modelo (Cp) para os três coeficientes de difusão. Na 1a coluna, para os

gráficos (a), (b) e (c) utiliza-se vento com perfil logarı́tmico, já na 2a, para os gráficos

(d), (e) e (f), vento que segue a lei de potência.
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Figura 11: Gráficos da concentração em função da distância da fonte para os três

distintos coeficientes de difusão (Kα, Kβ e Kζ). Na 1a coluna, para os gráficos (a), (b)
e (c) utiliza-se vento com perfil logarı́tmico, já na 2a, para os gráficos (d), (e) e (f),
vento que segue a lei de potência. Experimento 8 de Copenhagen.
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Figura 12: Gráficos da concentração em função da distância da fonte para os três

distintos coeficientes de difusão (Kα, Kβ e Kζ). Na 1a coluna, para os gráficos (a), (b)
e (c) utiliza-se vento com perfil logarı́tmico, já na 2a, para os gráficos (d), (e) e (f),
vento que segue a lei de potência. Experimento 9 de Copenhagen.



7 CONCLUSÕES

Neste trabalho obteve-se uma solução semianalı́tica para a equação de advecção-

difusão bidimensional estacionária com fechamento não Fickiano que determina a

concentração de poluentes atmosféricos liberados por fontes contı́nuas num escoa-

mento do tipo contragradiente.

A resolução desta equação foi obtida através do método ADMM, onde considerou-

se a CLC como um sistema multicamadas e em cada subcamada os parâmetros re-

lativos a turbulência assumiram um valor médio constante. Desta forma, trabalhou-se

com a resolução analı́tica de EDPs e EDOs e com a aplicação da técnica da Trans-

formada de Laplace. Por fim, a Transformada Inversa de Laplace foi encontrada nu-

mericamente utilizando-se o algoritmo de Talbot, por este ser um método robusto e

eficiente para inversão (ABATE; VALKó, 2004).

A consequência de trabalhar-se com um termo de contragradiente que considera o

caráter não local no fechamento da turbulência provocou o aparecimento de um termo

adicional na equação de advecção-difusão estudada. Porém, é com satisfação que

pode-se afirmar que seu acréscimo não gerou grandes dificuldades na aplicação do

método ADMM para resolver a equação de advecção-difusão que modela a dispersão

de poluentes.

Além do mais, a inclusão do termo de contragradiente permitiu levar em conta as

caracterı́sticas da fı́sica da turbulência não apenas no coeficiente de difusão, mas

também em um termo pertencente a própria equação diferencial do modelo, fazendo

com que a dispersão ocorra num escoamento do tipo contragradiente tornando a mo-

delagem da estrutura da turbulência na CLC mais completa.

Para avaliar a execução do modelo bidimensional (que considera a atmosfera sob

condições instáveis) na estimativa de concentrações, fez-se a comparação dos resul-

tados preditos pelo modelo com os observados através de dados experimentais.

De modo geral, pode-se garantir, que o modelo com as diferentes parametrizações

sugeridas e utilizadas nesta dissertação, que compreendem a fı́sica da turbulência

não homogênea e que abrangem o fechamento não Fickiano da turbulência, simulou

satisfatoriamente as concentrações observadas, produzindo conformidade entre as
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concentrações medidas e as concentrações geradas, na maioria dos testes realizados.

Pôde-se observar que o melhor desempenho é o do modelo que leva em conta

o termo adicional do contragradiente quando comparado com os resultados do mo-

delo onde desconsiderou-se este termo. Principalmente tratando-se do modelo com

o termo do contragradiente calculado com σ2
w1

(equação (72)), com a parametrização

para o coeficiente de difusão Kα sugerida por Degrazia et al. em 2001 (DEGRAZIA;

MOREIRA; VILHENA, 2001) (equação (67)) e o perfil de vento obedecendo uma lei

logarı́tmica (equação (75)).

Tal afirmativa é comprovada pelos ı́ndices estatı́sticos presentes na linha 1 da Ta-

bela 3, onde é possı́vel notar o fator de dois (Fa2) igual a um aliado a uma forte

correlação (Cor) e baixos valores para os indicadores Nmse, Fb e Fs, em relação à

aplicação de todas as demais parametrizações para os coeficientes de difusão, para

os perfis de vento e para σ2
w no termo do contragradiente, ou seja, em relação a todos

testes que foram realizados; seja entre os modelos com fechamento local e não local,

seja entre as variadas expressões para σ2
w no termo do contragradiente para o modelo

com efeito não local.

Pode-se ressaltar que o método empregado não demonstrou maiores dificuldades

de implementação e apresentou eficácia, visto que reproduziu adequadamente a dis-

persão de poluentes na CLC, descrevendo resultados coerentes com os disponı́veis

na literatura.

Os objetivos foram alcançados pois foi possı́vel ampliar a aplicabilidade do método

utilizado e afirmar que a abordagem inédita do termo de contragradiente proposto

por Cuijpers e Holtslag (CUIJPERS; HOLTSLAG, 1998), para o caso bidimensional ao

estimar a concentração de poluentes, melhora a modelagem.

Como resultado final, foi obtido um modelo capaz de simular a dispersão de po-

luentes na atmosfera que considera a estrutura complexa da turbulência de forma

mais realista, uma vez que a inclusão do termo de contragradiente permitiu acres-

centar informações sobre a fı́sica da CLC na modelagem proposta. Sendo assim,

pode-se afirmar que a solução encontrada no presente trabalho é uma ferramenta

indispensável no cálculo da concentração de poluentes da atmosfera.

Acredita-se que o grande impacto deste trabalho seja a contribuição para o desen-

volvimento desta linha de pesquisa que busca compreender os processos envolvidos

na dispersão de poluentes na atmosfera. Como trabalhos futuros, sugere-se uma

continuação do estudo realizado nesta dissertação, considerando o caso bidimensio-

nal transiente utilizando a metodologia aqui apresentada mais a Transformada de La-

place no tempo. Além disso, pode-se confrontar o modelo desenvolvido no presente

trabalho com outros experimentos (por exemplo, o experimento de tanque).

Ainda, pode-se pensar em desenvolver um modelo tridimensional para simular a

dispersão de poluentes levando em conta o fechamento não local da turbulência con-
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forme realizado neste estudo, ou seja, considerando uma abordagem diferente da

forma usual para o termo de contragradiente.
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CARVALHO, J. C. Um estudo numérico da dispersão de poluentes na camada

limite convectiva. 1996. Dissertação de mestrado em meteorologia — Universidade

de São Paulo, São Paulo.

CAUGHEY, S. J.; PALMER, S. G. Some aspects of turbulence structure through the

depth of the convective boundary layer. Quarterly Journal of the Royal Meteorologi-

cal Society, v.105, p.811–827, 1979.

CHAMPAGNE, F. H.; FRIEHE, C. A.; LARVE, J. C.; WYNGAARD, J. Flux measure-

ments, flux estimation techiniques, and fine scale turbulence measurements in the ins-

table surface layer over land. Journal Atmospheric Society, v.34, p.515–520, 1977.

COSTA, C. P. da. Influência de efeitos não-locais na dispersão de poluentes na
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Linear: Equações Diferenciais Lineares. Ao livro técnico S/A, Rio de Janeiro, v.3,
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