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RESUMO

KANOPP DOS REIS, Jéssica. Simulação Analı́tica da Dispersão de Polu-
entes Durante o Perı́odo de Transição Dia-Noite. 2017. 114 f. Dissertação
(Mestrado) – Programa de Pós-Graduação em Modelagem Matemática. Univer-
sidade Federal de Pelotas, Pelotas.

Neste trabalho, um modelo analı́tico Euleriano é utilizado para simular a
concentração de poluentes emitidos a partir de uma fonte pontual contı́nua du-
rante o perı́odo de transição dia-noite. A análise aplica o modelo de dispersão
parametrizado por coeficientes de difusão da camada limite estável e camada
pré-residual. As simulações da concentração são realizadas considerando di-
ferentes intervalos de tempos no processo de transição durante o pôr do sol e
altura da CLE de 60m e 120m. Os resultados apresentados neste trabalho mos-
tram semelhanças com aqueles encontrados na literatura onde a ação da mistura
turbulenta gerada pelo decaimento da energia convectiva na camada pré-residual
causa uma transferência efetiva dos poluentes para o interior da camada limite
estável. Analisando as concentrações para uma altura de 60m, temos que du-
rante o estágio inicial do perı́odo de transição, no qual a camada estável apre-
senta pouca profundidade, a combinação entre turbilhões convectivos e estáveis
que agem eficientemente para transportar os poluentes em direção a superfı́cie.
Para o estágio posterior, a altura da camada estável alcança a altura da fonte
pontual tal que a dispersão ocorre numa extensão vertical mais profunda que
é dominada pela turbulência estável. Para a altura da CLE de 120m, ocorre o
mesmo comportamento que para a altura de 60m, para as fases posteriores não
há diminuição da concentração na superfı́cie à medida que ocorre a perda da ca-
pacidade de difusão convectiva dentro da camada pré-residual e o aumento da
altura da CLE. A falta de uma mistura turbulenta efetiva, agindo na extensão ver-
tical da camada limite estável, impede que os poluentes cheguem a superfı́cie.
Este trabalho tem no seu foco principal uma descrição analı́tica da dispersão de
poluentes ocorrendo em torno do pôr do sol, a qual permite simular o transporte
turbulento de forma computacionalmente eficiente.

Palavras-chave: Camada limite planetária, Camada limite estável, Camada re-
sidual, Dispersão de poluentes, Solução analı́tica Euleriana.



ABSTRACT

KANOPP DOS REIS, Jéssica. Analytical simulating of pollutant dispersion
during sunset transition time. 2017. 114 f. Dissertação (Mestrado) – Pro-
grama de Pós-Graduação em Modelagem Matemática. Universidade Federal de
Pelotas, Pelotas.

In this work, an analytical Eulerian model was employed to simulate the pol-
lutants concentration released from continuous point source during the sunset
transition period. The analysis applies the dispersion model parameterized by
the stable and decaying convective eddy diffusivities, representing the turbulent
mixing in the stable boundary layer and pre-residual layer. The concentration
simulations were calculated considering different times in the transition process
through the sunset period and CLE height of 60m and 120m. The results pre-
sented In this work show similarity with ones reported by literature, where the
mixing strong action caused by the decaying convective energy-containing ed-
dies in the pre-residual layer causes an effective entrance of pollutants to the
interior of the recently established SBL. Analyzing the concentrations for a height
of 60m , we have to during the initial stage of the transition period, in which the
SBL presents a small depth, the combination between residual convective and
stable eddies acts efficiently to transport the pollutants in direction to the ground
surface. For the later stages, the height of the SBL depth reaches the point source
height so that the dispersion occurs in a large vertical extension that is dominated
by a stable turbulence. For CLE height of 120m, happen same behavior for height
of 60m, for the after phases there is not surface decrease concentration accord-
ing as occurs the loss convective diffusion capacity inside pre-residual layer and
the CLE height increase. The lack of an effective turbulent mixing, acting over
the vertical extension of the SBL, prevents that pollutants do reach the surface.
In the present contribution was focused on an analytical description of the pollu-
tant dispersion occurring around the evening transition, which allows simulate the
turbulent transport in a computationally efficient procedure.

Keywords: Planetary boundary-layer, stable boundary layer, residual layer, pol-
lutant dispersion, Eulerian analytical solution.
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ECT energia cinética turbulenta
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ζ parâmetro de estabilidade

γ intensidade da turbulência

δ(x) função delta de Dirac

α constante de Kolmogorov

ν viscosidade cinemática
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SUMÁRIO
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5.2.1 Densidade de energia para uma equação dinâmica . . . . . . . . . 48
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1 INTRODUÇÃO

Nos últimos anos percebe-se o aumento de interesse pelo estudo de mo-
delos matemáticos, capazes de considerar topografias irregulares, bem como
diversos fenômenos fı́sicos e quı́micos envolvidos no processo de dispersão at-
mosférica. Isto se deve, em parte, ao aumento da velocidade de processamento
associada a diminuição dos valores dos equipamentos computacionais. A isso
também poderı́amos acrescentar as grandes dificuldades de se reproduzir em
laboratório, num modelo em escala muito reduzida, a maioria das condições pre-
sentes na atmosfera real. Os modelos fı́sicos e os experimentos de campo em
escala real continuam indispensáveis para o estudo desses fenômenos, visando
o aperfeiçoamento dos modelos matemáticos e a sua validação. O controle da
qualidade do ar requer instrumentos capazes de extrapolar no espaço e no tempo
os valores medidos, enquanto a melhoria da atmosfera pode ser obtida somente
com planos que reduzem as emissões e, então, com instrumentos (como o mo-
delo matemático de dispersão na atmosfera) capazes de ligar a causa (a fonte)
de poluição com o efeito (a concentração do poluente) (MOREIRA; TIRABASSI,
2004).

Os processos que governam o transporte e a difusão de poluentes é de tal
complexidade que não é possı́vel descreve-los sem a utilização de modelos ma-
temáticos. Tais modelos matemáticos são capazes de: simular e interpretar os
dados de experimentos; controlar em tempo real e/ou analisar a qualidade do ar;
administrar as liberações acidentais e avaliar as áreas de riscos; identificar as
fontes poluidoras; avaliar a contribuição de uma única fonte à carga poluidora;
administrar e planejar o território (MOREIRA; TIRABASSI, 2004).

Os modelos matemáticos que determinam as propriedades da atmosfera e
o seu efeito sobre o(s) poluente(s) são denominados modelos de dispersão.
Eles representam uma importante ferramenta de investigação dos transpor-
tes de poluentes desde que sejam validados através de observações detalha-
das da dispersão atmosférica. A aproximação Euleriana para modelagem das
concentrações de poluentes é muito utilizada no campo de estudos da poluição
atmosférica, pois somente os parâmetros Eulerianos são medidos. Sendo esta
medição feita por um instrumento cuja posição é fixa com relação ao fluxo.

A modelagem da dispersão na atmosfera é mais valiosa para a indústria
quando utilizada progressivamente como uma ferramenta de gerenciamento do
que em resposta a restrições regulamentares. A modelagem da poluição do ar
pode ser usada para: projetar uma fábrica de modo a minimizar os impactos
da descarga, selecionando adequadamente altura e posição das chaminés; pla-
nejar programas de redução das emissões; planejar medidas de prevenção e
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diminuição de danos para minimizar as consequências de descargas acidentais
de grandes quantidades de materiais tóxicos (SEIGNEUR, 1992).

Desta forma, a previsão dos nı́veis de concentração de poluentes é um requi-
sito indispensável para determinar possı́veis danos a serem provocados por no-
vas fontes ou mesmo por fontes existentes a serem modificadas. Neste âmbito, a
modelagem matemática é uma ferramenta importante para a obtenção (cálculo)
dessas previsões.

Algumas limitações são encontradas no decorrer deste projeto, podendo-
se citar a não existência de trabalhos que utilizem um modelo analı́tico para
a resolução de problemas com fonte pontual contı́nua durante o perı́odo de
transição dia-noite. Sendo assim, a dispersão de poluentes por escoamentos
turbulentos é de importância central em um número de problemas ambientais.
Porém, menos atenção tem sido dada à dispersão na camada pré-residual, onde
a difusão de poluentes ocorre em condições de decaimento da turbulência con-
vectiva. O decaimento da energia dos grandes turbilhões na Camada limite con-
vectiva (CLC) é o mecanismo fı́sico que pode sustentar o processo de dispersão
na camada pré-residual.

O objetivo deste trabalho é investigar o processo de dispersão turbulenta que
ocorre durante o perı́odo do pôr do sol, avaliando os padrões caracterı́sticos da
dispersão turbulenta de poluentes liberados de uma fonte pontual contı́nua em
uma camada limite planetária (CLP) caracterizada pelo decaimento convectivo.
Esta análise considera uma solução analı́tica da equação advecção-difusão, na
qual os efeitos turbulentos são representados por coeficientes de difusão para a
camada limite estável (CLE) e para o decaimento da turbulência na CLC.

Para simular a dispersão turbulenta durante o perı́odo do pôr do sol é utilizado
um procedimento analı́tico em vez de uma solução numérica. É fornecida uma
solução de forma fechada, que pode ser adaptada para aplicações em métodos
numéricos para reproduzir a solução dentro de uma precisão prescrita. Como
consequência, a análise de erro é reduzida em comparação as aproximações
numéricas (BUSKE et al., 2012b).

Existem duas abordagens para representar o fluxo e a difusão em um fluido:
a Euleriana e a Lagrangiana. A principal diferença entre os dois modelos é o sis-
tema referencial, ou seja, o sistema de referência Euleriano é fixo em relação à
Terra, enquanto o Lagrangiano segue a velocidade instantânea do fluido. Os mo-
delos Eulerianos são de caráter determinı́stico, isto é, predizem a concentração
média de um poluente em um volume, enquanto que os modelos Lagrangianos
são probabilı́sticos, tal que, predizem a probabilidade que uma dada partı́cula
seja encontrada em uma dada posição. Neste trabalho é utilizado a abordagem
Euleriana.

O modelo Euleriano analı́tico é obtido pelo uso da técnica GILTT (Genera-
lized Integral Laplace Transform Technique), que será empregada para simular
a concentração de contaminantes perpendicular à direção preferencial do vento
(cross-wind), emitidos a partir de uma fonte pontual contı́nua de 60 m e 120 m,
assim como a determinação dos perfis destas concentrações.

A partir de argumentos fı́sicos e motivado pela escassez de estudos experi-
mentais bem como pela falta de dados de concentração de poluentes durante o
processo de evolução dia-noite, o transporte turbulento ocorrendo no momento
de transição é investigado neste estudo. Portanto, o objetivo principal deste tra-



20

balho é simular os padrões caracterı́sticos da dispersão de poluentes emitidos
a partir de uma fonte pontual contı́nua em uma CLP difusiva, caracterizada pelo
decaimento de energia convectiva na camada pré-residual. Esta análise, será
baseada na metodologia apresentada por CARVALHO et al. (2010), utilizando
um modelo numérico Lagrangiano de deslocamento aleatório.

Este estudo encontra-se estruturado em 7 capı́tulos. No Capı́tulo 2 encontra-
se uma revisão bibliográfica sobre os principais estudos na área de dispersão de
poluentes, sendo feita uma revisão geral sobre os modelos utilizados no estudo
do transporte da poluição atmosférica e o estudo da CR. No capı́tulo 3 é des-
crito sobre a CLP destacando-se a estrutura difusiva da camada pré-residual e a
definição de alguns conceitos básicos. No capı́tulo 4 é estudado o modelo ma-
temático utilizado para a obtenção da solução do problema proposto. No capı́tulo
5 é descrita a parametrização da turbulência na camada limite estável (CLE) e na
camada pré-residual, e o perfil do vendo utilizado. No capı́tulo 6 apresentam-se
os resultados obtidos com o modelo. Estes resultados são comparados com a
solução de um problema similar, Lagrangeano, que é utilizado para validar os re-
sultados aqui encontrados (CARVALHO et al., 2010). Conclusões e perspectivas
para a continuação deste trabalho são discutidas no capı́tulo 7.



2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

Na literatura é encontrada um número considerável de soluções numéricas
da equação de difusão-advecção (NIEUWSTADT; VAN, 1978), (LAMB, 1978),
(CARVALHO, 1996). Todavia, a busca por soluções analı́ticas para problemas de
dispersão ainda é uma das principais direções de pesquisa nesta área. Durante
a solução analı́tica, todos os parâmetros aparecem explı́citos, o que facilita a
investigação de suas influências e do seu comportamento assintótico da solução.

Nesta seção será feita uma revisão dos tipos de modelo de qualidade do ar
dando ênfase aos modelos de natureza analı́tica e semi-analı́tica. Também é
realizada uma breve revisão sobre os estudos voltados para a análise de difusão
turbulenta na Camada Residual.

2.1 Tipos de Modelos de qualidade do ar

A complexidade do estudo do transporte dos poluentes a partir de modelos
de simulação computacional fica muitas vezes comprometida pela necessidade
de computadores com alto desempenho, tanto em termos de velocidade de pro-
cessamento como em memória disponı́vel. A estas dificuldades, podemos acres-
centar a necessidade de métodos numéricos mais otimizados, que permitam a
aceleração na convergência dos resultados. Por esses motivos foram desenvol-
vidos vários modelos com caracterı́sticas distintas, tanto em formulação como
aplicação para o problema.

Matematicamente, as concentrações de poluentes podem ser modeladas a
partir da equação da conservação da massa, momento e energia termodinâmica,
configurando-se como um dos principais problemas da área da micrometeorolo-
gia (STULL, 1988). Este conjunto de equações é reescrito de forma que re-
presente os movimentos de microescala que governam o transporte de poluen-
tes na camada limite atmosférica (CLA) e, ao mesmo tempo, sejam úteis para
a extração das informações para o problema original (HOLTON, 2004) (ARYA,
1999).

Os modelos podem ser separados em duas grandes famı́lias: modelos di-
agnósticos, geralmente usados como pré-processadores, que interpolam medi-
das efetuadas no domı́nio do cálculo baseados na equação da continuidade,
como é o caso dos modelos Minerve (GEAI, 1987) e CALMET (SCIRE, 1999);
e modelos prognósticos, que integram o conjunto de equações da conservação
da massa, quantidade de movimento, energia cinética turbulenta, umidade e ca-
lor, nos quais o objetivo não é apenas reconstruir perfis de vento ou de outras
variáveis, mas prever a evolução do fenômeno de transporte. Como exemplos
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de modelo prognóstico de nova geração pode-se citar: CCATT-BRAMS e WRF-
CHEM (SKAMAROCK, 2005).

Modelos utilizados para simulações do transporte de poluentes lançados na
atmosfera costumam ser classificados também em relação ao sistema de re-
ferência adotado e as hipóteses assumidas: modelo Euleriano e modelo La-
grangeano. O modelo Euleriano que em sua formulação considera um ponto
fixo no espaço, podendo ser resolvido tanto numericamente, discretizando as
equações (PASQUILL, 1974) (PASQUILL; SMITH, 1983) ou analiticamente e
semi-analiticamente, com o uso de técnicas que envolvem transformadas in-
tegrais (MOREIRA et al., 2011) (MOREIRA, 1999). A formulação Lagrange-
ana, na qual o referencial segue o movimento de cada partı́cula ou conjunto de
partı́culas e as equações são resolvidas numericamente, simulando os movimen-
tos aleatórios e descontı́nuos do fluxo (HOWARD, 1996), ou semi-analiticamente,
por exemplo, segundo o método ILS (Iterative Langevin Solution) (CARVALHO
et al., 2005a) (CARVALHO; VILHENA, 2005).

Existem ainda as soluções chamadas Gaussianas que consideram coeficien-
tes de difusão constantes e aproximam a distribuição espacial do poluente a uma
curva gaussiana por meio de parâmetros de dispersão empı́ricos obtidos a partir
das variáveis micrometeorológicas (ARYA, 1999).

Os modelos numéricos que contemplam a solução da quı́mica e do transporte
de gases e os aerossóis interligados com a solução do estado atmosférico, repre-
sentam o estado da arte em uma modelagem acoplada da atmosfera, como visto
na Fig. 1. Tais modelos são comumente denominados como modelos interliga-
dos (on-line). Neste modelo, a utilização de um sistema único de coordenadas
espaciais e a utilização de parametrizações fı́sicas do modelo atmosférico faz
com que o transporte das partı́culas de aerossol e gases sejam consistente com
o modelo atmosférico em si e minimizando os erros numéricos associados às
interpolações (FREITAS; LONGO; RODRIGUES, 2009).

Os modelos numéricos que resolvem à quı́mica e transporte de gases e ae-
rossóis independentes da solução do estado atmosférico são conhecidos como
desacoplados (off-line). Os modelos desacoplados são computacionalmente me-
nos onerosos em relação aos modelos interligados e podem ser usados, por
exemplo, para análises de sensibilidade de mecanismos quı́micos, em situações
nas quais o impacto da meteorologia é mı́nimo. Porém, os modelos desaco-
plados apresentam erros numéricos associados à interpolação em (x, y, z, t), o
que pode levar, dentre outros problemas, à violação da conservação de massa
(FREITAS; LONGO; RODRIGUES, 2009).

Figura 1: Modelo on-line e off-line.

Finalmente, os modelos podem ser classificados segundo sua escala espa-
cial, como: modelo em escala global, no qual o domı́nio de cálculo é um he-
misfério ou o planeta inteiro, reconstruindo a circulação em grande escala e utili-
zado para avaliar transporte a longo alcance; modelos de mesoescala, que são
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aplicados a escalas de 100 a qualquer milhar de quilômetros e que modelam
fenômenos em escalas de horas ou dias; e modelos regionais, utilizados em
escalas de dezenas ou centenas de quilômetros. Pode-se, ainda, considerar
os modelos de escala local que são aplicados em áreas de dezenas de metros
a poucos quilômetros, utilizados principalmente para modelagem da dispersão
próximo à fonte do poluente (MOREIRA; TIRABASSI; MORAES, 2008a).

A primeira solução da equação de difusão-advecção foi uma solução Gaussi-
ana, devido a Adolf Eugen Fick (Fick), na metade do século XIX. Para este tipo
de solução, o coeficiente de difusão na direção z (Kz) e a velocidade do vento
são constantes com a altura, sendo consideradas as condições de contorno de
fluxo nulo de poluentes na parte inferior e superior da CLP:

Kz
∂c̄

∂z
= 0 em z = 0 e z →∞ (1)

onde c̄ representa a concentração média da concentração.
ROBERTS (1923) apresentou uma solução bidimensional para fontes super-

ficiais, considerando a velocidade do vento e o coeficiente de difusão vertical Kz

(m2/s) seguindo leis de potência como uma função de altura, ou seja:

u = u1

(
z

z1

)m
; Kz = K1

(
z

z1

)n
(2)

onde z1 é a altura na qual u1 e K1 são analisados, m e n estão relacionados
com a instabilidade atmosférica e a rugosidade da superfı́cie, respectivamente,
e variam entre 0 e 1 (IRWIN, 1979).

ROUNDS (1955) obteve uma solução bidimensional válida apenas para fon-
tes elevadas, considerando perfis lineares Kz.

SMITH (1957a) resolveu a equação bidimensional de transporte e difusão,
considerando u e Kz funções de potência da altura com os expoentes seguindo
a lei conjugada de Schmidt (α = 1−β) . SMITH (1957b) apresentou uma solução
considerando u constante e Kz é dado por:

Kz = K0z
α(zi − z)β (3)

onde K0 é uma constante, α e β variam entre 0 e 1, conforme a altura da camada
limite convectiva zi.

SCRIVEN; FISHER (1975) usaram uma solução para o transporte de longa
escala, sendo amplamente usada no Reino Unido, considerando u constante e
Kz dado por:

Kz ≡ z para 0 ≤ z ≤ zt e Kz = Kz(zt) para zt ≤ z ≤ zi (4)

onde zt(m) é uma altura predeterminada (geralmente a altura da camada super-
ficial).

YEH; HUANG (1975) e BERLYAND (1975) apresentaram uma solução bidi-
mensional para fontes elevadas com u e Kz determinados por perfil de potência,
mas para uma atmosfera sem contorno superior (Kz

∂C
∂z

= 0 em z → ∞), tendo
soluções obtidas em termos de funções de Green. Na Itália, quatro modelos são
baseados na solução de YEH; HUANG (1975) e BERLYAND (1975): KAPPAG
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(TIRABASSI; TAGLIAZUCCA; PAGGI, 1989), KAPPAG-LT (TIRABASSI; TAGLIA-
ZUCCA; PAGGI, 1989), CISP (TIRABASSI; RIZZA, 1992) e MAOC (TIRABASSI;
RIZZA, 1993).

DEMUTH (1978) apresentou uma solução em termos de funções de Bessel,
considerando uma camada vertical limitada (Kz

∂C
∂z

= 0 em z = zi).
VAN ULDEN (1978) derivou uma solução para difusão vertical, obtendo

perfis de u e Kz a partir da teoria de similaridade de Monin-Obukhov. Com
a solução,(VAN ULDEN, 1978) obteve resultados similares aos de ROBERTS
(1923) considerando uma aplicação para emissões dentro da camada limite su-
perficial. Esta mesma solução foi utilizada no modelo SPM (TIRABASSI; RIZZA,
1995).

NIEUWSTADT (1980), obteve uma solução para um problema unidimensional
dependente do tempo, no qual utilizou os polinômios de Legendre e o coeficiente
de difusão dado por:

Kz = Gcu∗z

(
1− z

zi

)
(5)

onde Gc é uma constante e u∗ é uma velocidade de fricção. NIEUWSTADT;
HAAN (1981) estenderam a mesma solução para o caso que ocorre evolução
da altura da camada limite, utilizando os polinômios de Jacobi. Por sua vez,
CATALANO (1982) estendeu a solução para o caso de perfis de vento vertical
não-nulo.

KOCH (1989) apresentou uma solução analı́tica bidimensional para uma fonte
em superfı́cie, na qual o vento e as difusividades seguem os perfis de potência,
e os efeitos de deposição na superfı́cie é considerado.

CHRYSIKOPOULOS; HILDEMANN; ROBERTS (1992) desenvolveram uma
solução tridimensional para o transporte de emissões sem empuxo a partir de
uma fonte aérea contı́nua em superfı́cie, onde u e Kz seguem os perfis dados
pela Eq. (2) e o processo de decomposição seca é considerado.

SHARAN; SINGH; YADAV (1996a) e SHARAN et al. (1996b) desenvolveram
modelos matemáticos para a dispersão tridimensional, utilizando coeficientes
de difusão constantes e parametrizações em termos da distância da fonte. As
soluções foram obtidas em termos de funções de Bessel e combinações lineares
da função de Green.

A equação de difusão-advecção pode ser resolvida por vários métodos
analı́ticos, onde não há aproximações ao longo da derivação da solução, ou
por métodos hı́bridos, chamados semi-analı́ticos, que resolvem uma parte do
problema analiticamente, normalmente por meio da Transformada de Laplace, e
parte numericamente. Neste trabalho, são de interesse particular as soluções
analı́ticas obtidas pela aplicação da técnica da transformada de Laplace e da
técnica da transformada integral generalizada. É garantida a existência e unici-
dade de uma solução analı́tica para equação de difusão-advecção pelo teorema
de Cauchy-Kowalewsky (COURANT; HILBERT, 1989). Estas soluções analı́ticas
podem ser expressas na forma integral ou como uma formulação em séries,
sendo matematicamente equivalentes (MOREIRA et al., 2008). A seguir, será
dado enfoque aos modelos que utilizam essas técnicas para obter a solução
analı́tica da equação de difusão-advecção.

O método ADMM (Advection Diffusion Multilayer Method), que foi introduzido
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por VILHENA et al. (1998), é baseado na discretização da camada limite pla-
netária (CLP) em N subcamadas. Este método é resolvido aplicando a técnica
da transformada de Laplace com inversão numérica, considerando-se valores
médios para o coeficiente de difusão e perfil de vento. Assim, há a substituição
de um problema com coeficientes variáveis por um conjunto de problemas com
coeficientes constantes que são acoplados por condições de continuidade de
concentração e fluxo de contaminantes nas interfaces. Alguns trabalhos publi-
cados utilizando essa técnica são: (MOREIRA et al., 2005d), (MOREIRA et al.,
2006b) e (BULIGON; MOREIRA; VILHENA, 2006).

O método GITT (Generalized Integral Transform Technique) é um método hi-
brido analı́tico-numérico (COTTA, 1993), (COTTA; MIKHAYLOV, 1997) derivado
da transformação integral clássica (MIKHAYLOV; ÖZISIK, 1984) para problemas
lineares de difusão, que combina uma expansão em séries com uma integração.
Nessa expansão, é utilizada uma base de autofunções determinadas por um pro-
blema auxiliar contendo o operador diferencial principal do problema original. A
integração é feita em todo o intervalo da variável transformada, fazendo proveito
da propriedade de ortogonalidade da base usada na expansão. Como resul-
tado, obtêm-se um sistema de equações diferenciais ordinárias (EDO), também
chamado de problema transformado que, uma vez solucionado por sub-rotinas
numéricas, é invertido para a obtenção do resultado da equação original. Foram
vários trabalhos publicados utilizando essa técnica: (CHEROTO et al., 1999),
(LIU et al., 2000), (RIBEIRO et al., 2000), (RIBEIRO et al., 2002a), (MAGNO;
MACÊDO; QUARESMA, 2002), (PEREIRA et al., 2002), (ALVES; COTTA; PON-
TES, 2002), (VELLOSO et al., 2003), (STORCH; PIMENTEL, 2003), (VELLOSO
et al., 2004), (STORCH; PIMENTEL, 2005), (COTTA; BARROS, 2007) e (GUER-
RERO et al., 2012).

COSTA et al. (2006) resolveram a equação de advecção-difusão tridimensi-
onal utilizando a técnica GITT em conjunto com o método ADMM, recebendo
assim, o nome GIADMT (Generalized Integral Advection-Diffusion Multilayer Te-
chnique). O método consiste em transformar o problema tridimensional em um
problema bidimensional pela técnica da GITT na variável y, tal que, o problema
bidimensional resultante é resolvido pelo método ADMM, discretizando a CLP.
As aplicações do método GIADMT pode ser encontrada nos trabalhos (COSTA
et al., 2006), (VILHENA et al., 2008), (COSTA; TIRABASSI; VILHENA, 2010) e
(COSTA et al., 2012).

WORTMANN et al. (2005) apresentaram uma solução analı́tica nova para
a equação de advecção-difusão bidimensional com coeficientes de difusão
variáveis com a altura. Sendo uma aplicação da técnica GITT em problemas de
poluição atmosférica, de forma totalmente analı́tica, recebendo assim, o nome
de GILTT (Generalized Integral Laplace Transform Technique). A solução de pro-
blemas diferenciais parciais pelo método GILTT se dá nas seguintes etapas: Na
etapa inicial a concentração de poluentes é expandida em série, em termos de
um conjunto de funções ortogonais, obtidas da solução de um problema auxi-
liar de Sturm-Liouville. Substituindo esta expansão na equação de advecção-
difusão estacionária, e integrando em todo o domı́nio, resulta em um sistema
de EDO’s, chamado de problema transformado, que uma vez solucionado, é fa-
cilmente invertido para a obtenção do resultado da equação original, no qual
é resolvido analiticamente. O método GILTT é analı́tico no sentido de que ne-
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nhuma aproximação é feita ao longo da derivação da solução, exceto pelo erro de
truncamento da solução em série para fins de cálculos numéricos. A aplicação
do método GILTT pode ser encontrada nos trabalhos de: (WORTMANN et al.,
2005), (MOREIRA et al., 2006), (BUSKE et al., 2007a), (BUSKE et al., 2007b),
(TIRABASSI et al., 2008), (TIRABASSI et al., 2009), (MOREIRA et al., 2009b),
(MOREIRA; VILHENA; BUSKE, 2009) e (SCHUCH et al., 2011).

Em 2009, surgiu o método 3D-GILTT (Three-dimensional Generalized Inte-
gra Laplace Transform Technique), que foi aplicado a uma classe abrangente de
problemas de dispersão de poluentes na atmosfera, onde inclui os problemas
que consideram o coeficiente de dispersão dependente do tempo. Maiores deta-
lhes do método 3D-GILTT podem ser encontrados nos trabalhos: (BUSKE et al.,
2009a), (BUSKE; VILHENA; MOREIRA, 2009b), (BUSKE et al., 2011b), (BUSKE
et al., 2011c), (BUSKE et al., 2012a), (BUSKE et al., 2012b) e (VILHENA et al.,
2012b).

2.2 Estudo da Camada Residual

A turbulência da CLP é um fenômeno fı́sico complexo controlado pela ação
de diferentes forçantes (SORBJAN, 2007). A produção de turbulência ocorre
por cisalhamento do vento, que produz turbulência mecânica ou cisalhamento
gerado, ou por convecção flutuante (empuxo), produz turbulência convectiva. A
turbulência mecânica é dominante no caso onde os ventos fortes sopram sobre
superfı́cies rugosas e em condições de estabilidade quase neutras. O cisalha-
mento do vento médio e o cisalhamento gerado pela turbulência estão fortemente
próximos a superfı́cie e geralmente decaem como aumento da altura sobre a su-
perfı́cie. A turbulência Convectiva é dominante no caso onde os ventos fracos
sopram sobre uma superfı́cie aquecida, isto é, nas condições convectivas.

Um exemplo importante de turbulência está associado ao processo que
ocorre diariamente na CLP ao decorrer do pôr-do-sol. Aproximadamente 1 hora
antes do pôr-do-sol, o fluxo de calor na superfı́cie diminui progressivamente
e, então, torna-se negativo durante a noite e, consequentemente, uma CLE
desenvolve-se junto à superfı́cie (PINO et al., 2006). Acima da CLE, na CR, os
turbilhões convectivos começam a perder intensidade e capacidade de mistura
e, assim, a CLC começa a decair.

O decaimento da turbulência na CLC foi investigado por GOULART et al.
(2003), usando a equação para o espectro de energia turbulenta e por NIEUWS-
TADT; BROST (1986) e SORBJAN (1997), empregando modelo de simulação
dos grande turbilhões LES (Large-Eddy Simulation). Além disso, CAUGHEY;
KAIMAL (1977), GRANT (1997), ANFOSSI; DEGRAZIA; GOULART (2004),
PINO et al. (2006), CARVALHO et al. (2010) e NADEAU et al. (2011) apresenta-
ram alguns resultados experimentais durante o perı́odo de transição dia-noite.

CAUGHEY; KAIMAL (1977) realizaram medições dos fluxos verticais de movi-
mento, calor, perfis de velocidade do vento e temperatura na CLP, considerando
aspectos do fluxo de calor e variação nas primeiras centenas de metros acima do
solo, representando condições convectivas livres de nuvens. Além disso, os da-
dos obtidos durante a transição da noite para condições estáveis foram utilizados
para ilustrar a ruptura da camada limite convectiva.

NIEUWSTADT; BROST (1986) estudaram o decaimento turbulento convectivo
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na CLA quando o fluxo de calor diminui progressivamente para zero no decorrer
do pôr-do-sol. Este decaimento turbulento da energia cinética e a variância da
escala de temperatura de tempo t∗ = t

tc
, onde tc = zi

w∗
, w∗ é a velocidade con-

vectiva e zi é a altura da CLC, apresentam evidências de uma dissociação entre
grande escala e pequena escala durante o decaimento.

SORBJAN (1997) considerou o caso de uma diminuição gradual ao longo
do tempo do fluxo de calor da superfı́cie, concluindo que durante o decaimento
os vórtices turbulentos continuam a existir mesmo quando o fluxo de calor da
superfı́cie torna-se negativo e, consequentemente, ocorre o desenvolvimento de
uma inversão de temperatura junto a superfı́cie.

GRANT (1997) trabalhou com medições obtidas no perı́odo do pôr-do-sol que
foram utilizadas para avaliar o desenvolvimento inicial da camada limite estável
noturna (CLN). Os dados foram coletados por um sistema de balão cativo no qual
é particularmente conveniente para este tipo de estudo, pois proporciona obter
perfis dados em vários nı́veis ao longo da CLP.

GOULART et al. (2003) desenvolveram um modelo teórico para estudar o
decaimento da turbulência anisotrópico em uma CLC. Este modelo baseia-se na
equação do espectro de energia dinâmica em que a flutuabilidade e os termos
de transferência de inércia são retidos.

ANFOSSI; DEGRAZIA; GOULART (2004) estudaram o decaimento da
turbulência baseados em observações conduzidas em túneis de vento e,
mais recentemente, com experimento de simulações dos grandes turbilhões.
Observações da turbulência, obtidas durante o eclipse solar de 11 de Agosto de
1999 foram considerados. Foi utilizado um anemômetro e um sensor de tempe-
ratura para o registro das observações de turbulência. Observações em termos
do decaimento da energia cinética turbulenta mostraram boa concordância com
modelos teóricos do decaimento da turbulência. Verificou-se que o expoente da
lei de potência que descreve o processo de decaimento tem o valor -2.

PINO et al. (2006) estudaram o papel da intensidade do cisalhamento do
vento e da inversão de temperatura no decaimento da turbulência convectiva du-
rante o pôr-do-sol sobre o continente, que foi sistematicamente estudado por
meio de simulações dos grande turbilhões . Em geral, as escalas de compri-
mento crescem durante o decaimento, pois as flutuações de pequena escala se
dissipam mais rapidamente do que as flutuações de grande escala. Durante o
decaimento, apenas a escala da velocidade vertical permanece quase constante.

CARVALHO et al. (2010) utilizaram um modelo de partı́cula estocástico La-
grangeano para estudar processo de difusão ocorrendo durante o perı́odo de
pôr-do-sol. O modelo foi utilizado para calcular a concentração perpendicular da
direção do vendo (cross wind) emitidos a partir de uma fonte pontual contı́nua, o
modelo foi parametrizado pelas relações propostas por DEGRAZIA et al. (2000),
para a CLE, e relações propostas por GOULART et al. (2007), para a CR. O
estudo mostrou que os efeitos de difusão associados ao decaimento dos tur-
bilhões convectivos influenciam na dispersão de escalares durante o perı́odo do
pôr-do-sol.

NADEAU et al. (2011) estudaram o decaimento da energia cinética turbulenta
(ECT) na camada superficial convectiva, onde a ECT é dependente da taxa de
dissipação turbulenta e das flutuações na superfı́cie. Neste estudo, o fluxo de
calor sensı́vel foi estimado sem a necessidade de resolver a energia superficial,
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tendo como interesse o perı́odo do decaimento turbulento convectivo da camada
limite. O primeiro perı́odo de transição estudado foi a tarde, quando o fluxo de
calor sensı́vel diminui, sendo associado a uma taxa de decaimento da ECT de
aproximadamente t−2. O outro perı́odo estudado foi no inı́cio da noite, pois um
pouco antes do anoitecer, o fluxo de calor na superfı́cie torna-se negativo.



3 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

A concentração de um poluente depende fundamentalmente das condições
meteorológicas em uma dada região. Por isso, o conhecimento das condições
atmosféricas, principalmente próximo à superfı́cie, é imprescindı́vel no estudo
no transporte e difusão de poluentes. Nas sub-seções que seguem, serão apre-
sentados detalhes a respeito das caracterı́sticas da CLP e, também, as principais
variáveis micrometeorológicas. Os textos são baseados em ARYA (1995), STULL
(1988) e NUNES (2008).

3.1 Descrição da CLP

A origem etimológica da palavra troposfera (tropo-sfera) é grega -
trópos+sphaı̂ra, e significa, globo em mudança. Nesta camada da atmosfera
desenvolvem-se os processos relacionados ao tempo e ao clima. A troposfera
estende-se da superfı́cie a uma altitude média de 11 km, mas somente os pri-
meiros quilômetros são influenciados pela superfı́cie da terra. A troposfera é a
camada da atmosfera mais importante para a meteorologia, concentrando 3

4
da

massa total da atmosfera. Uma parcela de ar pode percorrer toda a extensão
vertical da troposfera em poucos dias, ou mesmo em poucos minutos, quando
forçada por uma corrente ascendente associada a uma tempestade. Em média,
a temperatura diminui 6, 5oC por quilômetro de altitude, desde a superfı́cie até ao
limite superior da troposfera, na tropopausa, onde o gradiente vertical de tem-
peratura sofre uma inversão. Analisando a figura 2, onde ocorre à distribuição
vertical da temperatura, é possı́vel identificar a estrutura vertical da atmosfera,
considerando quatro camadas distintas: troposfera, estratosfera, mesosfera e
termosfera.

Especificamente a troposfera esta dividida em duas sub-camadas: a camada
limite planetária (CLP) e atmosfera livre. A CLP estende-se desde a superfı́cie
até aproximadamente 3 km e a atmosfera livre, por sua vez, estende-se do topo
da CLP até a tropopausa como ilustrado na figura 3.

A CLP é a porção inferior da troposfera que interage diretamente com a su-
perfı́cie subjacente e responde às forçantes superficiais tais como os fluxos de
calor, umidade, momentum, emissão de poluentes e modificações de fluxo indu-
zidas pelo terreno, em uma escala de tempo de uma hora ou menos (STULL,
1988). A CLP pode ainda ser definida como a camada de ar acima da superfı́cie
da Terra, na qual os efeitos da superfı́cie têm sentidos diretamente numa es-
cala de tempo menor do que um dia, e na qual fluxos de momentum, calor e
massa são transferidos pelos movimentos turbulentos numa escala da ordem da
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Figura 2: Estrutura térmica da atmosfera (média horizontal).

           Tropopausa 

 

 
Atmosfera Livre 

Troposfera 

1 km 

11 km 

Camada Limite Atmosférica 

         Superfície da Terra 

Figura 3: Estrutura da troposfera (STULL, 1988).

profundidade da CLP ou menor. Algumas propriedades da CLP, tais como, pro-
fundidade, turbulência, distribuições de vento e temperatura, entre outras, são
determinadas a partir de um conjunto de propriedades fı́sicas e térmicas da su-
perfı́cie em questão e da dinâmica e termodinâmica da troposfera local (ARYA,
2003). Nessa camada, o transporte é dominado na horizontal pelo vento médio
e na vertical pela turbulência.

A espessura da CLP varia de 100 a 3000 m de altura a partir da superfı́cie,
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dependendo das condições de turbulência e estabilidade da atmosfera, sendo
considerada uma função direta dos forçantes térmicos e mecânicos. A CLP pos-
sui um comportamento essencialmente turbulento, devido à ação de forças de
atrito viscoso e de fluxos verticais de calor (NUNES, 2008). O escoamento de
ar na CLP pode ser dividido em três categorias: vento médio, turbulência e on-
das. Cada um pode existir separadamente ou na presença de qualquer um dos
outros. Todos podem existir na CLP, onde o transporte de quantidades tais como
umidade, calor, momentum e poluentes são dominados pelo vento médio na ho-
rizontal e pela turbulência na vertical.

O vento médio é responsável pelo transporte rápido na horizontal (advecção).
A rugosidade da superfı́cie da terra influencia a velocidade do vento, ocasionando
valores menores junto à superfı́cie. Os ventos médios na direção vertical são
menos intensos em comparação com os ventos na direção horizontal (da ordem
de mm a cm por segundo). Ondas, as quais são frequentemente observadas na
CLN, transportam pouco calor, umidade e outros escalares como poluentes; são,
contudo, efetivas para o transporte do momentum e energia. Podem ser geradas
localmente pelo cisalhamento do vento médio e pelo escoamento médio sobre
obstáculos. A turbulência ocorre normalmente próxima à superfı́cie da Terra e
esta é uma das caracterı́sticas que torna a CLP diferente do resto da atmos-
fera. Fora da camada limite, a turbulência é encontrada em nuvens convectivas
e nas proximidades de correntes de jato, onde ocorrem intensos cisalhamentos
do vento.

A CLP possui caracterı́sticas que variam com a altura, e portanto, pode ser
classificada, a partir da superfı́cie, como: Camada Limite Laminar ou Subca-
mada Interfacial (a qual possui poucos milı́metros de espessura, onde a difusão
molecular é um importante processo de transferência de calor e massa entre a
superfı́cie e o ar), Camada Superficial (onde o fluxo de ar é principalmente de-
pendente das caracterı́sticas da superfı́cie e é pouco afetado pelo movimento de
rotação da Terra) e Camada de Ekman (onde o fluxo de ar depende muito pouco
da natureza da superfı́cie e é bastante influenciado pelo movimento de rotação
da Terra), como ilustrado na Figura 4.

Figura 4: Estrutura espacial da CLP.

A CLP pode ser classificada em três categorias, de acordo com a condição de
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estabilidade: neutra, instável ou convectiva e estável. A determinação destas ca-
tegorias pode ser feita através da taxa de variação de temperatura com a altura.
Na CLP neutra, a taxa de variação de temperatura potencial é nula, de forma
que a atmosfera nem inibe nem intensifica a turbulência. A CN ocorre, principal-
mente, durante o perı́odo de transição do dia para a noite. A condição instável ou
convectiva da CLP é provocada pelo aquecimento diurno da superfı́cie e, devido
à circulação convectiva, alcança uma espessura de 1000 à 3000 m. Neste caso,
a taxa de variação de temperatura potencial é negativa, ou seja, a temperatura
potencial diminui com a altura. Isto indica uma atmosfera instável, onde a tur-
bulência é intensificada. A condição estável da CLP é, ao contrário, determinada
pelo resfriamento noturno da superfı́cie da terra e alcança uma altura de 100 à
300 m. Nesta condição, a taxa de variação de temperatura é positiva, ou seja,
a temperatura aumenta com a altura (inversão de temperatura). Isto implica em
uma atmosfera estável, onde a intensidade da turbulência é reduzida. O estudo
da CLP é de particular interesse da micrometeorologia e engloba, dentre outros
assuntos, o fenômeno da dispersão de poluentes atmosféricos.

STULL (1988) descreve um modelo conceitual da evolução diurna de uma
camada limite sobrejacente à uma superfı́cie terrestre e sob ação de um sistema
de alta pressão. Esse modelo apresenta uma estrutura bem definida e carac-
terı́stica da CLP, em um padrão diurno e um noturno, como ilustrado na figura
5.

Figura 5: Evolução temporal da Camada Limite Planetária (STULL, 1988).

Existente em todo o ciclo, uma camada limite superficial (CLS) que é defi-
nida como aquela região acima da superfı́cie da terra, na qual a variação vertical
dos fluxos turbulentos de calor e momentum é negligenciada (variam menos do
que 10% de sua magnitude). A profundidade da camada superficial varia, apro-
ximadamente, de 10 m (em condições estáveis durante a noite) até 100 m (em
condições instáveis durante o dia). O perfil de temperatura na camada super-
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ficial é caracterizado por uma diminuição da temperatura com a altura, durante
o dia, e por um aumento da temperatura com a altura durante a noite (inversão
de temperatura). Os parâmetros importantes na camada superficial são a altura,
a tensão de cisalhamento superficial e o fluxo de calor na superfı́cie (NUNES,
2008).

A camada de mistura (CM) é a região central da CLC. Na CM, os perfis verti-
cais de velocidade do vento e de temperatura são aproximadamente constantes,
sendo uma consequência da forte mistura produzida pela convecção (turbulência
térmica). A altura da camada de mistura ou altura da CLC e o fluxo de calor na su-
perfı́cie são as grandezas importantes na camada de mistura, podendo alcançar
uma altura de 100 à 3000 m. A CM é marcada pela convecção e pela sua forte
turbulência, devido ao aquecimento do solo, dando origem às correntes termais.
A CM inicia-se instantes após o nascer do sol e desenvolve-se sob a ação de flu-
xos de calor. Em razão da sua forte turbulência, essa camada é muito favorável
aos processos de mistura, que tendem a homogeneizar as diversas proprieda-
des da atmosfera. Essa camada tem na parte superior a zona de entranhamento,
que é uma subcamada estável no seu topo, e a camada de inversão, sendo ca-
racterizada por uma inversão térmica, que restringe os movimentos verticais na
CLA.

No perı́odo da noite forma-se a camada limite estável (CLE) ou a camada
limite noturna (CLN) que inicia sua formação normalmente meia hora antes do
pôr-do-sol, devido ao resfriamento da superfı́cie terrestre. Esse resfriamento
provoca um fluxo de calor negativo que extrai energia cinética dos grandes tur-
bilhões. Sob estas condições a altura da CLE pode variar a partir de poucas
dezenas de metros, em baixas velocidades do vento, até várias centenas de
metros, em altas velocidades do vento. O perfil de temperatura na camada su-
perficial é caracterizado por uma inversão de temperatura e é influenciado pe-
las condições meteorológicas e pelas propriedades fı́sicas da superfı́cie, como
a capacidade e condutividade térmica. Os parâmetros importantes da camada
estável é a altura, a tensão de cisalhamento e o fluxo de calor, sendo também
caracterizada pela sua estabilidade estática e supressão da turbulência térmica.
Entretanto, a ocorrência de jato de baixos nı́veis noturno, devido ao fenômeno
de oscilação inercial, pode induzir turbulência mecânica ocorrendo como pulsos
(STULL, 1988). Essa camada alcança uma altura de 100 a 300 m e é formada
por pequenos turbilhões que agem localmente.

A camada limite convectiva (CLC) é provocada pelo aquecimento diurno da
superfı́cie, formando termas de ar quente que se elevam, modificando o topo
da CLP. Aproximadamente meia hora antes do pôr-do-sol, as termas cessam,
o que permite o decaimento da turbulência. Pouco antes do pôr-do-sol ocorre
um decaimento dos grandes turbilhões que formam a CLC, resultando em uma
Camada Residual (CR). Na ausência de advecção, traçadores passivos disper-
sados durante o dia dentro da camada de mistura permanecerão durante a noite
na CR. Na Camada Residual, a turbulência existente é aproximadamente igual
em todas as direções (isotropia). Como resultado, plumas de fumaça emitidas
dentro da CR tendem a se dispersar em razões iguais nas direções lateral e
vertical, apresentando uma forma cônica, como ilustrado na Figura 6.

A Camada Residual não está em contato com a superfı́cie, mas tem sua base
modificada pelo avanço da CLE, que surge durante a noite. O restante da CR não
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Aproximadamente 
neutra 

Fracamente 
estável 

Fortemente estável 

Figura 6: Diferença entre o comportamento de uma pluma dispersa na CLE e outra na
CR (STULL, 1988).

é afetado pelo transporte das propriedades da superfı́cie, o que faz com que esta
camada não se adapte completamente às definições de CLP, as quais afirmam
que a atmosfera é considerada uma CLP até a altura na qual há influência da
superfı́cie no escoamento do ar. Portanto, deve-se considerar a camada residual
como uma exceção das regras nos estudos da CLP.

De acordo com NILSSON et al. (2016) a camada residual é definida como
uma camada estaticamente neutra, caracterizada por turbulência esporádica
fraca, que encontra-se acima da camada limite estável e abaixo da inversão de
temperatura (capa de inversão), separando a camada limite da atmosfera livre.
Por definição, ela desenvolve-se somente após a superfı́cie começar a se estrati-
ficar de forma estável, em consequência da contı́nua diminuição do fluxo de calor
sensı́vel na superfı́cie durante o perı́odo de transição dia-noite. É usual também
denominar a região de turbulência fraca que existe durante condições instáveis,
precedendo a camada residual, como camada pré-residual. Esta camada é limi-
tada pela inversão da camada de mistura e não alcança a superfı́cie, exceto pela
estratificação neutra do fim da tarde ou da transição da noite. Este conceito de
pré-residual é importante para explicar as condições iniciais da turbulência para
a camada residual noturna.

A CLP tem forte influência sobre formato das plumas dos poluentes lançadas
a partir de chaminés. A aparência vertical da pluma pode oferecer informações
consideráveis sobre o transporte e a difusão dos poluentes na baixa atmosfera,
podendo ser classificada em 6 categorias com ilustrado na Figura 7 e descritas
nos subitens abaixo:

• A pluma no formato looping ocorre em condições muito instáveis e convec-
tivas. A circulação induzida pelas termas faz com que o material da pluma
serpenteie para cima e para baixo, gerando um formato de looping. Num
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curto prazo, o ciclo descendente pode causar altas concentrações no solo
em distâncias próximas da fonte;

• A pluma no formato coning ocorre em condições de céu nublado. A pluma
apresenta um formato de cone com difusão lateral uniforme, tanto na ver-
tical quanto na horizontal. Esta pluma é frequentemente associada com a
passagem de uma tempestade ciclônica e, portanto, pode ocorrer durante
o dia ou a noite;

• A pluma no formato fanning adquire a forma de um tubo angular, com uma
grande propagação na horizontal e muito pouca propagação na vertical.
Este formato de pluma é encontrado ocorre tipicamente durante a noite;

• A pluma no formato lofting ocorre acima da camada de inversão, no mo-
mento da transição do dia para a noite (entardecer). (Uma forte inversão
da superfı́cie desenvolve-se ao nı́vel da pluma, evitando que o material de
difusão descenda e que o material da pluma se concentre numa camada
fina no topo da inversão;)

• A pluma no formato fumigation ocorre logo após o nascer do sol quando
a inversão noturna é dissipada devido o aquecimento da superfı́cie, sendo
lentamente substituı́do por uma camada instável que cresce até o topo da
pluma. Devido a grande capacidade de mistura, a fumaça fica restrita a
altura desta camada. A medida que a camada cresce, ela se espalha;

• A pluma no formato trapping ocorre em condições instáveis (fazendo com
que as plumas fiquem presas ocupando toda a camada convectiva) e em
condições neutras ou levemente estável abaixo da inversão.

Figura 7: Formato das plumas (ARYA, 1999).
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3.2 Decomposição de Reynolds

Em um fluido em regime turbulento, as grandezas possuem rápidas
flutuações em torno de valores médios que evoluem lentamente. Por essa razão,
estamos interessados em determinar estes valores médios, porém sem perder a
informação sobre o efeito que a turbulência produz no escoamento.

Assim, as equações que descrevem a conservação do momento, massa e
energia termodinâmica usadas na meteorologia de escalas maiores não podem
ser usadas da mesma maneira para descrever movimentos na CLA. Ao invés
disso, o conjunto de equações hidrodinâmicas é reescrito como a soma de sua
média e uma flutuação quase-aleatória ou parte turbulenta:

A = A+ a′

A = (A+ a′)

A = (A) + a′

A = A

(6)

onde A representa a média temporal de A (variando no perı́odo de 30 minutos à
uma hora (STULL, 1988)) e a′ é a flutuação da variável.

Fazendo o produto de duas variáveis quaisquer, A e B, tem-se:

A ·B = (A+ a′) · (B + b′) = AB + A · b′ +B · a′ + a′b′ (7)

Se tomarmos a média deste produto, é possı́vel obter:

A ·B = (A+ a′) · (B + b′) = AB + A · b′ +B · a′ + a′b′ (8)

que resulta em

A ·B = AB + a′b′ (9)

Isso ocorre devido ao fato que a média de uma perturbação é nula e a
média do produto de perturbações não é necessariamente nulo, dando origem a
variâncias e covariâncias. Em micrometeorologia, possuem um papel importante
na descrição da turbulência e nos fluxos turbulentos de um escoamento médio.
Tal procedimento é conhecido como decomposição de Reynolds ou média de
Reynolds e implica que a média do produto de perturbações (termos não linea-
res) não seja necessariamente nula, uma vez que a turbulência, embora tenha a
aparência de aleatória, não seja um processo aleatório. Para maiores detalhes,
sugere-se a leitura de STULL (1988) e KUNDU; COHEN (2002).

3.3 Energia Cinética Turbulenta

A energia cinética turbulenta é considerada uma das mais importantes
variáveis descritivas de uma camada limite turbulenta. Da mesma forma como
se define a energia cinética (em relação a massa e a velocidade de algum corpo
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ou partı́cula), pode-se empregar a decomposição de Reynolds e definir a ener-
gia cinética média (ECM) e a energia cinética turbulenta (ECT) por unidade de
massa. A energia cinética turbulenta média é dada de acordo com STULL (1988),
da seguinte forma:

ECT = e =
u2 + v2 + w2

2
(10)

Na Eq. (10) há uma relação entre a turbulência e a variância dos componen-
tes turbulentos do vento. Partindo das equações prognósticas de momentum,
pode-se derivar uma expressão prognóstica para a energia cinética turbulenta.
Fazendo uma simplificação por homogeneidade horizontal da ECT, alinhando o
vento médio com o eixo x e negligenciando a subsidência, é possı́vel obter a
seguinte expressão (STULL, 1988):

∂e

∂t
+ u′w′

∂U

∂z
= −1

ρ

∂w′p′

∂z
+
g

θ
w′θ′ − ∂(w′e)

∂z
− ε (11)

onde g é a constante gravitacional, θ é a temperatura potencial, ρ é a densidade
média, p′ é a perturbação da pressão e ε é o termo de dissipação de energia
turbulenta. Da esquerda para a direita a definição de cada um dos termos da
Eq. (11) é: variação local de ETC, termo de produção/perda mecânica devido
ao gradiente do vento médio, termo de correlação de pressão (relacionando com
oscilações, como as ondas de gravidade), termo de produção/perda térmica de
transporte turbulento de ECT e por fim o termo de dissipação viscosa (conversão
da energia cinética em calor).

A utilização de variáveis ou parâmetros de escala para descrever a tur-
bulência na CLP é considerada uma prática bastante difundida e sua pre-
missa está no fato que a estrutura da CLP é explicada em termos de alguns
parâmetros caracterı́sticos (HOLTSLAG; NIEUWSTADT, 1986). Essas esca-
las caracterı́sticas são obtidas através da Teoria de Similaridade, determinando
relações empı́ricas que visam complementar o conhecimento fı́sico da camada
limite atmosférica (HOLTSLAG; NIEUWSTADT, 1986); (STULL, 1988); (ARYA,
1999). Algumas escalas de uso mais recorrente são a velocidade de fricção (ou
de atrito), a velocidade convectiva e o comprimento de Monin-Obukhov.

3.4 Velocidade de Fricção

A magnitude do Stress de Reynolds τReynolds é uma variável importante rela-
cionada à turbulência mecânica. O Stress de Reynolds pode ser definido como

τReynolds = [τ 2
xz + τ 2

yz]
1
2 (12)

onde τxz = −ρ · u′w′ e τyz = −ρ · v′w′ são as componentes do fluxo vertical de
momento horizontal na superfı́cie.

Durante as situações onde a turbulência é gerada ou modulada por cisalha-
mento do vento, o Stress de Reynolds é uma variável de escala usada para definir
a velocidade de fricção ou velocidade de atrito (STULL, 1988):

u2
∗ =
|τReynolds|

ρ
(13)
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ou

u∗ = u′w′
2

+ v′w′
2 (14)

3.5 Velocidade Convectiva

Durante o dia o aquecimento produz um fluxo de calor entre a superfı́cie e
a atmosfera. O empuxo associado a esse fluxo de calor alimenta o processo
de convecção, dando origem às correntes termais. Embora o empuxo possa
ser usado diretamente como uma variável de escala, é mais conveniente derivar
uma escala de velocidade usando as variáveis empuxo e a altura da CLA (h).
Combinando essas duas escalas, obtém-se a escala de velocidade convectiva:

w∗ =

[
gzi

θ
(w′θ′)

] 1
3

(15)

Este parâmetro, com dimensão de velocidade, é particularmente útil na
descrição da CLA convectiva por definir a ordem de magnitude de flutuações
de grandes turbilhões térmicos.

3.6 Comprimento de Monin-Obukhov

Outro parâmetro essencial para a descrição da estrutura da turbulência na
CLA é o comprimento de Monin-Obukhov, que está diretamente relacionado
com a produção ou consumo de energia cinética turbulenta pelo empuxo. O
parâmetro de estabilidade ζ é formulado pela expressão (STULL, 1988):

ζ =
z

L
= −kzg(w′θ′)

θu3
∗

(16)

onde L é o comprimento de Monin-Obukhov, k é a constante de Von Kármán
relacionada ao perfil logaritmo do vento e ambos são baseados no termo de
produção térmica da equação prognóstica da ECT, o valor de k está entre 0, 35 e
0, 42 (sendo 0,4 o valor mais utilizado).

O comprimento de Monin-Obukhov exprime a relação entre o fluxo turbulento
de origem mecânica e convectiva, e é utilizado para avaliar o grau de estabilidade
atmosférica. Fisicamente, L representa a altura na qual a turbulência mecânica
se iguala à térmica. O parâmetro ζ é utilizado como uma escala em Teoria de Si-
milaridade para a camada superficial, onde, sinal positivo implica em estabilidade
e sinal negativo implica em instabilidade.



4 SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE ADVECÇÃO-DIFUSÃO

Neste capı́tulo, é apresentada a formulação matemática de um modelo de
dispersão para poluentes e a sua respectiva solução. Para representar um
fenômeno é necessário uma formulação matemática que o represente, só as-
sim é possı́vel realizar uma simulação de seu comportamento. Um modelo de
dispersão de poluentes é uma formalização matemática capaz de simular o com-
portamento de um determinado poluente na atmosfera. O equacionamento ma-
temático clássico é dado pela equação de advecção-difusão (ARYA, 1995).

4.1 Modelo fı́sico-matemático

A equação que modela a advecção e difusão atmosférica pode ser obtida
através da aplicação da equação de conservação de massa (equação da conti-
nuidade). Considerando uma espécie genérica c que se conserve na atmosfera
(BLACKADAR, 1997), obtém-se:

∂c

∂t
+ u

∂c

∂x
+ v

∂c

∂y
+ w

∂c

∂z
+ S = 0 (17)

sendo S o termo fonte e u, v e w as componentes das velocidades instantâneas
do vento (m/s) nas direções x, y e z respectivamente.

Considerando os efeitos da turbulência nessa equação e utilizando a
decomposição de Reynolds (STULL, 1988), que considera cada variável como
a soma de sua parte média e flutuações, define-se as equações para a evolução
média das variáveis:

u = ū+ u′

v = v̄ + v′

w = w̄ + w′

c = c̄+ c′

(18)

Substituindo (18) em (17), tem-se:

∂(c̄+ c′)

∂t
+ (ū+ u′)

∂(c̄+ c′)

∂x
+ (v̄ + v′)

∂(c̄+ c′)

∂y
+ (w̄ + w′)

∂(c̄+ c′)

∂z
+ S = 0 (19)
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e aplicando as propriedades de derivação, a equação é escrita da forma:

∂c̄
∂t

+ ∂c′

∂t
+ ū ∂c̄

∂x
+ ū∂c

′

∂x
+ u′ ∂c̄

∂x
+ u′ ∂c

′

∂x
+ v̄ ∂c̄

∂y
+ v̄ ∂c

′

∂y
+

+v′ ∂c̄
∂y

+ v′ ∂c
′

∂y
+ w̄ ∂c̄

∂z
+ w̄ ∂c′

∂z
+ w′ ∂c̄

∂z
+ w′ ∂c

′

∂z
+ S = 0

(20)

Antes de continuar com a dedução, reúnem-se algumas regras que compõem
as médias temporais para um sistema Euleriano, como:

¯̄φ = φ̄

φ+ ϕ = φ̄+ ϕ̄

φ̄ ∗ ϕ = φ̄ ∗ ϕ̄

∂φ
∂t

= ∂φ̄
∂t

cte = cte

φ̄′ = 0 pois φ̄ = (φ̄+ φ′)→ φ̄ = φ̄+ φ̄′ sendo assim φ̄′ = 0

(21)

Fazendo a média nos termos da Eq. (20), pode-se obter:

∂c̄
∂t

+ ∂c′

∂t
+ ū ∂c̄

∂x
+ ū∂c

′

∂x
+ u′ ∂c̄

∂x
+ u′ ∂c

′

∂x
+ v̄ ∂c̄

∂y
+ v̄ ∂c

′

∂y
+

+v′ ∂c̄
∂y

+ v′ ∂c
′

∂y
+ w̄ ∂c̄

∂z
+ w̄ ∂c′

∂z
+ w′ ∂c̄

∂z
+ w′ ∂c

′

∂z
+ S = 0

(22)

Simplificando a Eq. (22) e usando as afirmações (21), é possı́vel escrever:

∂c̄

∂t
+ ū

∂c̄

∂x
+ v̄

∂c̄

∂y
+ w̄

∂c̄

∂z
+ u′

∂c′

∂x
+ v′

∂c′

∂y
+ w′

∂c′

∂z
+ S = 0 (23)

Antes de continuar, é necessário provar a seguinte igualdade:

u′
∂c′

∂x
+ v′

∂c′

∂y
+ w′

∂c′

∂z
=
∂u′c′

∂x
+
∂v′c′

∂y
+
∂w′c′

∂z
(24)

Para atingir a relação acima, o ponto de partida são as seguintes afirmações:

∂u′c′

∂x
= u′ ∂c

′

∂x
+ c′ ∂u

′

∂x

∂v′c′

∂y
= v′ ∂c

′

∂y
+ c′ ∂v

′

∂y

∂w′c′

∂z
= w′ ∂c

′

∂z
+ c′ ∂w

′

∂z

(25)

Portanto,

∂(u′c′)

∂x
+
∂(v′c′)

∂y
+
∂(w′c′)

∂z
= u′

∂c′

∂x
+ v′

∂c′

∂y
+ w′

∂c′

∂z
+ c′

(
∂u′

∂x
+
∂v′

∂y
+
∂w′

∂z

)
(26)
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Considerando um fluido incompressı́vel e com densidade constante a
equação da continuidade é escrito da seguinte forma:

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0 (27)

Realizando a decomposição de Reynolds, a Eq. (27):

∂(u+u′)
∂x

+ ∂(v+v′)
∂y

+ ∂(w+w′)
∂z

= 0

∂ū
∂x

+ ∂u′

∂x
+ ∂v̄

∂y
+ ∂v′

∂y
+ ∂w̄

∂z
+ ∂w′

∂z
= 0

(28)

Aplicando a média nos termos da equação e considerando que a média de
uma flutuação é igual a zero, por (21), escreve-se:

∂ū

∂x
+
∂v̄

∂y
+
∂w̄

∂z
= 0 (29)

Substituindo (29) em (28), obtém-se:

∂u′

∂x
+
∂v′

∂y
+
∂w′

∂z
= 0 (30)

Após estas etapas, a afirmação contida em (26) pode ser reduzida na se-
guinte equação:

∂(u′c′)

∂x
+
∂(v′c′)

∂y
+
∂(w′c′)

∂z
= u′

∂c′

∂x
+ v′

∂c′

∂y
+ w′

∂c′

∂z
(31)

Para provar a afirmação feita em (24), basta aplicar a média de Reynolds nos
termos da Eq. (31):

u′
∂c′

∂x
+ v′

∂c′

∂y
+ w′

∂c′

∂z
=
∂u′c′

∂x
+
∂v′c′

∂y
+
∂w′c′

∂z
(32)

Com isto, a Eq. (23) torna-se:

∂c̄

∂t
+ ū

∂c̄

∂x
+ v̄

∂c̄

∂y
+ w̄

∂c̄

∂z
+
∂u′c′

∂x
+
∂v′c′

∂y
+
∂w′c′

∂z
+ S = 0 (33)

onde os termos u′c′, v′c′ e w′c′ representam, respectivamente, o fluxo turbulento
do contaminante (g/sm2) na direção longitudinal, lateral e vertical. Como a tur-
bulência domina os processos de transporte e dispersão, o termo de difusão
molecular é desconsiderado.

Por ter quatro variáveis desconhecidas, a Eq. (33) cria um problema de fe-
chamento da turbulência que, é solucionado pela hipótese de transporte por gra-
diente (Teoria K). Na Teoria K os fluxos de massa turbulentos de concentração
é proporcional à magnitude do gradiente da concentração média (SEINFELD;
PANDIS, 1997):

u′c′ = −Kx
∂c̄
∂x

v′c′ = −Ky
∂c̄
∂y

w′c′ = −Kz
∂c̄
∂z

(34)
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Substituindo (34) em (33) e reorganizando os termos, a equação de
advecção-difusão tridimensional é obtido da seguinte forma:

∂c̄

∂t
+ ū

∂c̄

∂x
+ v̄

∂c̄

∂y
+ w̄

∂c̄

∂z
=

∂

∂x

(
Kx

∂c̄

∂x

)
+

∂

∂y

(
Ky

∂c̄

∂y

)
+

∂

∂z

(
Kz

∂c̄

∂z

)
+ S (35)

A Eq. (35) representa a Equação de Advecção-Difusão, com fechamento Fic-
kiano da turbulência para um sistema de coordenadas Cartesianas. O primeiro
elemento é o termo transiente; os três seguintes são os termos advectivos, onde
ū, v̄ e w̄ são as componentes médias do vento; após a igualdade temos os ter-
mos difusivos, onde Kx, Ky e Kz são os coeficientes de difusão turbulentos; e o
S é o termo fonte.

4.2 Solução via GILTT

Assumindo um fechamento Fickiano da turbulência, pode-se escrever a
equação da seguinte forma (BLACKADAR, 1997):

∂tc+ UT∇c = ∇T (K∇c) + S (36)

onde U = (u, v, w) representa o vento médio (em unidades de m/s) com os
componentes cartesianas nas direções x, y e z respectivamente. A difusividade
turbulenta K = diag(KxKyKz) (em unidades de m2/s) é representada por uma
matriz diagonal com as componentes cartesianas nas direções x, y e z respec-
tivamente. Na primeira ordem de fechamento, todas as informações sobre a
complexidade turbulenta estão contidas na difusividade turbulenta. A Eq. (36) é
considerada válida no domı́nio delimitado por 0 < x < Lx, 0 < x < Ly e 0 < z < zi
e sujeito às seguintes condições (contorno, inicial e fonte):

K∇c|(0,0,0) = K∇c|(Lx,Ly ,zi) = 0 (37)

c(x, y, z, 0) = 0 (38)

ūc̄(0, y, z, t) = Qδ(x− x0)δ(y − y0)δ(z −Hs) (39)

onde Q é a taxa de emissão (em unidades de g/s), zi a altura da CLP (em uni-
dades de m), o Hs é a altura da fonte (em unidades de m), Lx e Ly são os limites
horizontais do domı́nio (em unidades de m) e δ(x) representa a função delta
de Dirac. O problema (36) tem solução pelo método 3D-GILTT (BUSKE et al.,
2012a).

Nesta dissertação, assumimos inicialmente, sem perda de generalidade, que
o transporte do poluente é realizado pela componente longitudinal da velocidade
média do vento, que o fluxo turbulento é assumido não homogêneo apenas em
relação à vertical, e que o tensor de difusividade turbulenta é diagonal (Kij =
0 se i 6= j) (CARVALHO et al., 2010). Assim obtemos o seguinte problema
bidimensional cujas condições são integradas lateralmente em y:

∂c

∂t
+ u

∂c

∂x
=

∂

∂z

(
Kz

∂c

∂z

)
(40)
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Kz
∂c

∂z
= 0 em z = 0, z = zi (41)

c(x, z, 0) = 0 em t = 0 (42)

ūc̄(0, z, t) = Qδ(x− x0)δ(z −Hs) em x = 0 (43)

O problema (40)-(43) será resolvido usando transformada de Laplace e o
método GILTT. Para tanto, aplicando a transformada de Laplace na variável tem-
poral na Eq. (40), obtém-se o seguinte problema estacionário:

u
∂c

∂x
= Kz

∂2c

∂z2
+
∂Kz

∂z

∂c

∂z
− sc(x, z, s) + c(x, z, 0) (44)

onde

c(x, z, s) = L{c(x, z, t); t→ s} , (45)

e como a condição inicial é c(x, z, 0) = 0, a Eq. (44) torna-se:

u
∂c

∂x
= Kz

∂2c

∂z2
+
∂Kz

∂z

∂c

∂z
− sc(x, z, s) (46)

Para resolver a Eq. (46) pela técnica GILTT, inicia-se com um problema auxi-
liar de Sturm-Liouville:

∂2ζn
∂z2

+ λ2
nζn(z) = 0 em 0 < z < zi

∂ζn(z)
∂z

= 0 em z = 0

∂ζn(z)
∂z

= 0 em z = zi

(47)

A solução do problema (47) é analı́tica (para u e K constantes) e encontrada
tabulada em ÖZISIK (1974), tendo a forma:

ζn(z) = cos(λnz) com λn =
nπ

zi
(n = 0, 1, 2, ...) (48)

Expandindo a concentração em função da base das autofunções dada em
(48), tem-se:

c(x, z, s) =
N∑
n=0

Cn(x, s)ζn(z) (49)

Para determinar Cn(x, s) basta substituir (49) em (46), obtendo:

N∑
n=0

u
∂Cn(x, s)

∂x
ζn =

N∑
n=0

KzCn(x, s)
∂2ζn
∂z2

+
N∑
n=0

∂Kz

∂z
Cn(x, s)

∂ζn
∂z
−

N∑
n=0

sCn(x, s)ζn(50)

−
N∑
n=0

u
∂Cn(x, s)

∂x
ζn −

N∑
n=0

KzCn(x, s)λ2
nζn +

N∑
n=0

∂Kz

∂z
Cn(x, s)

∂ζn
∂z
−

N∑
n=0

sCn(x, s)ζn = 0(51)
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Em seguida, aplica-se o operador integral
∫ zi

0
( )ζm dz na Eq. (51). Logo,

−
∑N

n=0
∂Cn(x,s)

∂x

∫ zi
0

(uζnζm) dz −
∑N

n=0 λ
2
nCn(x, s)

∫ zi
0

(Kzζnζm) dz+

+
∑N

n=0Cn(x, s)
∫ zi

0
(∂Kz

∂z
∂ζn
∂z
ζm) dz −

∑N
n=0 sCn(x, s)

∫ zi
0

(ζnζm) dz = 0

(52)

Como o somatório é truncado emN termos, a Eq. (52) pode ser representada
em forma matricial,

B ∂Y (x,s)
∂x

+ EY (x, s) = 0 (53)

Assumindo que a matriz B é não-singular, multiplica-se a equação (53) pela
matriz inversa de B e obtêm-se:

∂Y (x,s)
∂x

+ FY (x, s) = 0 (54)

considerando
bn,m = −

∫ zi
0

(uζnζm) dz
en,m = −λ2

n

∫ zi
0

(Kzζnζm) dz +
∫ zi

0
(∂Kz

∂z
ζnζm) dz − s

∫ zi
0

(ζnζm) dz
F = B−1E
B = matriz {bn,m}
E = matriz {en,m}
Y (x, s) é o vetor cujas componentes são as Cn(x, s)

A EDO (54) é resolvida analiticamente pela técnica da transformada de La-
place e diagonalização. Sendo assim, inicialmente aplica-se a transformada de
Laplace na variável x:

rY (r, s)− Y (0, s) + FY (r, s) = 0 (55)

onde Y (r, s) = L{Y (x, s);x→ r}.
Por diagonalização, é possı́vel decompor a matriz F , tal que:

F = XDX−1 (56)

onde D é a matriz diagonal de autovalores da matriz F ; X é a matriz dos auto-
vetores e X−1 é a matriz inversa de X. Assim, a Eq. (55) pode ser reescrita na
forma:

(rI +XDX−1)Y (r, s) = Y (0, s) (57)

na qual I = XX−1 é a matriz identidade. Após algumas manipulações
algébricas, obtém-se:

Y (r, s) = X(rI +D)−1η (58)

onde η = X−1Y (0, s).
Para encontrar Y (0, s) precisa-se encontrar c(0, z, s). Assim, aplicando o

mesmo procedimento anterior na condição de fonte e fazendo a transformada
de Laplace em relação a t, segue:

u(z)c(0, z, s) =
Qδ(x− x0)δ(z −Hs)

s
(59)
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onde

c(0, z, s) =
∞∑
n=0

cn(0, s)ζn(z) (60)

ou seja,

u(z)
∞∑
n=0

cn(0, s)ζn(z) =
Qδ(x− x0)δ(z −Hs)

s
(61)

Com a aplicação do operador integral
∫ zi

0
(.)ζm(z) dz na Eq. (61):∑∞

n=0 cn(0, s)
∫ zi

0
u(z)ζn(z)ζm(z) dz = Qδ(x−x0)

s

∫ zi
0
δ(z −Hs)ζm(z) dz (62)

Pela propriedade do funcional delta de Dirac, tem-se:∫ zi

0

δ(z −Hs)ζm(z) dz = ζm(Hs) (63)

Assim

cn(0, s)

∫ zi

0

u(z)ζn(z)ζm(z) dz =
Qδ(x− x0)ζm(Hs)

s
(64)

lembrando que ζn(z) é a solução do problema auxiliar de Sturm-Liouville.
Considerando ∫ zi

0

u(z)ζn(z)ζm(z) dz = A (65)

obtém-se que:

Y (0, s) = cn(0, s) =
Qδ(x− x0)ζm(Hs)

s
A−1 (66)

Pela propriedade de Delta de Dirac:

L{δ(t− a)} = e−as (67)

Assim, com a aplicação da Transformada de Laplace em relação a x

Y (0, s) = cn(0, s) =
Qe−x0rζm(Hs)

s
A−1 (68)

Ainda nos resta calcular a transformada inversa de Laplace da Eq. (58), as-
sim:

Y (x, s) = XL−1
{

(rI +D)−1; r → x
}
η (69)

é observado que a matriz (rI +D) é escrita como:

(rI +D) =


r + d1 0 . . . 0

0 r + d2 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . r + dN

 (70)
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onde dN são os autovalores da matriz E, ou ainda, os elementos da matriz di-
agonal D. Prosseguindo, obtém-se a inversa da matriz diagonal (rI + D) por
propriedades da álgebra matricial, sendo escrita como:

(rI +D)−1 =


1

r+d1
0 . . . 0

0 1
r+d2

. . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 1

r+dN

 (71)

Assim, realizando a inversão da transformada de Laplace de (71) e utilizando
os resultados padrão da teoria da transformada de Laplace, (71) é escrita como:

L−1
{

(rI +D)−1
}

= G(x, r) =


e−d1x 0 . . . 0

0 e−d2x . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . e−dNx

 (72)

Com esse resultado, a variável cn(x, z, s) é bem determinada.
Agora, é necessário aplicar a transformada inversa de Laplace em s para

determinar c(x, z, t), ou seja

c(x, z, t) = L−1 {c(x, z, s); t→ s} (73)

Esta inversão, por sua vez, é obtida numericamente através da quadratura
de Gauss complexa (STROUD; SECREST, 1966), de tal forma que a solução da
equação (40) é dada por:

c(x, z, t) =
M∑
k=1

Pk
t
Ak

M∑
n=1

cn

(
x,
Pk
t

)
ζn(z) (74)

onde N é o número de termos do somatório da fórmula inversa da GILTT; AK ,
Pk e M são, respectivamente, os pesos, as raı́zes e a ordem da quadratura
considerada, e estão tabulados em STROUD; SECREST (1966).



5 PARAMETRIZAÇÃO DA TURBULÊNCIA

Nos modelos de difusão atmosféricos a escolha correta da parametrização
turbulenta desempenha um papel chave para calcular a concentração de con-
taminantes na CLP. Portanto, a precisão de cada modelo para simular corre-
tamente o campo de concentração de contaminantes é uma função direta dos
parâmetros turbulentos que estão relacionados às propriedades dinâmicas e
termodinâmicas da CLP. Os coeficientes de difusão são propriedades do fluxo
turbulento e são descritos em termos de caracterı́sticas fı́sicas e magnitude da
difusão em uma CLP (VENKATRAM et al., 2001). Nesta seção serão apresenta-
das uma formulação para a parametrização da turbulência na CLE e na camada
pré-residual. Estas parametrizações serão aplicadas nos modelos de partı́culas
Eulerianos para realizar as simulações de poluentes durante o perı́odo do pôr do
sol.

5.1 Parametrização da turbulência na CLE

A dispersão da turbulência é gerada junto a superfı́cie através de proces-
sos mecânicos que estão relacionados com o cisalhamento do vento. Em uma
CLP estável existe uma relação entre a turbulência gerada pelo cisalhamento do
vento e pelos efeitos de estratificação em uma camada estável. Portanto, nesta
descrição da dispersão dos poluentes no perı́odo de transição dia-noite, uma ca-
mada superficial estável é considerada, na qual uma turbulência contı́nua e um
fluxo de calor turbulento negativo coexistem (NIEUWSTADT, 1984). As seguintes
relações para os coeficientes de difusão longitudinal, lateral e vertical, derivadas
por DEGRAZIA et al. (2000), representam a difusão turbulenta dominadas por
cisalhamento em uma CLP estável:

Ki = Ci
(1− z/h)3/4u∗

1 + 3, 7
(

z
L(z−z/h)5/4

) (75)

onde (i = uvw), em que Cx= 4,94, Cy= 1,04 e Cz= 0,41, L é o comprimento de
Obukhov, u∗ é a velocidade de fricção da camada de superfı́cie e h é a altura
da camada estável. As magnitudes de Ci indicam que o movimento vertical é
fortemente limitada pela estratificação na CLP noturna.
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5.2 Parametrização da turbulência na Camada pré-residual

Recentemente, um método geral para derivar os coeficientes de difusão tur-
bulentos em uma CLC em decaimento foi proposto por GOULART et al. (2007).
O método baseia-se em um modelo para a densidade de energia representado
por uma equação dinâmica 3D e a teoria de difusão estatı́stica de Taylor. Por
conseguinte, é obtida uma solução analı́tica da equação em termos de um es-
pectro inicial 3D, a qual se descreve o espectro da turbulência observada na CLC.
Além disso, como consequência da decomposição da turbulência não isotrópica,
este espectro é calculado a partir do espectro 1D, através da utilização de uma
metodologia desenvolvida por KRISTENSEN et al. (1989). Na obtenção dos co-
eficientes de difusão longitudinal e lateral, o campo turbulento é considerado
isotrópico. Já para o coeficiente de difusão vertical, a turbulência é conside-
rada não-homogênea. Como o objetivo principal deste estudo é avaliar as ca-
racterı́sticas da difusão turbulenta para poluentes emitidos dentro da camada
pré-residual, na sequência realiza-se uma solução mais detalhada do método
proposto por GOULART et al. (2007).

5.2.1 Densidade de energia para uma equação dinâmica

A energia cinética turbulenta tridimensional (ECT 3D) é dado pela expressão:

∂

∂t
E(k, t) = M(k, t) +W (k, t) +

g

To
H(k, t)− 2νk2E(k, t) (76)

onde t é o tempo, k é o número de onda, M(k, t) é o termo de efeito mecânico,
W (k, t) é o termo inercial, H(k, t) é o termo de efeito termico e ν é a viscosidade
cinemática.

Durante o decaimento da CLC, para uma primeira aproximação, os termos
turbulentos de cisalhamento são desconsiderados e a turbulência é assumida
como homogênea e isotrópica. Por conseguinte, a equação de ECT 3D é dada
pela seguinte forma (STULL, 1988):

∂

∂t
E(k, t) = W (k, t)− 2νk2E(k, t) (77)

Um fluxo turbulento contém diferentes comprimentos de onda. Os pequenos
turbilhões são submetidos à tensão gerada por grandes redemoinhos, o que au-
menta a vorticidade dos pequenos turbilhões e energia cinética. Assim, ECT é
transferida pelos grandes vórtices até que a micro-escala de Kolmogorov seja
atingida, fazendo com que a energia seja dissipada em forma de calor, sendo
representado pela expressão W (k, t) da equação (77). Este termo foi parametri-
zado para um fluxo isotrópico turbulento com base na análise dimensional:

W (k, t) = − ∂

∂k
(α−1ε1/3k5/3E(k, t)) (78)

onde α é a constante de Kolmogorov e ε é a taxa de dissipação molecular da
ECT.
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Substituindo (78) em (77), obtém-se:

∂E(k, t)

∂t
+ α−1ε1/3k5/3∂E(k, t)

∂k
+

5

3
α−1ε2/3k2/3E(k, t)− 2νk2E(k, t) = 0 (79)

Considerando os seguintes parâmetros adimensionais, em que w∗ é a escala
de velocidade convectiva e zi é a altura da CLC, é possı́vel escrever:

t∗ =
w∗t

zi
, Re =

w∗zi
ν

, ψε =
εzi
w3
∗

(80)

Substituindo na Eq. (79), a equação é escrita como:

∂E(k′,t∗)
∂t∗

+ α−1ψ
1/3
ε k′5/3 ∂E(k′,t∗)

∂k′
+ 5

3
α−1ψ

1/3
ε k′2/3E(k, t)

−2ν(k′)2/3E(k′, t∗)− 2
Re

(k′)2E(k′, t∗) = 0

(81)

onde k′ = kzi.
Para resolver a Eq. (81) é utilizado o método das caracterı́sticas que, consi-

derando t∗ → s∗ e K ′(0)→ m, obtem-se em t∗ = 0(m, 0, E(m)):

s∗(t∗) = 1 (82)

k′(s∗) = α−1ψ1/3
ε k′5/3 (83)

E(s∗) = −
[

5

3
α−1ψ1/3

ε k′2/3
]
E(s∗) (84)

s∗(0) = 0 (85)

k′(0) = m (86)

A partir da Eq. (82), a formulação é escrita como:

ds∗
dt∗

= 1 ou s∗ = t∗ (87)

e pela Eq. (83), obtém-se:

dk′

ds∗
= α−1ψ1/3

ε k′5/3 (88)

Através da solução da equação (88) e considerando as condições iniciais (85)
e (86), é obtida a relação entre k′ e m:

k′ =

(
−2

3
α−1ψ1/3

ε s∗ +m−2/3

)−3/2

(89)
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Ao substituir a Eq. (88) na Eq. (84) e considerando as condições iniciais (85)
e (87), a seguinte equação é derivada:

E(m, s∗) = E(m, 0)
(

(−2/3)α−1ψ
1/3
ε s∗+m−2/3

m−2/3

)−3/2

×exp[((−2/3)α−1ψ
1/3
ε s∗ +m−2/3)−2 −m4/3]

(90)

Substituindo m dada por (89) na Eq. (90) e considerando s∗ = t∗ dada por
(89), é dado o seguinte resultado:

E(k′, t∗) = E(ξ, 0)

(
k′

ξ

)−5/3

exp

(
− 3α

2Reψ
1/3
ε

((k′)4/3 − ξ4/3)

)
(91)

com ξ = ((k′)−2/3 + 2/3α−1ψ
1/3
ε t∗)

−3/2, α = 1.5 e E(ξ, 0) é o tempo inicial (t = 0).

5.2.2 Aplicação ao caso convectivo da CLP

A equação dinâmica que descreve o fluxo turbulento é válida apenas no
espaço 3D. Por conseguinte, o espectro de E(k, 0), que representa o estado
inicial da CLC na Eq. (91), é o espectro 3D turbulento.

Diferentemente de GOULART et al. (2002), é considerado aqui uma tur-
bulência não-isotrópica e, como consequência, usa-se a formulação proposta
por KRISTENSEN et al. (1989) para determinar o espectro inicial 3D. Esta
formulação permite determinar o espectro 3D de um fluxo homogêneo turbu-
lento a partir de um espectro 1D conhecido, considerando µ2 = µv = µT = 1

2
no

espectro obtido por KRISTENSEN et al. (1989) tem-se:

E0(k, z) = k3 d
dk

1
k

dFu(k)
dk

+ 12AimiB
−17/6
i k4

∑3
n=0Cn

∫∞
W1i

Z3n−12
i

(Z3
i −1)5

dZi

−84
9
AimiB

−3/2
i k4/3

∑3
n=0Cn

∫W2i

1

Z3n−12
i

(Z3
i −1)n−5 dZi

(92)

com
i = u, v, w; W1i =

(
1 + 1√

Bis

)1/3

; W2i = (1 +
√
Bis)

1/3;

Ai = ai

(
1
bi

)5/6

; mu = 2; mv = mw = −1; C0 = −55
27

;

C1 = 70
9

; C2 = −725
72

; C3 = 935
216

; Ai = aib
−5/6
i ; Bi = b−2

i

(93)

De acordo com DEGRAZIA; ANFOSSI (1998), o espectro 1D inicial pode ser
escrito como:

Fi(k, 0) =
ai

(1 + bik)5/3
, i = u, v, w (94)

onde

ai =
0.98

2π
ci

(
z

zi

)−5/3

ziψ
2/3
ε ω2

∗[(f
∗
m)ci ]

−5/3 e bi =
1.5

2π

z

zi
zi

1

(f ∗m)ci
(95)

com ci = αi(0.5 ± 0.05)(2πk)−2/3, αi = 1, 4/3 para u, v e w, respectivamente
w∗ = (u∗)0(−zi/kL)1/3, (fm)ci = z/Gizi, Gu = 1.5, Gv = 1.5 e Gw = 1.8[1 −
exp(−4z/zi)− 0.0003exp(8z/zi)].
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5.2.3 Cálculo dos espectros de decomposição 1D

A CLC é não-isotrópica apenas na direção vertical, devido ao fluxo de calor
na superfı́cie. Assim, para calcular os componentes longitudinais e transversais
considera-se a Eq. (91), que é válida em um campo isotrópico turbulento. Neste
caso, o espectro inicial é dado pelas componentes u e v da Eq. (94).

Para calcular a componente w considera-se que, para um determinado ins-
tante de tempo t, existe uma relação entre os espectros 1D e 3D dada pela
seguinte expressão:

Fw(k, t) = α(k)
(1/T )

∫ t
0
Fw(k, t′) dt′

(1/T )
∫ t

0
E(k, t′) dt′

E(k, t) (96)

onde a razão entre as duas integrais é uma função do peso que indica como
o componente w participa na construção do espectro 3D. A constante α(k) é
obtida a partir de dados experimentais que, fazendo uma comparação entre as
expressões teóricas e dados de LES (NIEUWSTADT; BROST, 1986) o valor de
α(k) = 1 é determinado. Assim, a solução da Eq. (96) fornece o componente
vertical, como uma função do espectro 3D:

Fw(k, t) = Fw(k, 0)exp

[∫ t

0

Q′(k, t′) dt′
]

(97)

Neste caso, Fw(k, 0) é dado na Eq. (94) onde

Q′(k, t′) = α(k)Q(k, t′) +
1

Q(k, t′)

∂Q(k, t′)

∂t′
(98)

e Q(k, t′) é dado por

Q(k, t′) =
E(k, t′)∫ t

0
E(k, t′) dt′

(99)

5.2.4 Comparação dos resultados LES com variância na velocidade

A variação da velocidade do fluxo turbulento é calculada a partir da seguinte
equação:

σ2
i (t, z) =

∫ ∞
0

Fi(k, t, z) dk (100)

onde o fluxo turbulento gerado por LES, proposto em NIEUWSTADT; BROST
(1986), é caracterizado pelas escalas de comprimento e de velocidade, zi =
1350m e w∗ = 2.3ms−1, respectivamente, e os parâmetros do modelo são ex-
pressos em termos dessas escalas caracterı́sticas.

5.2.5 Derivação da decomposição convectiva do coeficiente de difusão
vertical e comparação com os dados LES

Os coeficientes de difusão calculados por BATCHELOR (1949) podem ser
comparados com os da equação de advecção-difusão quando um fluxo turbu-
lento homogêneo é considerado. Para grandes tempos, o coeficiente de difusão
turbulento tem a seguinte forma(HANNA, 1981):

Kα(t, z) =
π

3

Bi

U

σ2
i (t, z)

(km)i
, α = x, y, z (101)
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onde (km)i é o número de onda do pico espectral, U é a velocidade média do
vento e Bi é definida como a relação entre as escalas de tempo Lagrangiano e
Euleriano.

Considerando βi = 0.55(U/σi) (HANNA, 1981); (DEGRAZIA; ANFOSSI,
1998) na Eq. (101), a seguinte equação para coeficiente de difusão é deter-
minada:

Kα(t, z) =
0.55π

3

σi(t, z)

(km)i
(102)

onde, σi(t, z) é obtido a partir das Eqs. (91), (92), (94), (97) e (98).
NIEUWSTADT; BROST (1986) relataram que o espectro vertical para vários

tempos adimensionais, tem valor máximo para (km)wzi ≈ 4. Este resultado pode
ser considerado para as componentes longitudinal e lateral (KAIMAL; WYNGA-
ARD; HAGEN, 1976). Isto permite o calculo da difusividade turbulenta média
longitudinal, lateral e vertical da camada limite para diferentes tempos de t∗. As
seguintes relações representam bons ajustes para os coeficientes de difusão em
uma CLC em decaimento, calculados a partir das Eqs. (91), (92), (94), (97), (98)
e (102):

Kx

ziw∗
=

0.069√
1 + t1.44

∗
(103)

Ky

ziw∗
=

0.079√
1 + t1.44

∗
(104)

Kz

ziw∗
=

0.079√
1 + 2t1.7∗

(105)

onde t∗ = w∗t
zi

.

5.3 Perfil do Vento

O perfil do vento médio utilizado pelo modelo analı́tico Euleriano foi calculado
segundo as relações de similaridade (PANOFSKY; DUTTON, 1984):

u =
u∗
k

[
ln

(
z − d
z0

)
− ϕm

(
z − d
L

)]
se z ≥ zb (106)

ou

u = u(zb) se z < zb (107)

onde zb = min[|L|, (0.1)h], k é a constante de Von-Kármán (k ∼= 0.4) e z0 é a
rugosidade do terreno. O deslocamento do plano zero (d) é uma altura acima da
superfı́cie em que a velocidade do vento é nula e é consequência do escoamento
sobre obstáculos tais como árvores ou construções, sendo desconsiderado neste
trabalho (ou seja, d = 0). A função estabilidade ϕm é expressa em termos das
relações de Businger:
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• Para condições instáveis (L < 0)

ϕm
(
z
L

)
= ln

(
1+(1−15z/L)

1
2

2

)
+ ln

(
1+(1−15z/L)

1
4

2

)2

+

−2 arctan
(
1− 15 z

L

) 1
4 + π

2

(108)

• Para condições estáveis (L ≥ 0)

ϕm

( z
L

)
= −4.7

z

L
(109)

Alternativamente, a velocidade do perfil de vento pode ser descrita por uma
lei de potência (PANOFSKY; DUTTON, 1984):

u

u1

=

(
z

z1

)γ
(110)

na qual u e u1 são as velocidades médias horizontais do vento nas alturas z e z1

e o expoente γ está relacionado com a intensidade da turbulência (IRWIN, 1979).
Sendo assim, o perfil de vento utilizado nesta dissertação é representado pela

Eq. (110).



6 RESULTADOS

O objetivo desta seção é discutir os resultados das simulações da dispersão
de poluentes na camada pré-residual (Seção 3.1) e na camada limite estável
(CLE). São apresentados resultados da concentração de contaminantes inte-
grada perpendicular à direção preferencial do vento (Cy), emitidos a partir de
uma fonte pontual contı́nua nas alturas de 60m e 120m.

As simulações iniciam no momento do pôr-do-sol quando o fluxo de calor
na superfı́cie diminui progressivamente e uma CLE desenvolve-se perto da su-
perfı́cie. Os resultados das simulações são gerados pelo modelo analı́tico Eu-
leriano (Eq. (36)), empregando perfis de coeficientes de difusão turbulenta para
a CLE, sugeridos por DEGRAZIA et al. (2000),Eq. (75), e perfis de coeficientes
de difusão tubulenta para a camada pré-residual, derivados por GOULART et al.
(2007) (dadas nas Eqs. (103),(104) e (105)).

A Fig. 8 representa o decaimento dos coeficientes de difusão tubulenta para
a camada pré-residual em relação ao tempo.

Figura 8: Decaimento dos coeficientes de difusão tubulenta para a camada pré-residual.

Para as simulações, o escoamento turbulento é assumido não homogêneo
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somente na vertical (∂/∂x1 = 0, ∂/∂x2 = 0, ∂/∂x3 6= 0), o transporte é realizado
pela componente longitudinal do vento médio (U1 6= 0, U2 = 0, U3 = 0) e o tensor
de difusão turbulenta é considerado diagonal (Kij = 0 se i 6= j). O domı́nio
horizontal é configurado com 2 x 2 km e o domı́nio vertical igual à altura da CLE.
Os parâmetros micrometeorológicos zi = 1350 m, w∗ = 2, 3 m s−1, L = 4.8 m, e
u∗ = 0.26 m s−1 (NIEUWSTADT; BROST, 1986) foram considerados para gerar
os perfis de difusão turbulenta durante as simulações.

A altura da CLP é calculada de acordo com a expressão h = 70
√
t,

obtida a partir de medições experimentais realizados por ANFOSSI; BACCI;
LONGHETTO (1974), onde h é dado em metros e t em horas. Durante a
simulação, os novos perfis de coeficientes de difusão e os novos valores de al-
tura de CLE são fornecidos de acordo com a sequência apresentada na Tabela
1.

Tabela 1: Evolução da altura da CLE de acordo com a expressão (h = 70
√
t).

t(s) 900 1800 2700 3600 4500
h(m) 35 50 60 70 80

Na sequência, são apresentados os resultados gerados pelo modelo analı́tico
Euleriano (Figs. 9, 10, 13 e 14) e os resultados de um modelo numérico de
partı́culas Lagrangeano (Figs. 11, 12,15 e 16) (CARVALHO et al., 2010). A
intenção não é realizar uma comparação entre os modelos e sim avaliar os re-
sultados do modelo Euleriano, analisando o comportamento e a configuração
das plumas de poluentes em relação a outro trabalho disponı́vel na literatura.
Mesmo que sejam resultados gerados por modelos conceitualmente diferentes,
é possı́vel avaliar o comportamento das plumas de poluentes para a dispersão
de contaminantes na camada pré-residual. Em cada uma das figuras a seguir, as
mesmas estão distribuı́das por letras alfabéticas (a, b, c, d e e), representando
respectivamente as figuras para alturas de CLE de 35m, 50m, 60m, 70m e 80m.
Isto possibilita uma análise direta em relação aos resultados já existentes. Nesta
seção é analisada a dispersão e os campos de concentração integrada (Cy) de
contaminantes emitidos a partir de uma fonte pontual contı́nua de 60m de altura.

A Fig. 9a mostra o efeito da dispersão para o tempo inicial de t = 900s
e altura da camada estável de 35m. Analisando o padrão de difusão associ-
ado a esta figura, pode-se notar que os contaminantes liberados na camada
pré-residual sofrem uma forte ação de mistura ocasionada pela turbulência con-
vectiva em decaimento. A intensidade do transporte associado à turbulência é
responsável pela entrada de contaminantes para o interior da CLE até alcançar
a superfı́cie. O efeito da dispersão na camada pré-residual sobre a pluma age
no sentido de transportar os contaminantes para baixo em direção ao topo da
CLE e, na sequência, é capturado por este novo ambiente com diferentes pro-
priedades de difusão. Em seguida, a pluma de contaminantes se dispersa sob a
ação da turbulência estável dominada por cisalhamento no interior da CLE. A tur-
bulência de origem mecânica é gerada pelo cisalhamento do vento na superfı́cie
e, consequentemente, os turbilhões contendo energia estão localizados nas pro-
ximidades da superfı́cie. Para uma turbulência contı́nua estável, a variância da
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velocidade vertical turbulenta diminui com a altura e esta assimetria de variância
(turbulência vertical não homogênea) induz a uma aceleração que transporta os
contaminantes em direção à superfı́cie, onde o cisalhamento do vento é domi-
nante. Este transporte para baixo, associada à turbulência mecânica, é particu-
larmente dominante na CLE, que apresenta pouca profundidade. Observa-se,
ainda, que o padrão de dispersão da pluma gerado pelo modelo Euleriano, mos-
trando forte mistura turbulenta na camada pré-residual e o transporte de con-
taminantes para dentro da CLE, assemelha-se ao padrão de dispersão gerado
pelo modelo de partı́culas Lagrangeano (Fig. 11a). A diferença fundamental está
nos valores de concentração integrada, tal que o modelo Euleriano gera valores
maiores do que o modelo Lagrangeano.

O perfil de concentração integrada (Cy) apresentado na Fig. 10a evidencia o
movimento da pluma de contaminantes em direção à superfı́cie. A partir desta
figura pode ser visto que, na distância de 1000m a partir da fonte, existe um
máximo de Cy dentro da CLE, o que significa uma considerável entrada de con-
taminantes para dentro desta camada. O modelo analı́tico Euleriano gera um
perfil com configuração semelhante ao modelo Lagrangeano (Fig. 12a), mas
com valores menores de Cy. Além disso, o máximo de concentração localiza-se
mais próximo da superfı́cie.

As Figs. 9b e 9c apresentam os resultados da simulação para os tempos
t = 1800s e t = 2700s, e alturas da camada estável de 50m e 60m, respectiva-
mente. Estas figuras mostram uma redução notável da concentração de conta-
minantes na superfı́cie devido à evolução da altura da CLE e a perda da capa-
cidade de difusão dos turbilhões contendo energia convectiva dentro da camada
pré-residual; a perda da capacidade de difusão contribui para reduzir a entrada
de contaminantes na superfı́cie. O aprofundamento da CLE tende a engolfar a
região da CR, reduzindo o processo de dispersão gerado pelos turbilhões con-
vectivos em decaimento. Esse aumento da altura da CLE faz com que os con-
taminantes passem a ser emitidos em um ambiente de turbulência mecânica,
gerado pelo atrito do vento na superfı́cie. No tempo de evolução t = 1800s, apre-
sentado na Fig. 9b, é possı́vel observar uma configuração na qual o máximo de
concentração esta cada vez mais no interior da CLE. Para o tempo de t = 2700s,
mostrado na Fig. 9c, a altura da CLE cobre a fonte de emissão e, consequente-
mente, os contaminantes são liberados no limite entre a camada pré-residual e a
CLE. Dentro da CLE, os contaminantes podem percorrer longas distâncias sem
tocar a superfı́cie e, como resultado, a concentração no solo é reduzida, como
pode ser visto nas figuras. Nota-se, novamente, que o processo de dispersão
gerado pelo modelo Euleriano apresenta forte semelhança com aquele gerado
pelo modelo de partı́culas Lagrangeano (Figs. 11b e 11c). Também, neste caso,
o modelo Euleriano gera valores de concentração maiores do que o modelo La-
grangeano.

Estes comportamentos do padrão de dispersão também podem ser verifica-
dos nas Figs. 10b e 10c, que apresentam os perfis de concentração Cy para
as alturas de CLE de 50m e 60m, respectivamente. Quando a altura da CLE é
50m observa-se que, para a distância de 1000m a partir da fonte de emissão, o
máximo de concentração ocorre em aproximadamente 40m de altura, evidenci-
ando que existe entrada de contaminantes no interior da CLE e o transporte de
contaminantes para a superfı́cie. Já para a altura da CLE de 60m, o máximo de
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concentração desloca-se um pouco mais para cima, ocorrendo uma diminuição
significativa da concentração na superfı́cie. Esse mesmo comportamento do
padrão de dispersão pode ser observado nos resultados do modelo Lagrangeano
(Figs. 12b e 12c), mas com diferenças significativas dos valores de concentração,
tanto em altitude quanto em superfı́cie.

Na fase final do perı́odo do pôr-do-sol, a altura da CLE ultrapassa a altura
da fonte de emissão e, portanto, a dispersão ocorre totalmente no ambiente
estável. Neste ambiente, caracterizado pela atuação de pequenos turbilhões
mecânicos, a baixa amplitude dos coeficientes de difusão gera pouca difusão
tanto na direção horizontal quanto na direção vertical. Estas condições produ-
zem uma pluma de contaminantes no formato fanning (Seção 3.1), frequente-
mente observada na camada limite estável, que sofre um transporte horizontal
a grandes distâncias, por ação do vento médio. Este formato de pluma ocorre
normalmente durante a noite, onde condições de vento fraco e inversão de tem-
peratura na superfı́cie são frequentemente observadas (ANFOSSI; DEGRAZIA;
GOULART, 2004). Este padrão de dispersão é reproduzido nas Figs. 9d e 9e,
que mostram o campo de concentração para a evolução final com tempos de
t = 3600s e t = 4500s, respectivamente. Para estes tempos de evolução, os tur-
bilhões convectivos em decaimento ainda tem energia suficiente para dispersar
a pluma dentro da camada pré-residual quando a altura da CLE for menor do
que a altura da fonte. Dentro da CLE, a pluma de contaminantes viaja a uma
longa distância, com máximo de concentração no nı́vel da fonte de emissão.
Nesse ambiente, a baixa magnitude dos coeficientes de difusão gera pouca di-
fusão na direção vertical, impossibilitando o transporte de contaminantes para a
superfı́cie. Estes resultados são semelhantes aos obtidos por CARVALHO et al.
(2010), na abordagem numérica, utilizando um modelo de partı́culas Lagrange-
ano (Figs. 11d e 11e).

As Figs. 10d e 10e mostram os perfis de concentração Cy para as alturas de
CLE 70m e 80m, respectivamente, a uma distância de 1000m a partir da fonte.
Os perfis confirmam o comportamento dos campos de concentração, evidenci-
ando o formato fanning da pluma de contaminantes devido à baixa magnitude
dos coeficientes de difusão. Este padrão é o mesmo apresentado pelo modelo
Lagrangeano (Figs. 12d e 12e), porém com valores menores de Cy.
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Figura 9: Campo de concentração integrada (plano x-z) para emissão na altura de 60m,
altura da camada limite estável de 35m, 50m, 60m, 70m e 80m, respectivamente, e tempo
de evolução de 900s, 1800s, 2700s, 3600s e 4500s, respectivamente conforme as alturas
da CLE.
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Figura 10: Perfil de concentração na distância x = 1000m para altura da fonte de 60m,
altura da camada limite estável de 35m, 50m, 60m, 70m e 80m, respectivamente, e tempo
de evolução de 900s, 1800s, 2700s, 3600s e 4500s, respectivamente. A linha tracejada
indica a altura da fonte enquanto a linha contı́nua indica a altura da CLE.
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Figura 11: Campo de concentração integrada (plano x-z) do modelo Lagrangeano para
emissão na altura de 60m, altura da camada limite estável de 35m, 50m, 60m, 70m
e 80m, respectivamente, e tempo de evolução de 900s, 1800s, 2700s, 3600s e 4500s,
respectivamente conforme as alturas da CLE.
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Figura 12: Perfil de concentração do modelo Lagrangeano na distância x = 1000m
para altura da fonte de 60m, altura da camada limite estável de 35m, 50m, 60m, 70m
e 80m, respectivamente, e tempo de evolução de 900s, 1800s, 2700s, 3600s e 4500s,
respectivamente. A linha tracejada indica a altura da fonte enquanto a linha contı́nua
indica a altura da CLE.

Da mesma forma como realizado na seção anterior, para emissão de 60m
de altura, esta seção apresenta a analise da dispersão e os campos de
concentração integrada (Cy) de contaminantes emitidos a partir de uma fonte
pontual contı́nua de 120m de altura. A Fig. 13a apresenta o campo de
concentração integrada para o tempo inicial de 900s e altura da camada estável



62

de 35m. Exatamente como acontece para o caso da emissão de 60m, os resul-
tados simulados mostram que o mecanismo de difusão associado à turbulência
convectiva em decaimento transporta uma quantidade significativa de contami-
nantes para o interior da CLE. Pode-se observar que tal efeito ocorre mesmo que
a emissão aconteça de uma fonte mais alta, onde o ponto de emissão está mais
distante do topo da CLE. Esse padrão de dispersão assemelha-se ao padrão
gerado pelo modelo Langrangeano (Fig. 15a), da mesma forma como acontece
para a emissão de 60m. Diferenças podem ser observadas principalmente no
que diz respeito aos valores de concentração Cy, tanto em altitude como em
superfı́cie. Diferentemente do modelo Lagrangeano, o modelo Euleriano gera
valores muito pequenos de concentração nas proximidades da saı́da da fonte.

A Fig. 14a apresenta o perfil de concentração integrada (Cy) gerado pelo
modelo Euleriano para a distância de 1000m a partir da fonte, considerando a
emissão em 120m e a altura da CLE 35m. Observa-se que a ação da forte mistura
turbulenta dentro da camada pré-residual provoca o transporte de contaminante
para dentro da CLE, gerando um máximo de concentração na altura de 20m,
aproximadamente. Os resultados gerados pelos modelos Euleriano e Lagrange-
ano (Fig. 16a) apresentam diferenças fundamentais nos valores de concentração
tanto em superfı́cie como em altitude, como havia sido verificado nos campos de
concentração da Fig 13a. Nota-se que o modelo Lagrangeano tende a homoge-
neizar a concentração dentro da CR, mas ainda é possı́vel visualizar máximo de
concentração dentro da camada pré-residual, próximo à altura da fonte.

As Figs. 13b, 13c e 13d apresentam os resultados da simulação para os tem-
pos t = 1800s, t = 2700s e t = 3600s, e alturas da camada estável de 50m, 60m e
70m, respectivamente. A sequência de figuras mostra que, ao contrário do que
ocorre para a emissão de 60m de altura, não há diminuição da concentração em
superfı́cie à medida que ocorre a perda da capacidade de difusão convectiva den-
tro da camada pré-residual e o aumento da altura da CLE. Este comportamento
é mais evidente nos perfis de concentração integrada na distância de 1000m,
apresentados nas Figs. 14b, 14c e 14d. Pelas figuras pode-se verificar que
não ocorre diminuição da concentração em superfı́cie e o pico de concentração
tende a se deslocar para baixo. Este resultado difere daquele apresentado para
a emissão na altura de 60m e difere, também, do resultado gerado pelo modelo
numérico Lagrangeano (Figs. 15b, 15c, 15d, 16b, 16c e 16d).

A Fig. 13e apresenta o campo de concentração integrada (Cy ) para uma
altura de CLE de 80m no tempo final de transição do pôr do sol de 4500s. A
diminuição da magnitude dos coeficientes de difusão na camada pré-residual as-
sociada à evolução da CLE provocam uma diminuição da concentração Cy em
superfı́cie. Dentro da CLE, a pluma de contaminantes é transportada a gran-
des distâncias, assumindo um formato de fanning. A pluma sofre uma grande
propagação na horizontal devido ao vento médio e muito pouca propagação
na vertical devido a baixa intensidade da turbulência. O perfil de Cy, na
Fig. 14e, mostra exatamente estes padrões, tal que a concentração tende à
homogeneização dentro da camada pré-residual devido à difusão convectiva
em decaimento e o pico de concentração encontra-se dentro da CLE devido
às condições estáveis caracterı́sticas desse perı́odo do dia. Dentro da CLE a
difusão da pluma é realizada por pequenos turbilhões mecânicos que não ocasi-
onam uma abertura considerável da pluma na vertical. Observa-se que o perfil
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de concentração gerado modelo Euleriano apresenta um padrão semelhante ao
gerado pelo modelo Lagrangeano (Figs. 15e e 16e), mas o pico de concentração
integrada ocorre mais próximo à superfı́cie. Além disso, o modelo Euleriano gera
um campo de concentração mais homogêneo dentro da camada pré-residual.
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Figura 13: Campo de concentração integrada (plano x-z) para emissão na altura de
120m, altura da camada limite estável de 35m, 50m, 60m, 70m e 80m, respectivamente,
e tempo de evolução de 900s, 1800s, 2700s, 3600s e 4500s, respectivamente conforme as
alturas da CLE.
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Figura 14: Perfil de concentração na distância x = 1000m para altura da fonte de 120m,
altura da camada limite estável de 35m, 50m, 60m, 70m e 80m, respectivamente, e tempo
de evolução de 900s, 1800s, 2700s, 3600s e 4500s, respectivamente. A linha tracejada
indica a altura da fonte enquanto a linha contı́nua indica a altura da CLE.
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Figura 15: Campo de concentração integrada (plano x-z) do modelo Lagrangeano para
emissão na altura de 120m, altura da camada limite estável de 35m, 50m, 60m, 70m
e 80m, respectivamente, e tempo de evolução de 900s, 1800s, 2700s, 3600s e 4500s,
respectivamente conforme as alturas da CLE.
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Figura 16: Perfil de concentração do modelo Lagrangeano na distância x = 1000m
para altura da fonte de 120m, altura da camada limite estável de 35m, 50m, 60m, 70m
e 80m, respectivamente, e tempo de evolução de 900s, 1800s, 2700s, 3600s e 4500s,
respectivamente. A linha tracejada indica a altura da fonte enquanto a linha contı́nua
indica a altura da CLE.



7 CONCLUSÕES

Neste estudo, foi utilizado um modelo Euleriano analı́tico para simular a
concentração de poluentes liberados a partir de uma fonte pontual contı́nua du-
rante o perı́odo de transição do pôr do sol. Este modelo Euleriano foi obtido
pelo uso da técnica GILTT, sendo uma aplicação da técnica GITT em proble-
mas de poluição atmosférica, de forma totalmente analı́tica. A solução de pro-
blema diferencial parcial pelo método GILTT se dá nas seguintes etapas: Na
etapa inicial a concentração de poluentes é expandida em série, em termos de
um conjunto de funções ortogonais, obtidas da solução de um problema auxi-
liar de Sturm-Liouville. Substituindo esta expansão na equação de advecção-
difusão estacionária, e integrando em todo o domı́nio, resulta em um sistema
de EDO’s, chamado de problema transformado, que uma vez solucionado, é fa-
cilmente invertido para a obtenção do resultado da equação original, no qual
é resolvido analiticamente. O método GILTT é analı́tico no sentido de que ne-
nhuma aproximação é feita ao longo da derivação da solução, exceto pelo erro
de truncamento da solução em série para fins de cálculos numéricos.

A análise aplica-se ao modelo de dispersão parametrizado por coeficientes
de difusão convectivos estáveis e em decaimento, que representa a mistura tur-
bulenta na CLE e na camada pré-residual. As simulações das concentrações e
dos perfis das concentrações forão calculadas considerando diferentes momen-
tos no processo de transição dia-noite. As simulações foram analisadas a partir
de uma fonte pontual contı́nua a uma altura de 60m e 120m.

Os resultados das simulações foram gerados em uma linguagem FORTRAN
90, sendo que o software utilizado para gerar os gráficos da concentração foi o
Surfer 9.0 e para gerar os perfis da concentração foi utilizado o software Origin
8.

As simulações para uma altura de fonte de 60m mostraram que, para os tem-
pos de evolução inicial durante a transição do sol, a difusão turbulenta gerada
pelo decaimento convectivo na camada pré-residual causou uma transferência
eficaz de contaminantes para o interior da CLE. Durante a fase inicial, em que
a CLE apresenta uma pequena profundidade, a combinação entre a turbulência
convectiva em decaimento e os turbilhões estáveis atuam de forma eficiente para
o transporte dos poluentes em direção à superfı́cie, aumentando a concentração
no solo.

Para a fase final do perı́odo de transição a altura da CLE chegou a uma
altura de fonte pontual e a dispersão ocorreu em um ambiente estável. Esta
condição gera uma pluma de forma fanning, que se caracteriza por uma grande
disseminação na horizontal e com pouca propagação em relação à vertical. Os



69

resultados mostraram que em uma pluma de longa distância, o valor máximo
da concentração permanece no mesmo nı́vel da fonte de emissão. Como con-
sequência desta falta de mistura turbulenta eficaz, os contaminantes não chegam
à superfı́cie.

As simulações para uma altura de fonte de 120m mostraram que para o tempo
de evolução inicial houve uma quantidade significativa de contaminantes na su-
perfı́cie, fazendo com que haja perda da capacidade de difusão convectiva dentro
da camada pré-residual. Para as fases posteriores não houve uma diminuição
da concentração na superfı́cie à medida que ocorre a perda da capacidade de
difusão convectiva, podendo ser visto facilmente nos perfil das concentrações,
onde os picos da concentrações desloca-se para baixo em relação a superfı́cie.

Para a fase final do perı́odo de transição para a altura de 120m houve uma
diminuição dos contaminantes no interior da CLE, fazendo com que a pluma vi-
age uma longa distância sem tocar na superfı́cie, gerando assim uma pluma no
formato fanning. A concentração tende à se homogeneizar dentro da camada
pré-residual devido à difusão convectiva em decaimento e analizando o perfil
desta concentração pode ser visto que o pico da concentração encontra-se den-
tro da CLE devido às condições estáveis caracterı́sticas desse perı́odo do dia.

Fazendo uma comparação entre as concentrações para as alturas das fontes
pontuais contı́nuas de 60m e 120m temos que as concentrações para a altura de
fonte de 120m são menores do que para a altura de 60m, como pode ser visto
nas escalas das figuras. No tempo inicial de transição houve uma semelhança
entre as alturas de fontes, onde é possı́vel notar uma quantidade significativa
da concentraçao na superfı́cie. Para a fase posterior e altura de fonte de 60m
houve uma redução da concentraçao na superficie devido à evolução da altura
da CLE e a perda da capacidade de difusão dos turbilhões contendo energia
convectiva dentro da camada pré-residual, ao contrário do que ocorre para a
emissão de 60m de altura, para a emissão de 120m de altura não há diminuição
da concentração em superfı́cie à medida que ocorre a perda da capacidade de
difusão convectiva dentro da camada pré-residual e o aumento da altura da CLE.
Para a fase final do perı́odo de transição dia-noite para as alturas de fonte de
60m e 120m as plumas geraram um formato de pluma fanning, ocorrendo uma
diminuição dos contaminantes no interior da CLE, fazendo com que a pluma
viage uma longa distância sem tocar na superfı́cie.

Os resultados apresentados neste trabalho mostram semelhaça com os re-
latados pela literatura (CARVALHO et al., 2010), onde a ação da forte mistura
gerada pelo decaimento dos turbilhões contendo energias convectivas na ca-
mada pré-residual provoca uma entrada eficaz de poluentes no interior da CLE
recentemente criado. No estudo realizado por CARVALHO et al. (2010) foi utili-
zado os coeficientes de difusão turbulenta para a CLE, sugeridos por DEGRAZIA
et al. (2000), e coeficientes de dispersão turbulenta para a camada pré-residual,
proposto por GOULART et al. (2007). A linguagem utilizada para determinar o
resultado das simulações foi o FORTRAN 90 e os gráficos foram gerados pelo
software Origin 8.

Fazendo uma breve comparação entre os modelos Lagrangeano e Euleriano,
pode ser visto que as escalas nos gráficos de concentração no modelo Euleriano
e Lagrangeano estão diferentes devido ao fato que as concentrações são meno-
res no modelo Euleriano. O tempo para determinar os resultados das simulações
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é menor no modelo Euleriano, visto que o tempo de simulação no Euleriano é
de aproximadamente 45s enquanto o modelo Lagrangeano demora aproximada-
mente 5min e 20s. Os gráficos no modelo Euleriano foram gerados no Surfer 9.0
para os gráficos da concentração e no Origin 8 para o gráficos dos perfis das
concentrações, enquanto os gráficos para o modelo Lagrangeano foram gerados
no Origin 8 tanto para as concentrações quanto para o perfil das concentrações.

Por fim, espera-se que este trabalho tenha contribuı́do para o desenvlvimento
de futuros trabalhos sobre o tema, servindo como base para pesquisas futu-
ras, visto que foi resolvido o problema proposto utilizado um modelo Euleriano
analı́tico para a simulação da concentração de poluentes liberados a partir de
uma fonte pontual contı́nua durante o perı́odo de transição dia-noite.
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Abstract  In this study an analytical Eulerian model is employed to simulate the pollutant concentrations released from 
continuous point source during the sunset transition period. The analysis applies the dispersion model parameterized by the 
stable and decaying convective eddy diffusivities, representing the turbulent mixing in the stable boundary layer and residual 
layer. The concentration simulations are calculated considering different times in the transition process through the sunset 
period. The results presented in this paper show similarity with ones reported in the literature, where the mixing strong action 
generated by the decaying convective energy-containing eddies in the RL causes an effective entrance of pollutants to the 
interior of the recently established SBL. During the initial stage of the transition period, in which the SBL presents a small 
depth, the combination between residual convective and stable eddies act efficiently to transport the pollutants in direction to 
the ground surface. For the later stages, the height of the SBL depth reaches the point source height so that the dispersion 
occurs in a large vertical extension that is dominated by stable turbulence. The lack of effective turbulent mixing, acting over 
the vertical extension of the SBL, prevents pollutants to reach the surface. In the present contribution focus is put on an 
analytical description of the pollutant dispersion occurring around the evening transition, which allows simulate the turbulent 
transport in a computationally efficient procedure. 

Keywords  Planetary boundary-layer, Stable boundary layer, Residual layer, Pollutant dispersion, Eulerian modeling, 
Turbulent parameterization, Analytical solution 

 

1. Introduction 
About one hour before sunset over land, the surface heat 

flux becomes negative and, consequently, a stable 
boundary-layer (SBL) develops near the ground [12, 17]. 
Above this SBL, in the residual layer (RL), the convective 
eddies start to lose their strength and the convective 
boundary-layer (CBL) begins to decay. The dispersion of 
pollutants by turbulent flows is of central importance in a 
number of environmental problems, but less attention has 
been paid to the dispersion in the RL, where the diffusion of 
pollutants occurs in conditions of decaying convective 
turbulence. The decay of energy-containing eddies in the 
CBL is the physical mechanism that can sustain the 
dispersion process in the RL. 

Turbulence decay in the CBL has been studied by [12] 
using the dynamical equation for the energy density 
spectrum, by [5, 16, 17, 19, 20] employing LES models and 
by [9] employing a random displacement model. 
Experimental results has been reported by [1, 2, 10, 14, 15]. 

In this paper  is investigated  the turbulent  dispersion  
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process occurring during the sunset transition, focusing the 
characteristic patterns of the turbulent dispersion of 
pollutants released from a continuous point source in a 
diffusive PBL characterized by a decaying convective one. 
This analysis considers an analytical solution of the 
advection-diffusion equation, in which the turbulent effects 
are represented by eddy diffusivities for a SBL proposed by 
[11] and for a decaying turbulence in the CBL proposed by 
[11]. The use of these convective decaying eddy diffusivities 
in air quality models will generate realistic turbulent patterns 
associated to the sunset transition time. The simulation 
procedure is realized according methodology presented in 
[9], which used the random displacement equation to 
examine the dispersion process of contaminants emitted 
from low and tall sources during sunset period. 

Thus, with these parameterizations (stable below and 
convective decaying turbulence aloft), the analytical 
Eulerian model can be used to evaluate the influence of the 
decaying convective eddies on the concentration field of 
pollutants released by elevated continuous point sources 
during the sunset transition time and the first hours of SBL 
development. The reason why adopting an analytical 
procedure instead of using the nowadays available 
computing power resides in the fact that once an analytical 
solution to a mathematical model is found one can claim that 
the problem has been solved. It is provided a closed form 
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solution that may be tailored for numerical applications such 
as to reproduce the solution within a prescribed precision. As 
a consequence the error analysis reduces to model validation 
only, in comparison to numerical approaches where in 
general it is not straight forward to disentangle model errors 
from numerical ones [7]. 

2. Turbulence Parameterization 
The aim of this section to exhibit and discuss the eddy 

diffusivities that have been employed in the analytical model 
to simulate the concentration field of contaminants by an 
elevated continuous point source during the sunset transition 
time. So, it is necessary parameterize the turbulent transport 
in a shear-dominated stable PBL and the decaying 
convective elevated turbulent dispersion. 

2.1. Parameterization of the Stable PBL 

The following relationships for longitudinal, lateral and 
vertical eddy diffusivities 𝐾𝐾𝑖𝑖 (𝑖𝑖 = 𝑢𝑢, 𝑣𝑣, 𝑤𝑤) derived by [11], 
represent the turbulent diffusion in a shear-dominated stable 
PBL: 

𝐾𝐾𝑖𝑖 = 𝐶𝐶𝑖𝑖
(1−𝑧𝑧 ℎ⁄ )3 4⁄ �𝑢𝑢 �0

1+3.7� 𝑧𝑧
𝐿𝐿(𝑧𝑧−𝑧𝑧 ℎ⁄ )5 4⁄ �

             (1) 

in which 𝐶𝐶𝑥𝑥 =4.94, 𝐶𝐶𝑦𝑦 = 1.04 and 𝐶𝐶𝑧𝑧 = 4.94, 𝐿𝐿  is the 
Obukhov length, (𝑢𝑢 )0 is the surface layer friction velocity 
and h is the height of the stable layer. The magnitudes of the 
𝐶𝐶𝑖𝑖  coefficients in the numerator of Eq. (1) show that the eddy 
vertical motion is strongly limited by the positive 
stratification. 

2.2. Parameterization of the Residual Layer 

A general method to derive eddy diffusivities in a 
decaying turbulence in the CBL has been proposed by [13]. 
The method is based on a model for the budget equation 
describing the energy density spectrum and the Taylor 
statistical diffusion theory. The turbulent field has been 
considered isotropic to calculate the longitudinal and lateral 
eddy diffusivities and non-isotropic to derive the vertical 
eddy diffusivity. The following relationships represent fits to 
the decaying convective eddy diffusivities obtained from the 
model proposed by [13]:  

𝐾𝐾𝑥𝑥
𝑤𝑤∗𝑧𝑧𝑖𝑖

= 0.069

�1+𝑡𝑡1.44
                (2a) 

𝐾𝐾𝑦𝑦
𝑤𝑤∗𝑧𝑧𝑖𝑖

= 0.079

�1+𝑡𝑡1.44
                (2b) 

and 
𝐾𝐾𝑧𝑧
𝑤𝑤∗𝑧𝑧𝑖𝑖

= 0.079

�1+2𝑡𝑡1.44
               (2c) 

where 𝑧𝑧𝑖𝑖  is the height of the mixing layer, 𝑤𝑤  is the 
convective velocity scale and  𝑡𝑡 = 𝑡𝑡 𝑤𝑤 𝑧𝑧𝑖𝑖⁄ . 

3. Eulerian Modelling 
The Eulerian model considered here is represented by the 

advection-diffusion equation. We must recall that this 
equation is obtained combining the continuity equation ruled 
by the conservation law with the Fickian closure of 
turbulence. Indeed, we write the advection-diffusion 
equation in Cartesian geometry like [6]: 

𝜕𝜕𝑐́𝑐
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑢́𝑢
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𝜕𝜕𝑐́𝑐
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𝜕𝜕𝜕𝜕

= 
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𝜕𝜕𝜕𝜕
�    (3) 

subject to the following boundary and initial conditions: 

𝐾𝐾𝑧𝑧
𝜕𝜕𝑐𝑐
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0, ℎ            (3a) 

𝐾𝐾𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑐𝑐
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0, 𝐿𝐿𝑦𝑦           (3b) 

𝐾𝐾𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑐𝑐
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0, 𝐿𝐿𝑥𝑥            (3c) 

𝑐𝑐(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧, 0) = 0  at  t = 0        (3d) 
and by a source condition quoted as: 
𝑢́𝑢𝑐𝑐(0, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧, 𝑡𝑡) = 𝑄𝑄𝑄𝑄(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)𝛿𝛿(𝑦𝑦 − 𝑦𝑦0)𝛿𝛿(𝑧𝑧 − 𝐻𝐻𝑠𝑠)     (3e) 

where 𝑐́𝑐  denotes the mean concentration of a passive 
contaminant, 𝑢́𝑢, 𝑣́𝑣and 𝑤́𝑤  are the cartesian components of 
the mean wind in the directions x (0 < x < Lx), y (0 < y < Ly) 
and z (0 < z < h) and 𝐾𝐾𝑥𝑥 , 𝐾𝐾𝑦𝑦  and 𝐾𝐾𝑧𝑧  are the eddy 
diffusivities. Q is the emission rate, h the height of the 
atmospheric boundary layer, Hs the height of the source, Lx 
and Ly are the limits in the x and y-axis and far away from the 
source and 𝛿𝛿 represents the Dirac delta function. The source 
position is at x =𝑥𝑥0, y = y0 and z = Hs.  

Problem (3) is solved by the 3D-GILTT method [7, 8]. In 
the initial step it is expanded, without physical equivalence, 
the contaminant concentration in a series in terms of a set of 
orthogonal eigenfunctions. These eigenfunctions are the 
solution of a simpler but similar problem to the existing one. 
Replacing this expansion in the Eq. (3), the resulting 
problem reduces to a two-dimensional one already solved by 
the Laplace transform technique and GILTT method as 
shown in [15, 16]. For the simulations, the methodology 
presented by [15, 16] is considered. Here we assumed a 
Cartesian coordinate system in which the x  direction 
coincides with the one of the predominant wind, the 
advection is much larger than the diffusion in the x-direction 
and the crosswind integration of the Eq. (3).    

The micrometeorological parameters 𝑧𝑧𝑖𝑖= 1350 m,  𝑤𝑤 = 
2.3 m s-1, 𝐿𝐿= 4.8 m and 𝑢𝑢 = 0.26 m s-1 [16] were considered 
for generating the eddy diffusivity profiles during the 
simulation. The simulations started at the moment of sunset 
when the surface heat flux progressively decreases and a 
stable boundary-layer develops near the ground. Profiles of 
eddy diffusivities suggested by [11] were informed to the 
stable boundary layer and derived by [13] (Eqs. 1-3) were 
informed to the residual layer. The evolution of the PBL 
height was calculated according to the expression ℎ = 70√𝑡𝑡 
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[2], where h is given in meters and 𝑡𝑡 in hours. During the 
simulation, new profiles of eddy diffusivities and new values 
of SBL height were provided to the model in intervals 
according to Table 1. 

Table 1.  Simulation time ( 𝑡𝑡 ) and SBL height according expression 
(ℎ = 70√𝑡𝑡) 

𝑡𝑡 (𝑠𝑠) 900 1800 2700 3600 4500 

 (𝑚𝑚) 35 50 60 70 80 

4. Results 
In this section is discussed the simulation results obtained 

with the Eulerian analytical model (Eq. 3) parameterized by 
the eddy diffusivities given by the Eqs. (1), (2a), (2b) and 
(2c). For the sunset transition period there will be analyzed 
the simulation of the cross-wind concentration field of 
contaminants released from a continuous point source at a 
height of 60m. The dispersion simulation is realized during 
the evolution time of the sunset transition according to  
Table 1. 

 

 

Figure 1.  Cross-wind concentration field (x-z plane). Source height of 60 m and stable boundary layer height of 35 m. Concentration in g m-2 

 

Figure 2.  Cross-wind concentration field (x-z plane). Source height of 60 m and stable boundary layer height of 50 m. Concentration in g m-2 

 

Figure 3.  Cross-wind concentration field (x-z plane). Source height of 60 m and stable boundary layer height of 60 m. Concentration in g m-2 

 

Figure 4.  Cross-wind concentration field (x-z plane). Source height of 60 m and stable boundary layer height of 70 m. Concentration in g m-2 
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Figure 5.  Cross-wind concentration field (x-z plane). Source height of 60 m and stable boundary layer height of 80 m. Concentration in g m-2 

Fig. 1 exhibits dispersion effects for the initial time of 
900s and height of the stable layer of 35m. Analyzing the 
diffusion pattern associated to this figure it can be seen that 
the contaminants released from the source directly into the 
RL suffer a strong mixing action. This intense level of 
dispersion associated to the decaying turbulence in the RL is 
responsible for the entrance of contaminants to the interior of 
the SBL. It is possible to notice also that the contaminants go 
through in the interior of the SBL and reach the ground next 
to the point source. The dispersion effect of the decaying 
convective eddies in the RL over the plume of contaminant, 
pushes it down toward the top of the SBL and is captured by 
this new environment containing different diffusion 
properties. Then, the plume of contaminants disperses under 
the action of shear-dominated stable turbulence in the 
interior of the SBL. The stable turbulence from mechanical 
origin, is generated by the surface wind shear and 
consequently the energy-containing eddies in this layer are in 
the proximity to the surface. For a continuous stable 
turbulence, sustained by the mechanical forcing, the 
turbulent vertical velocity variance decreases with the height 
and this variance asymmetry (vertical inhomogeneous 
turbulence), induces an acceleration (drift velocity) that 
transports the contaminants in the direction to the surface 
where the wind shear turbulence diffusion action is dominant. 
This transport downward, associated to the wind shear 
turbulence above discussed, is particularly dominant in SBLs 
that present a small depth. In this thin initial SBL the effects 
of surface turbulence generation influence the major part of 
the SBL vertical extension. 

Figs. 2 and 3 present the simulation results for the 
evolution times t = 1800s and 2700s, and heights of the 
stable layer of 50m and 60m, respectively. These figures 
exhibit the noticeable reduction of the concentration of 
contaminants in the surface due the SBL expansion and the 
loss of the diffusion capacity of the decaying convective 
energy-containing eddies. The loss of the diffusion capacity 
contributes to reduce the entrance of contaminants into the 
SBL and therefore to decrease the surface contaminant 
concentrations. The deepening of the SBL tends to engulf the 
RL region and covers the emission source, that reduces the 
dispersion process generated by the decaying convective 
eddies and the contaminants are emitted in an ambient where 
the diffusion is directed by mechanical turbulence. Figure 2 
shows a configuration in which the maximum of 
concentration is increasingly inside the SBL. For the 

evolution time of 2700s, showed in Fig. 3, the height of the 
SBL reaches the height of the point source and consequently 
the contaminants are emitted into the SBL. For this source 
localization, the contaminants can travel long distances 
touch less the surface and, as result, the ground concentration 
is decreased as can be seen in figures 1-5. A quantity of 
contaminant, emitted during evolution times 900s and 1800s 
inside the RL, continues to experience the dispersion 
generated by the decaying convective eddies. 

For the final phase of the sunset transition period the SBL 
height increases and supplants the contaminants point source 
height and hence the dispersion occurs in a stable boundary 
layer environment. In this stable turbulent field, 
characterized by small mechanical eddies, the low 
magnitude of the eddy diffusivities generates a very little 
spread in the vertical direction. This condition generate a 
fanning plume shape frequently observed in stable boundary 
layers, so that the plume acquires the shape of an angular fan, 
with a large spread in the horizontal and vary little spread, if 
any, in the vertical direction. This characteristic shape occurs 
typically at night in a very SBL with strong surface inversion 
and weak and variable winds [3]. This diffusion pattern is 
reproduced in Figs. 4 and 5, which show the crosswind 
concentration field for the final evolution times t= 3600s and 
t=4500s, respectively. The figures show that the plume 
travels for long distance and the maximum of the 
concentration remains in the same level of the emission 
source. The low magnitude of the eddy diffusivities 
generates a very little spread in the vertical direction and it 
avoids the arrival of contaminants in the surface. For these 
evolution times, the decaying convective eddies have still 
sufficiently energy for dispersing the contaminants emitted 
inside the RL when the SBL height was shorter than the 
source height. These results are similar to the ones obtained 
by [9] in a numerical approach, using a Lagrangian particle 
model. 

5. Conclusions 

In this study an analytical description was employed to 
simulate the pollutants concentration released from 
continuous point source during the sunset transition period. 
The analysis applied the dispersion model parameterized by 
the stable and decaying convective eddy diffusivities, 
representing the turbulent mixing in the SBL and RL. The 
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concentration simulations were calculated considering 
different times in the transition process through the sunset 
period. The simulations analyzed the crosswind 
concentration field of contaminants released from a 
continuous point source at a height of 60m.   

The simulations showed that during the initial evolution 
times during the sunset transition, the turbulent diffusion 
generated by the decaying convective eddies in the RL 
caused an effective transference of contaminants to the 
interior of the SBL. During the initial stage, in which the 
SBL presents a small depth, the combination between 
residual convective and stable eddies acts efficiently to 
transport the pollutants in direction to the ground surface. 
Therefore, the present analysis showed that for this initial 
time, the combination between residual convective and 
stable eddies acts to transport the contaminants in direction 
to the ground, increasing the concentration at the surface. 

For the final phase of the sunset transition period the SBL 
height reached the point source height and the dispersion 
occurred in a stable environment. This condition generated a 
fanning plume shape, which is characterized by a large 
spread in the horizontal and vary little spread in the vertical 
direction. The results showed that the plume traveled for 
long distance and the maximum of the concentration remains 
in the same level of the emission source. As a consequence of 
this lack of an effective turbulent mixing, acting over the 
whole vertical extension of the SBL, the contaminants do not 
arrive at the surface. 

The results presented in this paper show similarity with 
ones reported in the literature, where the strong mixing 
action generated by the decaying convective 
energy-containing eddies in the RL causes an effective 
entrance of pollutants to the interior of the recently 
established SBL.   
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ESTUDO EULERIANO DO DECAIMENTO DA CLP 

 

Jéssica Kanopp dos Reis1, Jonas da Costa Carvalho2, Daniela Buske 3e Régis Sperotto de 

Quadros4 

 

Resumo 

Neste estudo, um modelo analítico Euleriano é utilizado para simular a concentração de 

poluentes emitidos a partir de uma fonte pontual contínua durante o período de transição dia-

noite. A análise aplica o modelo de dispersão parametrizado por coeficientes de difusão da 

camada limite estável e camada pré-residual. As simulações da concentração são realizadas 

considerando diferentes intervalos de tempos no processo de transição durante o pôr do sol. Os 

resultados apresentados neste trabalho mostram similaridade com aqueles encontrados na 

literatura onde a ação da mistura turbulenta gerada pelo decaimento da energia convectiva na 

camada residual causa uma transferência efetiva dos poluentes para o interior da camada limite 

estável. Durante o estágio inicial do período de transição, no qual a camada estável apresenta 

pouca profundidade, a combinação entre turbilhões convectivos e estáveis agem eficientemente 

para transportar os poluentes em direção à superfície. Para o estágio posterior, a altura da 

camada estável alcança a altura da fonte pontual tal que a dispersão ocorre numa extensão 

vertical mais profunda que é dominada pela turbulência estável. A falta de uma mistura 

turbulenta efetiva, agindo sobre a extensão vertical da camada limite estável, impede que os 

poluentes cheguem à superfície. Este trabalho tem no seu foco principal uma descrição analítica 

da dispersão de poluentes ocorrendo em torno do pôr do sol, a qual permite simular o transporte 

turbulento de forma computacionalmente eficiente. 

Palavras-Chave: Camada Pré-residual, Camada Limite Estável, Modelo Analítico Euleriano. 

 

Abstract 

In this study, an analytical Eulerian model was employed to simulate the pollutants 

concentration released from continuous point source during the sunset transition period. The 

analysis applies the dispersion model parameterized by the stable and decaying convective eddy 

diffusivities, representing the turbulent mixing in the stable boundary layer and pre-residual 

layer. The concentration simulations were calculated considering different times in the 

transition process through the sunset period. The results presented In this work show similarity 

with ones reported by literature, where the mixing strong action caused by the decaying 

convective energy-containing eddies in the RL causes an effective entrance of pollutants to the 

interior of the recently established SBL. During the initial stage of the transition period, in 

which the SBL presents a small depth, the combination between residual convective and stable 

eddies acts efficiently to transport the pollutants in direction to the ground surface. For the later 

stages, the height of the SBL depth reaches the point source height so that the dispersion occurs 

in a large vertical extension that is dominated by a stable turbulence. The lack of an effective 

turbulent mixing, acting over the vertical extension of the SBL, prevents that pollutants do reach 
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the surface. In the present contribution was focused on an analytical description of the pollutant 

dispersion occurring around the evening transition, which allows simulate the turbulent 

transport in a computationally efficient procedure. 

Keywords: Pre-residual layer, Stable boundary layer, Eulerian Analytical Model. 

 

Introdução 

 

A turbulência na camada limite planetária (CLP) é um fenômeno físico complexo 

controlado pela ação de diferentes forçantes. Um exemplo importante está associado ao 

processo que ocorre diariamente na CLP durante o período de transição dia-noite.  

Aproximadamente 1 hora antes do pôr do sol, o fluxo de calor na superfície diminui 

progressivamente e, então, torna-se negativo durante a noite e, consequentemente, uma camada 

limite estável (CLE) desenvolve-se junto à superfície. Acima da CLE, na camada residual (CR), 

os turbilhões convectivos começam a perder intensidade e capacidade de mistura e, assim, a 

camada limite convectiva (CLC) começa a decair. A CR é definida como uma camada 

estaticamente neutra, caracterizada por turbulência esporádica fraca, que encontra-se acima da 

CLE e abaixo da inversão de temperatura (capa de inversão), separando a camada limite da 

atmosfera livre. Por definição, ela desenvolve-se somente após a superfície começar a se 

estratificar de forma estável. Portanto, é usual denominar a região de turbulência fraca que 

existe durante condições instáveis, precedendo a CR, como camada pré-residual (NILSSON et. 

al., 2016). 

A dispersão de poluentes por escoamentos turbulentos é de importância central em um 

número de problemas ambientais. Porém, menos atenção tem sido dada à dispersão na camada 

pré-residual, onde a difusão de poluentes ocorre em condições de decaimento da turbulência 

convectiva. O decaimento da energia dos grandes turbilhões na CLC é o mecanismo físico que 

pode sustentar o processo de dispersão na camada pré-residual. 

Neste estudo é investigado o processo de dispersão turbulenta durante o período do pôr 

do sol, com o objetivo de avaliar os padrões característicos da dispersão turbulenta de poluentes 

liberados de uma fonte pontual contínua em uma camada limite planetária (CLP) caracterizada 

pelo decaimento convectivo. Esta análise considera uma solução analítica da equação advecção-

difusão, na qual os efeitos turbulentos são representados por coeficientes de difusão para a CLE 

e para o decaimento da turbulência na CLC. A utilização destes coeficientes de difusão em 

modelos de qualidade do ar gera padrões de turbulência realistas associados ao tempo de 

transição dia-noite. 
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Para simular a dispersão turbulenta durante o período do pôr do sol é utilizado um 

procedimento analítico, sendo fornecida uma solução de forma fechada, que pode ser adaptada 

para aplicações em métodos numéricos para reproduzir a solução dentro de uma precisão 

prescrita. Como consequência, a análise de erro é reduzida em comparação as aproximações 

numéricas (BUSKE et. al., 2012). 

O decaimento da turbulência na CLC foi investigado por Goulart et. al. (2003), usando a 

equação para o espectro de energia turbulenta, e por Nieuwstadt et. al. (1986), Sorbjan (1997), 

Bear et. al. (2006), Pino et. al. (2006) e Sorbjan (2007) empregando modelo de simulação dos 

grande turbilhões LES (Large-Eddy Simulation). Além disso, Caughey et. al. (1977), Grant 

(1997), Anfossi (2004), Carvalho et. al. (2010) e Nadeau et. al. (2011) apresentaram alguns 

resultados experimentais durante o período de transição dia-noite. 

 

1 Modelo euleriano 

 

O modelo Euleriano aqui considerado é representado pela equação de advecção-difusão. 

Deve-se lembrar que esta equação é obtida combinando a equação de continuidade com o 

fechamento Fickiano da turbulência. Podendo assim, escrever a equação de advecção-difusão 

em geometria cartesiana como (BLACKADAR, 1997): 

                 
𝜕𝑐̅
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𝜕
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(𝐾𝑥

𝜕𝑐̅

𝜕𝑥
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𝜕

𝜕𝑦
(𝐾𝑦

𝜕𝑐̅

𝜕𝑦
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𝜕

𝜕𝑧
(𝐾𝑧

𝜕𝑐̅

𝜕𝑧
) + 𝑆                      (1) 

onde 𝑐̅ indica a concentração média de um contaminante passivo (em unidades de 𝑔𝑚−3 e 𝑆 é 

o termo fonte. A difusividade turbulenta 𝐾 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝐾𝑥𝐾𝑦𝐾𝑧) (em unidades de 𝑚2/𝑠) é 

representada por uma matriz diagonal com as componentes cartesianas nas direções 𝑥, 𝑦 e 

𝑧, respectivamente. Na primeira ordem de fechamento, todas as informações sobre a 

complexidade turbulenta estão contidas na difusividade turbulenta. 

A equação (1) é considerada válida no domínio delimitado por 0 < 𝑥 < 𝐿𝑥, 0 < 𝑦 < 𝐿𝑦 e 

0 < 𝑧 < 𝑧𝑖 e sujeito às seguintes condições (contorno, inicial e fonte): 

                                  𝐾∇𝑐̅|(0,0,0) = 𝐾∇𝑐̅|(𝐿𝑥,𝐿𝑦,𝑧𝑖) = 0           para     𝑡 > 0                             (2) 

                                                  𝑐̅(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 0                    em        𝑡 = 0                             (3) 

                   𝑢𝑐̅̅ ̅(0, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑄𝛿(𝑥 − 𝑥0)𝛿(𝑦 − 𝑦0)𝛿(𝑧 − 𝐻𝑠)     em     𝑥 = 0                         (4) 

onde 𝑄 é a taxa de emissão (em unidades de 𝑔/𝑠), 𝑧𝑖 é a altura da CLP (em unidades de 𝑚), o 

𝐻𝑠 é a altura da fonte (em unidades de 𝑚), 𝐿𝑥 e 𝐿𝑦 são os limites horizontais do domínio (em 

unidades de 𝑚) e 𝛿(𝑥) representa a função delta de Dirac. O problema (1) já foi resolvido em 

Buske et. al. (2012) através do método 3D-GILTT (Three-dimensional Generalized Integral 
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Laplace Transform Technique) aplicando o método de Transformada de Laplace, o método 3D-

GILTT é aplicado em problemas de dispersão de poluentes na atmosfera, onde inclui os 

problemas que consideram o coeficiente de dispersão dependente do tempo. 

Neste artigo, é assumido inicialmente, sem perda de generalidade, que o transporte do 

poluente é realizado pela componente longitudinal da velocidade média do vento (𝑈1 ≠ 0, 𝑈2 =

0, 𝑈3 = 0), o fluxo turbulento é não homogêneo apenas em relação à vertical 

𝜕 𝜕𝑥1
= 0, 𝜕 𝜕𝑥2

= 0, 𝜕 𝜕𝑥3
≠ 0⁄⁄⁄ , e o tensor de difusividade turbulenta é diagonal (𝐾𝑖𝑗 =

0 𝑠𝑒 𝑖 ≠ 𝑗),  obtendo assim o seguinte problema bidimensional: 

                                                     
𝜕𝑐̅

𝜕𝑡
+ 𝑢̅

𝜕𝑐̅

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑧
(𝐾𝑧

𝜕𝑐̅

𝜕𝑧
)                                                           (5) 

O problema (5) é resolvido pela transformada de Laplace e pelo método de GILTT. 

Aplicando a transformada de Laplace na variável temporal, obtém-se um problema 

estacionário, com solução conhecida e encontrada pelo método GILTT. Basicamente, a solução 

do problema proposto pelo método GILTT se dá nas seguintes etapas: Na etapa inicial a 

concentração de poluentes é expandida em série, em termos de um conjunto de funções 

ortogonais, obtidas da solução de um problema auxiliar de Sturm-Liouville. Substituindo esta 

expansão na equação de advecção-difusão estacionária, e integrando em todo o domínio, resulta 

em um sistema de EDO’s (equações diferenciais ordinárias), chamado de problema 

transformado. Tal problema já foi resolvido pela técnica de transformada de Laplace e 

diagonalização. Detalhes no trabalho de Moreira et. al. (2009). 

O domínio horizontal foi configurado com 2x2 km e o domínio vertical igual à altura da 

CLE. Os parâmetros micrometeorológicos 𝑧𝑖 = 1350𝑚, 𝑤∗ = 2.3 𝑚𝑠−1, 𝐿 = 4.8𝑚, e 𝑢∗ =

0.26 𝑚𝑠−1 foram considerados para gerar os perfis de difusividade turbulenta (NIEUWSTADT 

et. al., 1986). A altura da CLP é calculada de acordo com a expressão ℎ = 70√𝑡, obtida a partir 

de medições experimentais realizados por Anfossi et. al. (1974), onde ℎ é dado em metros e 𝑡 

em horas. Durante a simulação, os novos perfis de coeficientes de difusão e os novos valores 

de altura de CLE são fornecidos de acordo com a sequência apresentada na Tabela 1. 

Tabela 1 - Evolução da altura da CLE de acordo com a expressão ℎ = 70√𝑡. 

t(s) 900 1800 2700 3600 4500 

h(m) 35 50 60 70 80 
Fonte: Elaborada pelos autores. 
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2 Parametrização do tempo da transição do pôr do sol 

 

Nos modelos de difusão atmosféricas a escolha correta da parametrização turbulenta 

desempenha um papel chave para calcular a concentração de contaminantes na CLP. Portanto, 

a precisão de cada modelo para simular corretamente o campo de concentração de 

contaminantes é uma função direta dos parâmetros turbulentos que estão relacionados às 

propriedades dinâmicas e termodinâmicas da CLP. Como consequência, os coeficientes de 

difusão são propriedades do fluxo turbulento e são descritos em termos de características físicas 

e magnitude da difusão em uma CLP (VENKATRAM et. al., 2001). Nesta seção serão 

apresentadas uma formulação para a parametrização da turbulência na CLE e na camada pré-

residual. Estas parametrizações serão aplicadas nos modelos de partículas Eulerianos para 

realizar as simulações de poluentes durante o período do pôr do sol. 

 

2.1 Parametrização da turbulência na camada limite estável 

 

A dispersão da turbulência é gerada junto a superfície através de processos mecânicos 

que estão relacionados com o cisalhamento do vento. Em uma CLP estável existe uma relação 

entre  a turbulência gerada pelo cisalhamento do vento e pelos efeitos de estratificação em uma 

camada estável. Portanto, nesta descrição da dispersão dos poluentes no período de transição 

dia-noite, uma camada superficial estável é considerada, na qual uma turbulência contínua e 

um fluxo de calor turbulento negativo coexistem (NIEUWSTADT, 1984). As seguintes 

relações para os coeficientes de difusão longitudinal, lateral e vertical, derivadas por Degrazia 

et. al. (2000), representam a difusão turbulenta dominadas por cisalhamento em uma CLP 

estável: 

                                                          𝐾𝑖 = 𝐶𝑖
(1−𝑧 ℎ⁄ )3 4⁄ 𝑢∗

1+3,7(
𝑧

𝐿(𝑧−𝑧 ℎ⁄ )5 4⁄ )
                                                  (6) 

onde (𝑖 = 𝑢𝑣𝑤), em que 𝐶𝑥 = 4,94, 𝐶𝑦 = 1,04 e 𝐶𝑧 = 0,41, 𝐿 é o comprimento de Obukhov, 

𝑢∗ é a velocidade de fricção da camada de superfície e ℎ é a altura da camada estável. As 

magnitudes de 𝐶𝑖 indicam que o movimento vertical é fortemente limitado pela estratificação 

na CLP noturna. 

 

3.2 Parametrização da turbulência na camada pré-residual 

 

Recentemente, um método geral para derivar os coeficientes de difusão turbulentos em 

uma CLC em decaimento foi proposto por Goulart et. al. (2007). O método baseia-se em um 

modelo para a densidade de energia de uma equação dinâmica 3D e a teoria de difusão 
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estatística de Taylor. Por conseguinte, é obtida uma solução analítica da equação em termos de 

um espectro inicial 3D, a qual se descreve o espectro da turbulência observada na CLC. Além 

disso, como consequência da decomposição da turbulência não isotrópica, este espectro é 

calculado a partir do espectro 1D, através da utilização de uma metodologia desenvolvida por 

Kristensen et. al. (1989). Na obtenção dos coeficientes de difusão longitudinal e lateral, o campo 

turbulento é considerado isotrópico. Já para o coeficiente de difusão vertical, a turbulência é 

considerada não-isotrópica.  A seguinte relação algébrica proposta por Goulart et. al. (2007) 

representa um ajuste para as difusividades convectivas em decaimento: 

                                                          
𝐾𝑥

𝑧𝑖𝑤∗
=

0,069

√1+𝑡∗
1,44

                                                                 (7) 

                                                          
𝐾𝑦

𝑧𝑖𝑤∗
=

0,079

√1+𝑡∗
1,44

                                                                 (8) 

                                                          
𝐾𝑧

𝑧𝑖𝑤∗
=

0,079

√1+2𝑡∗
1,7

                                                                 (9) 

onde 𝑧𝑖 é a altura da camada de mistura (𝑚) e 𝑡∗ = 𝑡𝑤∗ 𝑧𝑖⁄ , 𝑤∗ representa a velocidade 

convectiva (𝑚 𝑠⁄ ) e 𝑡 é o tempo (𝑠). 

 

3 Resultados  

 

O objetivo desta seção é discutir os resultados das simulações da dispersão de poluentes 

na camada pré-residual e na camada limite estável (CLE). São apresentados resultados da 

concentração de contaminantes integrada perpendicular à direção preferencial do vento (𝐶𝑦), 

emitidos a partir de uma fonte pontual contínua na altura de 60m. 

As simulações iniciam no momento do pôr do sol quando o fluxo de calor na superfície 

diminui progressivamente e uma CLE desenvolve-se perto da superfície. Os resultados das 

simulações são gerados pelo modelo analítico Euleriano (Eq. 5), empregando perfis de 

coeficientes de difusão turbulenta para a CLE, sugeridos por Degrazia et. Al. (2000), Eq. (6), e 

perfis de coeficientes de difusão turbulenta para a camada pré-residual, derivados por Goulart 

et. al. (2007) (dadas nas Eqs. (7), (8) e (9)). 

A Fig. 1 mostra o efeito da dispersão para o tempo inicial de t=900s e altura da camada 

estável de 35m. Analisando o padrão de difusão associado a esta figura, pode-se notar que os 

contaminantes liberados na camada pré-residual sofrem uma forte ação de mistura ocasionada 

pela turbulência convectiva em decaimento. A intensidade do transporte associado à turbulência 

é responsável pela entrada de contaminantes para o interior da CLE até alcançar a superfície. O 
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efeito da dispersão na camada pré-residual sobre a pluma age no sentido de transportar os 

contaminantes para baixo em direção ao topo da CLE e, na sequência, é capturado por este novo 

ambiente com diferentes propriedades de difusão. Em seguida, a pluma de contaminantes se 

dispersa sob a ação da turbulência estável dominada por cisalhamento no interior da CLE. A 

turbulência de origem mecânica é gerada pelo cisalhamento do vento na superfície e, 

consequentemente, os turbilhões contendo energia estão localizados nas proximidades da 

superfície. Para uma turbulência contínua estável, a variância da velocidade vertical turbulenta 

diminui com a altura e esta assimetria de variância (turbulência vertical não homogênea) induz 

a uma aceleração que transporta os contaminantes em direção à superfície, onde o cisalhamento 

do vento é dominante. Este transporte para baixo, associada à turbulência mecânica, é 

particularmente dominante na CLE, que apresenta pouca profundidade. Observa-se, ainda, que 

o padrão de dispersão da pluma gerado pelo modelo Euleriano, mostrando forte mistura 

turbulenta na camada pré-residual e o transporte de contaminantes para dentro da CLE, 

assemelha-se ao padrão de dispersão gerado pelo modelo de partículas Lagrangeano, presente 

na literatura. 

Figura 1 - Campo de concentração integrada (plano x-z) para emissão na altura de 60m e altura 

da camada limite estável de 35 m 

 

                    Fonte: Elaborada pelos autores. 

O perfil de concentração integrada (𝐶𝑦) apresentado na Fig. 2 evidencia o movimento da 

pluma de contaminantes em direção à superfície. A partir desta figura pode ser visto que, na 

distância de 1000 m a partir da fonte, existe um máximo de 𝐶𝑦 dentro da CLE, o que significa 

uma considerável entrada de contaminantes para dentro desta camada. O modelo analítico 

Euleriano gera um perfil com configuração semelhante ao modelo Lagrangeano, mas com 

valores menores de 𝐶𝑦. Além disso, o máximo de concentração localiza-se mais próximo da 

superfície.  
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Figura 2 - Perfil de concentração na distância x = 1000 m para altura da fonte de 60 m e altura 

da CLE de 35m. A linha tracejada indica a altura da fonte enquanto a linha contínua indica a 

altura da CLE. 

 

                                        Fonte: Elaborada pelos autores. 

As Figs. 3 e 4 apresentam os resultados da simulação para os tempos t=1800s e t=2700s, 

e alturas da camada estável de 50m e 60m, respectivamente. Estas figuras mostram uma redução 

notável da concentração de contaminantes na superfície devido à evolução da altura da CLE e 

a perda da capacidade de difusão dos turbilhões contendo energia convectiva dentro da camada 

pré-residual; a perda da capacidade de difusão contribui para reduzir a entrada de contaminantes 

na superfície. O aprofundamento da CLE tende a engolfar a região da CR, reduzindo o processo 

de dispersão gerado pelos turbilhões convectivos em decaimento. Esse aumento da altura da 

CLE faz com que os contaminantes passem a ser emitidos em um ambiente de turbulência 

mecânica, gerado pelo atrito do vento na superfície. E possível observar na Fig. 3 uma 

configuração na qual o máximo de concentração está cada vez mais no interior da CLE. 

Analisando a Fig. 4, a altura da CLE cobre a fonte de emissão e, consequentemente, os 

contaminantes são liberados no limite entre a camada pré-residual e a CLE. Dentro da CLE, os 

contaminantes podem percorrer longas distâncias sem tocar a superfície e, como resultado, a 

concentração no solo é reduzida. 

Figura 3 - Campo de concentração integrada (plano x-z) para emissão na altura de 60m e altura 

da camada limite estável de 50 m 

 

                                     Fonte: Elaborada pelos autores. 
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Figura 4 - Campo de concentração integrada (plano x-z) para emissão na altura de 60m e altura 

da camada limite estável de 60 m.  

 

                                     Fonte: Elaborada pelos autores. 

Estes comportamentos do padrão de dispersão também podem ser verificados nas Figs. 5 

e 6, que apresentam os perfis de concentração 𝐶𝑦 para as alturas de CLE de 50m e 60m, 

respectivamente. Quando a altura da CLE é 50m observa-se que, para a distância de 1000m a 

partir da fonte de emissão, o máximo de concentração ocorre em aproximadamente 40m de 

altura, evidenciando que existe entrada de contaminantes no interior da CLE e o transporte de 

contaminantes para a superfície. Já para a altura da CLE de 60 m, o máximo de concentração 

desloca-se um pouco mais para cima, ocorrendo uma diminuição significativa da concentração 

na superfície.  

Figura 5 - Perfil de concentração na distância x = 1000 m para altura da fonte de 60 m e altura 

da CLE de 50m. A linha tracejada indica a altura da fonte enquanto a linha contínua indica a 

altura da CLE. 

 

                                             Fonte: Elaborada pelos autores. 
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Figura 6 - Perfil de concentração na distância x = 1000 m para altura da fonte de 60 m e altura 

da CLE de 60m. A linha tracejada indica a altura da fonte enquanto a linha contínua indica a 

altura da CLE 

 
                                             Fonte: Elaborada pelos autores. 

Na fase final do período do pôr do sol, a altura da CLE ultrapassa a altura da fonte de 

emissão e, portanto, a dispersão ocorre totalmente no ambiente estável. Neste ambiente, 

caracterizado pela atuação de pequenos turbilhões mecânicos, a baixa amplitude dos 

coeficientes de difusão gera pouca difusão tanto na direção horizontal quanto na direção 

vertical. Estas condições produzem uma pluma de contaminantes no formato fanning, 

frequentemente observada na camada limite estável, que sofre um transporte horizontal a 

grandes distâncias, por ação do vento médio. Este formato de pluma ocorre normalmente 

durante a noite, onde condições de vento fraco e inversão de temperatura na superfície são 

frequentemente observadas. Este padrão de dispersão é reproduzido nas Figs. 7 e 8, que 

mostram o campo de concentração para a evolução final com tempos de t=3600s e t=4500s, 

respectivamente. Para estes tempos de evolução, os turbilhões convectivos em decaimento 

ainda têm energia suficiente para dispersar a pluma dentro da camada pré-residual quando a 

altura da CLE for menor do que a altura da fonte. Dentro da CLE, a pluma de contaminantes 

viaja a uma longa distância, com máximo de concentração no nível da fonte de emissão. Nesse 

ambiente, a baixa magnitude dos coeficientes de difusão gera pouca difusão na direção vertical, 

impossibilitando o transporte de contaminantes para a superfície. Estes resultados são 

semelhantes aos obtidos por Carvalho et. al. (2010), na abordagem numérica, utilizando um 

modelo de partículas Lagrangeano. 
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Figura 7 - Campo de concentração integrada (plano x-z) para emissão na altura de 60m e altura 

da camada limite estável de 70 m  

 
                                    Fonte: Elaborada pelos autores. 

Figura 8 - Campo de concentração integrada (plano x-z) para emissão na altura de 60m e altura 

da camada limite estável de 80 m. 

 

                                    Fonte: Elaborada pelos autores. 

As Figs. 9 e 10 mostram os perfis de concentração 𝐶𝑦 para as alturas de CLE 70m e 

80m, respectivamente, a uma distância de 1000m a partir da fonte. Os perfis confirmam o 

comportamento dos campos de concentração, evidenciando o formato fanning da pluma de 

contaminantes devido à baixa magnitude dos coeficientes de difusão. Este padrão é o mesmo 

apresentado pelo modelo Lagrangeano, porém com valores menores de Cy. 

Figura 9 - Perfil de concentração na distância x = 1000 m para altura da fonte de 60 m e altura 

da CLE de 70m. A linha tracejada indica a altura da fonte enquanto a linha contínua indica a 

altura da CLE 

 

                                                        Fonte: Elaborada pelos autores. 

 



RETEC, Ourinhos, v. 9, n. 3, p. 75-79, jul./dez., 2016                                                                                                     39 

Figura 10 - Perfil de concentração na distância x = 1000 m para altura da fonte de 60 m e altura 

da CLE de 80m. A linha tracejada indica a altura da fonte enquanto a linha contínua indica a 

altura da CLE 

 

                                                      Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

4 Conclusão 

 

Neste estudo, foi utilizado um modelo Euleriano analítico para simular a concentração de 

poluentes liberados a partir da fonte pontual contínua durante o período de transição do pôr do 

sol. A análise aplica-se ao modelo de dispersão parametrizado por coeficientes de difusão 

convectivos estáveis e em decomposição, que representa a mistura turbulenta na CLE e na 

camada pré-residual. As simulações de concentração são calculadas considerando diferentes 

momentos no processo de transição dia-noite. As simulações analisadas no campo de 

concentração de vento cruzado de contaminantes e dos perfis dessas concentrações são lançadas 

a partir de uma fonte pontual contínua a uma altura de 60m. 

As simulações mostraram que, durante os tempos de evolução inicial durante a transição 

do sol, a difusão turbulenta gerada pelo decaimento convectivo na CR causou uma transferência 

eficaz de contaminantes para o interior da CLE. Durante a fase inicial, em que a CLE apresenta 

uma pequena profundidade, a combinação entre residual convectivo e turbilhões estáveis atuam 

de forma eficiente para o transporte dos poluentes em direção à superfície, aumentando a 

concentração no solo. Para a fase final do período de transição a altura da CLE chegou a uma 

altura de fonte pontual e a dispersão ocorreu em um ambiente estável. Esta condição gera uma 

pluma de forma fanning, que se caracteriza por uma grande disseminação na horizontal e com 

pouca propagação em relação à vertical. Os resultados mostram que em uma pluma de longa 

distância, o valor máximo da concentração permanece no mesmo nível da fonte de emissão. 

Como consequência desta falta de mistura turbulenta eficaz, os contaminantes não chegam à 

superfície. 
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Os resultados apresentados neste trabalho mostram similaridade com os relatados pela 

literatura, onde a ação da forte mistura gerada pelo decaimento dos turbilhões contendo energias 

convectivas na camada pré-residual provoca uma entrada eficaz de poluentes no interior da 

CLE recentemente criado. 
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A diffusion equation limit derived from the Langevin stochastic particlemodel is used to study the
dispersion of scalars caused by an evolving turbulence in the transition process occurring during
the sunset period. Therefore, the random displacement equation is employed to simulate the
cross-wind concentrations of pollutants released from low and high point sources. Turbulence
inputs are parameterized to describe in a continuousmanner the dispersion effects produced by a
decaying convective elevated and a shear-dominated stable surface turbulence. The simulation
results show that for the initial stage of the sunset transition phenomenon, the pollutants are
transported rapidly to the surface.On the other hand, for the sunset evolution advanced stages, the
dispersion process happens in a deep stable boundary layer (SBL), in which the pollutants can
travel long distances practically without reaching the surface. The major progress shown in this
analysis is the description of the transport properties associated to decaying convective eddies in
the residual layer (RL). The study shows that the diffusion effects associated to these decaying
convective eddies strongly influence the dispersion of scalars during the sunset transition period.
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1. Introduction

The turbulence in the planetary boundary layer (PBL) is a
complex physical phenomenon, which is in a process of
continuous evolution controlled by the action of different
forcings (Sorbjan, 2007). An important example of this
evolving turbulence is associated to the transition process
that happens daily in the layer at sunset. About 1 h before
sunset over land, the surface heat flux progressively
decreases and, then, during night time becomes negative
and, consequently, a stable boundary layer (SBL) develops
near the ground (Goulart et al., 2003; Pino et al., 2006). Above
this SBL in the Residual Layer (RL), the convective energy-
containing eddies start to lose their strength and mixing
capacity and the convective boundary layer (CBL) begins to

decay. Turbulence decay in the CBL has been investigated by
Goulart et al. (2003) using the dynamical equation for the
energy density spectrum and by Nieuwstadt and Brost
(1986), Sorbjan (1997), Beare et al. (2006), Pino et al.
(2006) and Sorbjan (2007) employing LES models. Further-
more, Caughey and Kaimal (1977), Grant (1997), Acevedo
and Fitzjarrald (2001), Grimsdell and Angevine (2002),
Lapworth (2003) and Anfossi et al. (2004) reported some
experimental results about of this sunset transition time.

The dispersion of pollutants by turbulent flows is of central
importance in a number of environmental problems. Thusly, the
investigation and the use of diffusion mathematical models for
the analysis of environmental impact conditionshave revealed to
be of fundamental value in the assessment of air quality in a large
range of distinct scales. In the recent years, a great deal of work
has been done to study the airborne pollutant dispersion in
convective and stable PBLs.However, thedispersionof pollutants
occurring around the evening transition was put aside and most
of the diffusionmodels focused on the CBL under idealized quasi-
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steady conditions, characterized by a constant surface heat flux.
Indeed, less attention has been paid to the dispersion in the
residual layer, where the diffusion of pollutants occurs in
conditions of decaying convective turbulence. It was mentioned
that Desiato et al. (1998), simulating the ETEX I long range tracer
dispersion experiments with two Lagrangian particle models,
obtained the best results when the dispersion in the RL was also
included.

The decay of energy-containing eddies in the CBL is the
physical mechanism that can sustain, in a robust way, the
dispersion process in the RL. To our knowledge, there are no
conclusive turbulence observations and studies concerning
the dispersion process associated to the release of pollutants
happening around the evening transition, where near the
surface layer there is the development of the SBL, and above
this, the convective eddies that start to decay in the RL. It is
important to note that around the evening transition, all the
high stacks release pollutants at heights comparable to or
interacting with the layer of transition between SBL and RL.
This sunset transition time regularly happens on a daily basis
and for this situation the investigation of the turbulence
diffusion process in this particular period can be employed to
evaluate the impact of air pollutants on urban and agricul-
tural environment.

From the above-mentioned discussed arguments and
motivated by the scarceness of experimental studies as well
as the lack of detailed data about the observed pollutant
concentration during the night-day evolution process, it is
investigated the turbulent transport process occurring
around the evening transition. Therefore, the focus of this
study is to simulate the characteristic patterns of the
turbulent dispersion of pollutants released from a continuous
point source in a diffusive PBL characterized by a decaying
convective elevated and stable surface continuous turbu-
lence. To accomplish this analysis, the starting point is the
random displacement equation (solution for the asymptotic
Langevin equation), in which the turbulent effects are
represented by eddy diffusivities for a SBL (Degrazia et al.,
2000) and for a decaying turbulence in the CBL (Goulart et al.,
2007). The use of these convective decaying eddy diffusivities
in air quality models will generate realistic turbulent patterns
associated to the sunset transition time. Generally, in this
transition state, operational dispersion models consider only
the stable turbulent parameterization.

Incorporating the diffusive action associated to the decaying
turbulence, happening in the PBL around the evening transi-
tion, it is feasible to adequately estimate the air pollution for
this particular time period. Throughout this transition period,
dispersion models shall incorporate turbulent parameters that
present distinct diffusive properties acting simultaneously to
dilute the pollutants concentration. Thusly, with these para-
meterizations (stable below and convective decaying turbu-
lence aloft), the random displacement equation can be used to
evaluate, in a quantitative manner, the influence of the

decaying convective eddies on the concentration field of
pollutants released by high continuous point sources during
the sunset transition time and the first hours of SBL develop-
ment. Finally, it is important to note that in the present study
we are dealing with inert pollutant without any chemical
reaction or plume rise involved, and as a consequence the
changes in concentration are only due to dispersion processes.

2. Turbulence parameterization in the sunset
transition time

In the PBL turbulent dispersionmodels, the selection of an
adequate parameterization plays a fundamental role to
evaluate the pollutants concentration in the atmosphere.
Therefore, the efficiency of each approach, to reproduce
correctly the pollutants concentration field, depends on the
manner in which turbulent parameters are related to
dynamical and thermodynamic evolving properties of the
PBL. As a consequence, eddy diffusivities which are used in
the random displacement equation are properties of the
turbulent environment and are described in terms of the
physical quantities that characterize the magnitude of the
dispersion in a PBL. Hence, the aim of this section is to show
and discuss the eddy diffusivities that have been employed in
the random displacement equation to simulate the concen-
tration field of pollutants by a high continuous point source
during the sunset transition time. For this reason, it is
necessary to parameterize the turbulent transport in a shear-
dominated stable PBL (occurring near the ground) and the
decaying convective elevated turbulent dispersion (associ-
ated to the residual layer).

2.1. Parameterization of the shear-dominated stable turbulence

Turbulent dispersion in a shear-dominated stable PBL is
generated close to the ground by mechanical processes that
are related to wind shear. In a stable PBL there is a
competition between wind shear generated turbulence and
stabilizing effects of stratification. Therefore, in our descrip-
tion of the dispersion of pollutants in the sunset transition
time, a stable surface layer is considered, in which a
continuous turbulence and a negative turbulent heat flux
coexist (Nieuwstadt, 1984).

The following relationships for longitudinal, lateral, and
vertical eddy diffusivities Ki (i=u,v,w) derived by Degrazia
et al. (2000), represent the turbulent diffusion in a shear-
dominated stable PBL:

Ki = Ci
1−z=hð Þ3=4u�

1 + 3:7 z
L z−z=hð Þ5 = 4

� � ð1Þ

in which Cx=4.94,Cy=1.04 and Cz=0.41, L is the Obukhov
length, u* is the surface layer friction velocity and h is the
height of the stable layer. The magnitudes of the Ci

coefficients in the numerator of Eq. (1) show that the eddy
vertical motion is strongly limited by the positive
stratification.

Table 1
Simulation time (t) and SBL height according expression (h = 70

ffiffi
t

p
).

t (s) 900 1800 2700 3600 4500
h (m) 35 50 60 70 80
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2.2. Parameterization of the residual layer decaying convective
turbulence

According to Garrat (1992), p. 163 “over land, under clear
skies, decay of the CBL normally happens in late afternoon
and towards sunset, when the surface buoyancy flux
decreases rapidly towards zero (and may change sign).
Under these conditions the main source of turbulent kinetic
energy (TKE) is removed, with consequent decay in TKE and
other turbulent properties in the deep, near-adiabatic
remnant of the daytime boundary layer”. Recently, a general
method to derive eddy diffusivities in a decaying turbulence
in the daytime CBL has been proposed by Goulart et al.
(2007). The method is based upon a model for the budget
equation describing the 3D energy density spectrum and the
Taylor statistical diffusion theory. Therefore, an analytical
solution for the budget equation is obtained in terms of an
initial 3D spectrum, which describes the observed turbulent
spectrum in the daytime CBL. Furthermore, as a consequence
of the non-isotropic decaying convective turbulence, this
initial 3D spectrum is calculated from 1D spectrum by the use
of a complex mathematical methodology developed by
Kristensen et al. (1989). To calculate the decaying longitudi-
nal and lateral eddy diffusivities, the turbulent field has been
considered isotropic. Differently, to derive the decaying
vertical eddy diffusivity, the turbulence has been considered
non-isotropic. The following algebraic relationships proposed
by Goulart et al. (2007) represent good fits to the decaying
convective eddy diffusivities calculated from the theoretical
model above described:

Kx

w�zi
=

0:069ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1 + t1:44�

q ð2aÞ

Ky

w�zi
=

0:079ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1 + t1:44�

q ð2bÞ

and

Kz

w�zi
=

0:079ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1 + 2t1:7�

q ð2cÞ

where zi is the height of the mixing layer and t
*
= tw

*
/zi.

The eddy diffusivities, given by the Eqs. (2a), (2b), and
(2c) were compared with those generated from LES data for a
decaying CBL (Nieuwstadt and Brost, 1986). From this
comparison, it has been concluded that the theoretical
model derived by Goulart et al. (2007) describes well the
decaying process of the convective turbulence in a PBL. It is
important to highlight the fact that our parameterization of
the turbulence decay has only been tested with LES simula-
tions accomplished by Nieuwstadt and Brost (1986). For such
simulations, the wind was quite low (5 m s−1). For larger
winds the eddy diffusivities (2a–2c) might not scale with w

*
,

but with a new velocity scale which includes w
*
and u

*
.

3. Lagrangian modeling

Under the condition that the Lagrangian decorrelation time
scale τL→0 (or t/τL→∞), the Langevin model can be trans-
formed into a stochastic differential equation, which permits to
determine the particle positions xi directly (Rodean, 1996):

dxi = Ui x; tð Þ + ∂Kij x; tð Þ
∂xj

" #
dt + 2Kij x; tð Þ

� �1=2
dWjðtÞ ð3Þ

where x is the displacement vector, t is the time, Ui is the
mean wind velocity, Kij is the eddy diffusivity tensor, and dWj

is the incremental Wiener process. The Eq. (3) is called
Markov or diffusion equation limit of the Langevin stochastic
particle model.

For the simulations, the turbulent flow is assumed
inhomogeneous only in the vertical (∂ /∂x1=0,∂ /∂x2=0,∂ /
∂x3≠0), the transport is realized by the longitudinal
component of the mean wind velocity (U1≠0,U2=0,
U3=0), and the eddy diffusivity tensor is diagonal (Kij=0 if
i≠ j). The distribution of the turbulent velocity components is
Gaussian in all directions. The horizontal domain was set to
2000 m×2000 m and the vertical one was set equal to PBL
height. The time step was kept constant and it was obtained
in accordance with the value of the Lagrangian decorrelation
time scale (Δt=τL/c), where τL must be the smaller value
between τLu,τLv,τLw and c is an empirical coefficient set equal
to 10; the values of τLi were calculated according to scheme
suggested by Degrazia et al. (2000). One-hundred particles
were released in each time step during 5400 time steps. The
concentration field is determined by counting the particles in
a cell or imaginary volume in the position x,y,z. The
micrometeorological parameters zi=1350 m, w

*
=2.3 m s−1,

L=4.8 m, and u
*
=0.26 m s−1 (Nieuwstadt and Brost, 1986)

were considered for generating the eddy diffusivity profiles
during the simulation. The simulations started at the moment
of sunset when the surface heat flux progressively decreases
and a stable boundary layer develops near the ground.
Profiles of eddy diffusivities suggested by Degrazia et al.
(2000) (Eq. 1) were employed to simulate the turbulent
dispersion in the surface SBL. On the other hand, magnitudes
of eddy diffusivities derived by Goulart et al. (2007) (Eqs. 2a,
2b, and 2c) were used to simulate the turbulent transport in
the elevated RL. The evolution of the PBL height was calculated
according to the expression h = 70

ffiffi
t

p
, where h is given in

meters and t in hours. This parabolic law for the time evolution
of the top h of the SBL has been obtained from experimental
measurements accomplished by Anfossi et al. (1974) employ-
ing Lidar observations. The increase of the SBL height as
prescribedbya t1/2 power lawdescribes thedevelopmentof the
nocturnal radiation inversion (Anfossi et al., 1976, p.175).
During the simulation, new profiles of eddy diffusivities and
new values of SBL height were provided to the model in
intervals according to Table 1.

4. Results

The purpose of this section is to discuss the concentration
simulation results derived from the random displacement
model provided by the Eq. 3 employing the eddy diffusivities
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given by the Eqs. (1), (2a), (2b) and (2c). For the sunset
transition period the dispersion characteristics of pollutants
released by a low and a high continuous point source will be
discussed.

4.1. Low pollutants point source

In this first part of the discussion, the simulation of the cross-
windconcentrationfieldof pollutants released fromacontinuous
point source at a height of 60 m is analyzed. The investigated
dispersion covers distinct evolution periods during the sunset
transition process daily happening in the PBL. For an initial
transition time of 0.25 h, when the height of the stable layer is of
only 35 m, the dispersion effects of the aloft decaying convective
turbulenceandof thebelowsurface continuous stable turbulence
acting on the pollutants are shown in Fig. 1. By analyzing the
diffusion pattern associated to this figure, it is possible to notice

that the pollutants released from the emission source directly
into theRLsuffer a strongmixingactioncausedby thedecayingof
the large convective eddies. This intense level of dispersion
associated to the initial decaying turbulence in the RL is the
responsible mechanism that guarantees the rapid entrance of
pollutants to the interior of the SBL. The simulation results
presented in Fig. 1 also show that the pollutants penetrate in the
interior of the SBL and reach the ground in the proximity of the
continuous point source. This diffusion to the surface can be
explained as follows: the pollutant particles, suffering the
dispersion effects of the decaying large convective eddies, reach
the topof theSBLandare thencapturedby thisnewenvironment
of stable turbulence containing very different transport proper-
ties from that experimented by the particles in the RL. Therefore,
as a consequence of the relatively small deep of the SBL (for this
initial time), the pollutants contained in this layer start to
disperse under the action of the stable eddies. The stable

Fig. 1. Cross-wind concentration field (x–z plane). Source height of 60 m and
stable boundary layer height of 35 m. The dashed line indicates the source height
while the continuous line indicates the SBL height. Concentration in gm−2.

Fig. 2. Cross-wind concentration profile in x=1000 m. Source height of 60 m
and stable boundary layer height of 35 m. The dashed line indicates the
source height while the continuous line indicates the SBL height.

Fig. 3. Cross-wind concentration field (x–z plane). Source height of 60 m and
stable boundary layer height of 50 m. The dashed line indicates the source height
while the continuous line indicates the SBL height. Concentration in g m−2.

Fig. 4. Cross-wind concentration profile in x=1000 m. Source height of 60 m
and stable boundary layer height of 50 m. The dashed line indicates the
source height while the continuous line indicates the SBL height.
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turbulence from mechanical origin is generated by the surface
wind shear and consequently the energy-containing eddies in
this layer are in the proximity to the surface. For a continuous
stable turbulence, sustained by the mechanical forcing, the
turbulent vertical velocity variancedecreaseswith theheight and
this variance asymmetry (vertical inhomogeneous turbulence),
induces an acceleration (drift velocity) that transports the
pollutant particles in the direction to the surface where the
wind shear turbulence diffusion action is dominant. This
transport downward, associated to the wind shear turbulence
above discussed, is particularly dominant in SBLs that present a
little depth. In this thin initial SBL, the effects of surface
turbulencegeneration influence themajor part of the SBL vertical
extension. The cross-wind concentration vertical profile shown
in Fig. 2 evidences this movement of the pollutant particles in
direction to the ground. From this figure it can be seen that for a

source distance of 1000 m there is amaximum in Cy at the height
of the order of 20 m, meaning a considerable penetration of the
pollutants in relation to the SBL height. Furthermore, for this
same source distance a significant fraction of thismaximum in Cy
can be found at the surface. The following considerations,
proposed by Hunt (1982), p.241 give support to this simulated
behavior “Think of marking the edges of an agitated region of
fluid; themarked elementsmove preferentially into the agitated
region, even if there is no mean flow in that direction”.

For evolving times, during the sunset transition period, the
expansion of the deep of the SBL and the loss of the diffusion
capacity of the decaying convective energy-containing eddies
contribute to reduce the entrance of pollutants into the SBL and,
therefore, todecrease the surfacepollutant concentrations. Figs. 3
and 5, generated by the simulation for the evolution times
t=0.51 h and 0.73 h, respectively, show this reduction in the

Fig. 5. Cross-wind concentration field (x–z plane). Source height of 60 m and
stable boundary layer height of 60 m. The dashed line indicates the source height
while the continuous line indicates the SBL height. Concentration in gm−2.

Fig. 6. Cross-wind concentration profile in x=1000 m. Source height of 60 m
and stable boundary layer height of 60 m. The dashed line indicates the
source height while the continuous line indicates the SBL height.

Fig. 7. Cross-wind concentration field (x–z plane). Source height of 60 m and
stable boundary layer height of 70 m. The dashed line indicates the source
height while the continuous line indicates the SBL height. Concentration in
g m−2.

Fig. 8. Cross-wind concentration profile in x=1000 m. Source height of 60 m
and stable boundary layer height of 70 m. The dashed line indicates the
source height while the continuous line indicates the SBL height.
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surface pollutants concentration. The growth of the SBL tends to
engulf the RL region and consequently the pollutants emission
source. This deepening of the SBL reduces the dispersion process
caused by the decaying convective eddies of the RL acting on the
pollutants. Thusly, Fig. 3 shows a diffusion pattern in which the
height of themaximumconcentration tends slowly to sink in the
SBL. This behavior can also be seen in Fig. 4, which points out the
fact that for a source distance of 1000 m, the maximum in Cy
occurs at the height of approximately 40 m, yielding in a
penetration of the order of 10 m into the SBL. The same figure
also indicates that a very small fraction of the pollutants reaches
the surface. Particularly, for the evolution time represented in

Fig. 5, the height of the SBL reaches the height of the point source.
Consequently, there is no more vertical spacing occupied by the
RL turbulencebetween the lowsourceand theSBL top. Therefore,
for this source special localization, in which there is not
considerable vertical spacing for the action of the decaying
convective turbulence, the pollutants can travel long distances
without touching the surface. For this case, the maximum of the
concentration tends to remain at the top of the SBL. This behavior
is evidenced in Fig. 6, where for a distance of 1000 m from the
source, the height of the maximum concentration occurs
between 50 and 60 m without a significant concentration of
pollutants at the surface. Figs. 7 and 9 show the cross-wind
concentration field for the final evolution times t=1.0 h and
t=1.31 h respectively. For these final stages of the sunset
transition period, the SBL height is above the pollutants point
source, consequently, thedispersionoccurs in a stable turbulence
extended environment. For this thick stable turbulent field,
characterized by small eddies, the low magnitude of the eddy
diffusivities generates a very little spread in the vertical direction.
These dispersion conditions produce ribbon like pollutant
plumes. In this situation, it is feasible toobserve for longdistances
an elevatedmaximum in Cy in the pollutants point source height
(Arya, 1999). This diffusion pattern occurring in a deep SBL is
reproduced in Figs. 7, 8, 9, and10. From thesefigures it is possible
to notice that for long travel distance the maximum of the
concentration remains at approximately 60 m. Furthermore, the
simulation results show that the small magnitudes of the stable
eddydiffusivities yield toanuncouplingbetween the layersof the
deep SBL. Therefore, as shown in Figs. 8 and 10 this lack of an
efficient turbulence avoids the arrival of pollutants in the surface.

4.2. High pollutants point source

In this final part of the analysis we interpret the dispersion
pattern of pollutants released from a continuous point source

Fig. 9. Cross-wind concentration field (x–z plane). Source height of 60 m and stable boundary layer height of 80 m. The dashed line indicates the source height
while the continuous line indicates the SBL height. Concentration in g m−2.

Fig. 10. Cross-wind concentration profile in x=1000 m. Source height of
60 m and stable boundary layer height of 80 m. The dashed line indicates the
source height while the continuous line indicates the SBL height.
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at a height of 120 m during the sunset transition period. The
simulation results for this source were obtained for the same
evolution times employed in the description of the dispersion
of pollutants released by the continuous point source at the
height of 60 m. Fig. 11 presents the cross-wind concentration
field for the sunset transition initial time. The simulated
results show that the dispersion mechanisms, associated to
the decaying convective turbulence and the stable turbulence
described in Section 4.1, transport the pollutant to the inside
of the SBL and to the ground. Therefore, for the sunset
transition initial stage, the simulation results show that the
pollutants originated from a high continuous point source,

localized well above of the SBL height, reach the surface near
the emission point. Responsible for these simulated surface
concentrations is the transport process generated by the
decaying convective turbulence in the RL that impacts the
pollutants directly on the top of the SBL and enhances its
inclusion into the turbulent stable environment. Fig. 12 points
out the presence of a maximum in Cy at a height of 20 m for a
source distance of 1000 m and confirms that a significant
fraction of the pollutant reaches the surface. On the other
hand, for this initial evolution time, a comparison between
the Figs. 1, 2, 11 and 12 shows clearly that the surface
concentration magnitudes for the case of a high source are
smaller than those generated from a low pollutants source.
However, as sunset transition evolving process happens, the
dispersion effect associated to the decaying turbulence
decreases in the RL and the height of the turbulent SBL
increases. Therefore, during the growth of the SBL, the height
of the maximum concentration also grows. This behavior can
be seen, for distinct evolution times, in Figs. 13, 14, 15, and 16
that show a progressive rise of the height of the maximum
concentration level. This continuous upward movement
associated to the height of the maximum concentration
level becomes evident in Figs. 17, 18, 19, and 20. Such figures
display the cross-wind concentration profile for a source
distance of 1000 m for different times during the sunset
transition period. Therefore, by observing the simulated
results in these figures, expressing the evolving stages of
the sunset PBL, it can be observed that the height of the
maximum concentration occurs approximately 10 m below
the SBL top. During the transition, the continuous growth of
the SBL depth and of the height of the maximum concentra-
tion avoids large surface pollutant concentration. This lack of
pollutants in the surface can be observed in Figs. 18, 19, and
20. Differently from the low pollutants point source where
height of the maximum concentration happens at the release

Fig. 11. Cross-wind concentration field (x–z plane). Source height of 120 m and stable boundary layer height of 35 m. The dashed line indicates the source height
while the continuous line indicates the SBL height. Concentration in g m−2.

Fig. 12. Cross-wind concentration profile in x=1000 m. Source height of
120 m and stable boundary layer height of 35 m. The dashed line indicates
the source height while the continuous line indicates the SBL height.
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height for these sunset transition development stages, the
height of the maximum concentration associated to the high
point source follows the continuous growth of the SBL top. As
a consequence of this constraint, associated to the high
emission source, for advanced evolution times during the
sunset period, the height of the maximum concentration can
be found in the neighborhood of the SBL top. Therefore, the
pollutants dispersion in these elevated vertical regions of the
deep SBL is caused by very small eddies which mixing
capacity is characterized by the very low magnitudes of the
eddy diffusivities. In this case, the pollutants situated in this

reduced vertical ribbon can travel very long distances without
reaching the ground. Comparing the surface concentrations
originated from the low and high pollutants point source, the
above arguments can explain the smaller simulated surface
concentrations associated to the high pollutants point source.

5. Conclusion

In this study, numerical simulations of the concentration
of inert pollutants released from continuous point sources
were accomplished to investigate the turbulent dispersion

Fig. 13. Cross-wind concentration field (x–z plane). Source height of 120 m and stable boundary layer height of 50 m. The dashed line indicates the source height
while the continuous line indicates the SBL height. Concentration in g m−2.

Fig. 14. Cross-wind concentration field (x–z plane). Source height of 120 m and stable boundary layer height of 60 m. The dashed line indicates the source height
while the continuous line indicates the SBL height. Concentration in g m−2.
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pattern of passive scalars during the sunset. The analysis
employs a dispersion model, based on the random displace-
ment equation (Eq. 3) in which the stable and decaying
convective eddy diffusivities, representing the turbulent
mixing in the SBL and RL respectively, are derived from
Taylor Statistical Diffusion Theory. The concentration simula-
tions were obtained by evolving turbulence different times in
the transition process that characterizes sunset. Furthermore,
the simulations reproduce the cross-wind concentration field

of pollutants released from a continuous point source at 60 m
and 120 m height. The simulations show that for both
sources, during the initial process of the sunset transition,
the strong mixing caused by the decaying convective energy-
containing eddies in the RL causes an effective entrance of
pollutants to the interior of the recently established SBL. For
this initial stage of the sunset development, when the SBL
presents a small depth, the stable turbulence generated by
the surface wind shear influences nearly all the vertical

Fig. 15. Cross-wind concentration field (x–z plane). Source height of 120 m and stable boundary layer height of 70 m. The dashed line indicates the source height
while the continuous line indicates the SBL height. Concentration in g m−2.

Fig. 16. Cross-wind concentration field (x–z plane). Source height of 120 m and stable boundary layer height of 80 m. The dashed line indicates the source height
while the continuous line indicates the SBL height. Concentration in g m−2.
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extension of the SBL and transports the pollutants rapidly to
the surface. Therefore, the present analysis shows that for this
initial time of the transition, the combination between
residual convective and stable eddies acts efficiently to
transport the pollutants in direction to the ground surface.

On the other hand for the later stages of the sunset, the
height of the SBL depth engulfs the RL vertical environment
reaching the point source height of 60 m. Thusly, for these
evolution advanced times, the simulations show that the
dispersion occurs in a large vertical extension that is
dominated by a stable turbulence. In this thick SBL, the
simulation results indicate that the height of the maximum
concentration travels long distances from the pollutants
emission point source. As a consequence of this lack of an
effective turbulent mixing, acting over the whole vertical
extension of the SBL, the pollutants do not reach the surface.

For the high point source height of 120 m the simulations
show that for the advanced stages of the sunset transition

period there is a proximity constraint between the height of
the maximum concentration and the SBL top. Therefore, the
growth of the SBL top raises the height of the maximum
concentration. As a consequence of this spatial proximity
constraint, the height of the maximum concentration,
generated from the high emission source, follows the
expansion of the SBL top. Hence, the simulations point out
that the height of the maximum concentration of pollutants
that entered into the SBL, by the action of the decaying
convective eddies of the RL, is localized in a vertical level near
the SBL height. The nearness between the SBL top and the
vertical position of the height of the maximum concentration,
as shown by the numerical simulations, is the factor
responsible by the very small surface concentration originat-
ed from the high pollutant emission source.

The simulation results discussed here refer to a numerical
modeling, which show that the presence of the decaying
convective eddies in the RL play a fundamental role in the

Fig. 17. Cross-wind concentration profile in x=1000 m. Source height of
120 m and stable boundary layer height of 50 m. The dashed line indicates
the source height while the continuous line indicates the SBL height.

Fig. 18. Cross-wind concentration profile in x=1000 m. Source height of
120 m and stable boundary layer height of 60 m. The dashed line indicates
the source height while the continuous line indicates the SBL height.

Fig. 19. Cross-wind concentration profile in x=1000 m. Source height of
120 m and stable boundary layer height of 70 m. The dashed line indicates
the source height while the continuous line indicates the SBL height.

Fig. 20. Cross-wind concentration profile in x=1000 m. Source height of
120 m and stable boundary layer height of 80 m. The dashed line indicates
the source height while the continuous line indicates the SBL height.
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dispersion pattern of pollutants during the sunset transition
period. A number of simplifications are assumed, which may
not allow this description to completely apply to realistic
cases. Anyhow, the dispersion general behavior expected
during this particular transition phenomenon (sunset PBL)
has been reproduced by these numerical simulations.
However, it is important to highlight that further develop-
ments are necessary to obtain more details about this
complex physical process. The present development will,
therefore, provide a first approximation for the turbulent
transport associated to the sunset dispersion phenomenon
and it is expected that a similar diffusion behavior happens
even when more realistic analyses are considered.
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