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RESUMO

FERNANDEZ, Lucas dos Santos. OTIMIZACAO TOPOLOGICA SIMULTANEA A
LOCALIZACAO DE ATUADORES EM ESTRUTURAS. 2015. 130 f. Dissertacdo
(Mestrado em Modelagem Matematica) — Programa de Pos-Graduagao em Modela-
gem Matematica, Instituto de Fisica e Matematica, Universidade Federal de Pelotas,
Pelotas, 2015.

Este trabalho consiste no desenvolvimento de uma metodologia geral e integra-
dora para o projeto simultaneo de otimizacao topoldgica e localizacao de atuadores
em estruturas. Dois problemas sédo abordados: um que considera atuadores propor-
cionais e outro que considera atuadores piezoelétricos. A otimizacao topoldgica con-
sidera trés fases materiais: duas referentes a materiais sélidos e uma sem material.
Uma variavel de projeto é considerada para cada fase material referente aos materiais
solidos. Um destes materiais sélidos é reservado para a parte puramente estrutural
enquanto o outro € destinado a representar as regides da estrutura mais propicias
para a alocacao de atuadores. Em ambos os problemas, o controle é estatico e a
otimizacao topoldgica é feita pela minimizacao da flexibilidade. A analise de sensibili-
dades para a obtengao das equagoes de equilibrio e das derivadas da func¢ao objetivo
com relacao as variaveis de projeto é desenvolvida para cada problema. Para obter os
resultados numéricos, os modelos estruturais foram discretizados em elementos finitos
e um algoritmo apropriado foi implementado em Matlab®. As simulagdes numéricas
mostram que a metodologia utilizada neste trabalho pode produzir uma topologia es-
trutural bem definida indicando o melhor posicionamento para atuadores. Finalmente,
vale ressaltar que os resultados obtidos concordam perfeitamente com outros obti-
dos por meio de procedimentos mais simples, que realizam otimizacao topologica e
controle em processos nao simultaneos.

Palavras-chave: Projeto simultaneo, otimizagao topologica, atuadores proporcionais,
atuadores piezoelétricos, localizacdo de atuadores.



ABSTRACT

FERNANDEZ, Lucas dos Santos. SIMULTANEOUS TOPOLOGY OPTIMIZATION
AND ACTUATORS PLACEMENT IN STRUCTURES. 2015. 130 f. Dissertagao
(Mestrado em Modelagem Matematica) — Programa de Pdés-Graduagcao em Mode-
lagem Matematica, Instituto de Fisica e Matematica, Universidade Federal de Pelotas,
Pelotas, 2015.

This work develops a general and integrative methodology to the simultaneous
project for topology optimization and actuators placement in structures. Two prob-
lems are addressed: one considers proportional actuators and the other considers
piezoelectric actuators. The topology optimization considers three material phases:
two made of solid materials while the other is empty. A project variable is considered
for each solid phase. One of these solid materials is reserved for the purely structural
part while the other is intended to represent the most favorable regions of the struc-
ture for actuators placement. In both problems, the control is static and the topology
optimization is intended to minimize the compliance. The sensitivity analysis is devel-
oped to obtain the equilibrium equations and the derivatives of the objective function
with respect to the project variables to each problem. To obtain numerical results, the
structural models were discretized in finite elements and an appropriate algorithm was
implemented in Matlab®. The numerical simulations show that the methodology used
in this work can produce a well-defined structural topology indicating the best position
for actuators. Finally, it is worth emphasizing the results obtained perfectly agree with
other ones obtained through simpler procedures, which perform topology optimization
and control in a non-simultaneous process.

Keywords: simultaneous design, topology optimization, proportional actuators, piezo-
electric actuators, actuators placement.
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1 INTRODUCAO

1.1 Motivacao

O uso integrado de componentes ativos como sensores, atuadores e controladores
em estruturas caracteriza as chamadas estruturas inteligentes. Os materiais inteligen-
tes sao aqueles que apresentam comportamentos incomuns devido a sensibilidade
a variagao de temperatura, de pressao ou de deformacgao; que podem diagnosticar
um problema, memorizar processos repetitivos ou iniciar uma agao apropriada para
preservar a integridade estrutural enquanto continua a realizar suas fungdes basicas.
A combinacdo de sensores, atuadores e controladores piezoelétricos, por exemplo,
constitui um material inteligente que, por sua vez, é parte de uma estrutura inteli-
gente. Os materiais piezelétricos tém sido largamente empregados para o controle de
vibracoes e supressao de ruidos em aeronaves e robds. Sao exemplos de estruturas
inteligentes: veiculos aeroespaciais, terrestres e aquaticos; estruturas de construcao
civil; maquinas e equipamentos industriais; e eletrodomeésticos; aos quais sao incorpo-
rados materiais inteligentes com o objetivo de conferir uma gama de funcionalidades
desejadas, tais como: controle de forma e posicionamento, atenuagao de vibracoes e
ruido, monitoramento de integridade estrutural, geragao de energia, entre outras. As-
sim, o projeto mecénico de estruturas inteligentes e os materiais inteligentes definem
uma recente e promissora area de pesquisa para o desenvolvimento e aprimoramento
de estruturas mecanicas.

Presentes nas linhas de montagem e producao de diversos outros tipos de
industrias, as estruturas inteligentes acompanharam o avango tecnoldgico, a producao
em larga escala e a competitividade mercantil que sao caracteristicos do sistema capi-
talista globalizado vigente e, neste sistema ja visivelmente desenvolvido, melhoraram
0s processos de producao e otimizaram os produtos gerados através de equipamentos
mais bem estruturados e da automacao industrial.

No projeto estrutural e automatizado, as estruturas (maquinas, robds ou corpos
rigidos e estaticos, simplesmente) podem ser idealizadas de forma a suportar carre-
gamentos e possuir a capacidade de automonitoramento e autocontrole como acon-
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tece, por exemplo, nas maquinas automaticas em linhas de montagem que nao s6
substituem a forca muscular do homem como possuem a capacidade de corrigir erros
que possam surgir durante os processos de producao. Nestes projetos, pode-se bus-
car a reducao da massa e o controle das vibragoes a fim de melhorar o desempenho
da estrutura e tornar o projeto mecanico otimizado o que evidencia a necessidade de
métodos avancados de otimizagao estrutural e de controle.

Através de uma distribuicao eficiente de sensores e atuadores altamente inte-
grados, um sistema controlador pode detectar modos de vibracao e gerar forcas de
controle para reduzir as vibragoes estruturais (SILVEIRA, 2012), atuando de forma a
compensar os efeitos que levariam a resposta do sistema a se afastar de patamares
aceitaveis. Por isso, componentes ativos sao cada vez mais presentes em projetos
de mecanismos flexiveis. Ja no ambito do projeto estrutural, métodos como o de
otimizacao topoldgica e otimizacdo da forma vém sendo amplamente aplicados para
obtencao de estruturas mais leves. Citam-se os exemplos apontados em Bendsge
e Sigmund (2003), onde afirmam que as industrias aeroespacial e automotiva apli-
cam dimensionamento e otimizacao da forma ao projeto de estruturas e elementos
mecanicos e que estes métodos também sao utilizados no projeto de dispositivos ele-
tromagnéticos, eletroquimicos e acusticos. Nas ultimas décadas, em consequéncia de
suas aplicacdes, tem-se observado uma quantidade significante de trabalhos na area
de otimizacao estrutural o que foi estimulado principalmente pelo sucesso do método
de distribuicao de material para a geracao de topologias 6timas de estruturas.

O projeto destas estruturas considera, dentre varios fatores, a interacdo entre as
forgas aplicadas, a distribuicdo étima de material e a localizagdo dos atuadores. Para
o controle de estruturas maiores, atuadores pneumaticos, hidraulicos e magnéticos
podem ser apropriados. Atuadores piezoelétricos podem representar uma melhor es-
colha para estruturas menores, pois geram uma forgca de acionamento maior e apre-
sentam tempos de resposta rapidos, o que é ideal para deslocamentos pequenos
(SUN et al., 2004; MOLTER et al., 2013). Apesar da escolha do tipo de material para
os atuadores estar bem definida e justificada, a melhor localizagao para estes atua-
dores na estrutura ndao é Obvia e tem uma influéncia significante no desempenho do
sistema de controle (OU; KIKUCHI, 1996b; KUMAR; NARAYANAN, 2008; DONOSO;
SIGMUND, 2009; SILVEIRA; FONSECA; SANTOS, 2014).

Alguns cristais, ceramicas e polimeros geram um diferencial de potencial elétrico
quando sao submetidos a tensao mecanica ou se deformam quando um campo
elétrico atua sobre eles. Tais comportamentos caracterizam o efeito piezoelétrico e,
em virtude disto, estes materiais recebem esta mesma denominacao (HEYWANG;
LUBITZ; WERSING, 2008). A insercao ou acoplamento destes materiais em proje-
tos mecanicos ja é conhecida e visa utilizar seus efeitos no controle das vibragées
uma vez que podem gerar forgcas mecanicas quando acionadas eletricamente, exer-
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cendo o papel de atuador e sensor (MOHEIMANI; FLEMING, 2006). Os materiais
piezoelétricos podem também ser utilizados como atuadores para o bombeamento de
liquidos a fim de se obter maiores vazoes ou pressoes para escoamento de fluidos
(BURGREEN et al., 2001; WU et al., 2003) e em posicionamento de precisdao onde
atuadores em um sistema de controle garantem o posicionamento correto de mecanis-
mos (DEVASIA; ELEFTHERIOU; MOHEIMANI, 2007). De acordo com Silveira (2012),
em aplicacoes utilizam-se pecas de tamanho e forma padroes; ainda, em projetos de
otimizacgao topoldgica, esses materiais podem ter a posicao pré-definida.

Estruturas espaciais, avidoes e similares necessitam ter peso reduzido devido ao
alto custo do transporte. Além disso, estes também sdo levemente amortecidos por
causa do baixo amortecimento interno dos materiais utilizados na sua construcao, o
gue pode causar vibracoes de grandes amplitudes (WANG; CHEN; HAN, 1999). No
funcionamento de mecanismos precisos, como acontece em algumas aplicacoes es-
paciais, o aparecimento de vibragdes de grandes amplitudes é um comportamento
notoriamente indesejado, pois pode comprometer a funcionalidade das estruturas, ge-
rando falhas mecanicas. Por isso, o controle de vibragoes e o posicionamento de
precisao sao partes essenciais no projeto mecanico de estruturas. Assim, a utilizacao
de um sistema de controle ativo constituido por atuadores e sensores leves e com
baixo amortecimento é de grande valia. Neste contexto, materiais piezoelétricos sao
ideais para uso em sensoriamento e controle de estruturas flexiveis, pois os siste-
mas de controle constituidos por estes materiais tém vantagens como baixo peso, alta
precisao e eficiéncia (MOLTER, 2008).

A proposta deste trabalho de desenvolver uma metodologia de projeto simultaneo
de otimizacao topoldgica e localizacao 6tima para atuadores fica bem justificada por
meio dos diversos argumentos acima expostos. Ademais, fica evidente o carater in-
terdisciplinar da pesquisa, pois envolve conhecimentos que permeiam as areas de
mecanica estrutural, controle e ciéncia dos materiais, além de matematica aplicada e
computacional, propiciando um aprendizado amplo e diversificado.

1.2 Revisao bibliografica

A revisdo bibliografica aqui sintetizada tem inicio nos problemas pioneiros de
otimizagao topoldgica e avanca para problemas mais complexos na medida em que
termos matematicos que possibilitam a descricao de sistemas de controle e a busca
pela localizacao 6tima de atuadores na estrutura sdo acrescidos ao problema de
otimizacao topoldgica original, o que pode ser feito, por exemplo, tomando como base
o problema de maxima rigidez global (BENDSQE; SIGMUND, 2003). O Método dos
Elementos Finitos (MEF) é um dos métodos possiveis para a discretizagao dos proble-
mas de otimizagao topoldgica sendo adotado nesta dissertagao para a implementagao
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computacional e resolucao dos problemas apresentados. Em virtude disso, o MEF é
abordado nesta secao e frequentemente citado em outros capitulos. Considera-se
também nesta revisdo a discussao e apresentacao de estudos e problematicas vol-
tados ao uso de materiais piezoelétricos como atuadores e sensores e a localizagao
otima dos atuadores e sensores nas estruturas topologicamente otimizadas.

A otimizacao topoldgica tem sua origem nas otimizagdes paramétrica e de forma e
busca projetar a topologia étima de estruturas segundo algum critério de custo como,
por exemplo, maxima rigidez e menor peso. Deste modo, o projeto topoldgico estrutu-
ral baseado neste critério consiste em utilizar menos material de modo a maximizar a
rigidez da estrutura, mantendo ou melhorando a sua eficiéncia mecéanica. A questao
central que surge com a aplicacao destes métodos é como distribuir o material na
estrutura satisfazendo os critérios de projeto mecanico.

Em 1904, Michell, com base em Maxwell (1872), calculou, utilizando a teoria da
elasticidade, o campo de tensdao mecanica de uma forga aplicada num ponto de um
dominio que esta sujeito a restricbes de deslocamento em outros pontos, obtendo
as linhas de isotensao principais para o campo de tensdes. Partindo destas linhas,
propds nesse dominio uma estrutura formada por barras (trelica) onde cada barra
(elemento de trelica) estivesse alinhada com as dire¢des principais de tenséo calcu-
ladas no dominio (MICHELL, 1904). Este critério fornece o mesmo resultado que o
critério de maxima rigidez com minimo volume de material e atualmente ja se pro-
vou que, partindo de um meio continuo, a configuracdo com melhor aproveitamento
de material, segundo o critério anteriormente exposto, € uma estrutura de barras de
trelica. Alguns dos resultados de Michell podem ser visualizados na figura abaixo.

Figura 1: Exemplos de estruturas obtidas por Michell: (a) flexao simples para uma viga
em balanco; (b) torcdo em casca esférica. Fonte: Adaptado de Silva, 2003, p. 3.

Avancos significativos em otimizacao estrutural nao foram observados até a década
de 60 quando, em virtude do surgimento dos computadores e da implementagcao de
métodos numéricos, problemas praticos de otimizagao estrutural puderam ser estuda-
dos utilizando otimizacao paramétrica; e 0 método Simplex para a solucao de proble-
mas de programacao linear pode logo ser desenvolvido (SILVA, 2003). Na década de
70 sao implementados varios algoritmos de otimizagdo para problemas nao-lineares
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de otimizacdo. Segundo Silva (2003), a formulacao tedrica de alguns algoritmos ja
havia sido desenvolvida anteriormente, no entanto somente com o desenvolvimento
das linguagens de programacao eles foram implementados.

O MEF alcancou maior solidez e espagco como método para a representacao e
geracao de dominios em problemas de engenharia a partir da década de 60. Na
década de 80, problemas com restrigdes internas passaram a ser resolvidos com este
método, e na de 90, devido a ampla disponibilidade de computadores e programas co-
merciais de baixo custo, este método se popularizou com eficientes ferramentas de pré
e pds-processamento, o que facilitou o seu uso em modelos com mais de um grau de
liberdade. Os problemas de otimizagao estrutural passaram a ser resolvidos através
da implementacao conjunta de algoritmos de otimizacdo e do MEF. Simonetti (2009)
cita alguns trabalhos (CHENG; OLHOFF, 1981; KOHN; STRANG, 1986) onde o MEF é
utilizado a fim de investigar a natureza do problema correspondente a maximizacao da
rigidez de placas delgadas considerando a espessura como variavel de projeto o que
possibilitou concluir que para este problema de otimizagao existem varias solugoes
otimas locais.

Computacionalmente, as otimizacdes de forma e paramétrica apresentavam pro-
blemas quando se desejava alterar a topologia de uma estrutura iterativamente, pois,
para estes métodos, a mudancga da topologia durante um determinado processo de
otimizagao estrutural implica na alteragao do modelo de elementos finitos associado a
estrutura do inicio do processo. Para isso, a cada iteracao o problema fisico deve ser
modificado e o algoritmo deve prever a atualizacao da malha de elementos finitos. Isto
se mostrou significantemente complexo na década de 80 e levou a um questionamento
dos resultados das otimizagoes de forma e paramétrica (SIMONETTI, 2009).

Assim, a fim de superar as limitacoes das técnicas de otimizacdo de forma
e otimizacao paramétrica, Bendsge e Kikuchi (1988) reformulam o problema de
otimizacao de forma transformando-o em um problema de distribuicao de material
utilizando materiais compdsitos. A ideia do processo é considerar duas fases materi-
ais constituintes para formar a topologia, material e vazio (auséncia de material), de
modo que uma distribuicao étima do material seja considerada em vez da otimizagao
de forma que se concentra em variagcdoes dos contornos a partir de equacgdes pa-
ramétricas. Uma importante caracteristica do procedimento de distribuigdo de ma-
terial € que o método de homogeneizacao é aplicado para determinar as equacoes
constitutivas macroscoépicas para o material com constituintes materiais microscépicas
(BENDSYE; KIKUCHI, 1988).

O trabalho inovador de Bendsge e Kikuchi (1988) foi inspirado em trabalhos que
tratavam da otimizacao de espessuras de chapas e placas (CHENG; OLHOFF, 1981,
1982); que estudaram a otimizacao para projetos de barras de tor¢ao construidas com
dois materiais com diferentes proporgdes volumétricas e placas (LURIE; FEDOROV;
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CHERKAEV, 1982a,b; GOODMAN; KOHN; REYNA, 1986); e também em trabalhos
que investigaram o problema de maxima rigidez (com restricdo de volume) de placas
delgadas (ROZVANY et al.,, 1987a,b). Conforme comentado anteriormente, alguns
destes trabalhos mostraram a existéncia de varios 6timos locais como solugoes do
problema de otimizagao. Contudo, demonstrou-se que a introducao de microestruturas
na formulagao do problema de projeto estrutural implica em relaxagao do problema
variacional que pode ser formulado para a otimizagao do projeto. Deste modo, tem-se
a vantagem de diminuir o numero de minimos locais do problema original, tornando-se
mais facil atingir o 6timo global do problema de otimizagdao (KOHN; STRANG, 1986).
Tal artificio também foi utilizado por Bendsge e Kikuchi (1988).

A Figura 2 ilustra alguns dos primeiros resultados obtidos pela aplicacao deste
novo método, mais tarde chamado otimizagao topolégica. O dominio de projeto é
mostrado em (a). Devido a simetria do dominio, somente a parte superior da estrutura
€ considerada para as simulagdes computacionais e foi discretizada em uma malha
de 32 x 20 elementos. A distribuicao 6tima de material € mostrada em (b), (c) e (d)
cujas topologias apresentam 91%, 64% e 36% do volume da estrutura original, respec-
tivamente.

(a) (b)

(d)

Figura 2: Primeiros resultados obtidos com a aplicacdo do método de distribuicao
otima de material. Fonte: Adaptado de Bendsge e Kikuchi, 1988, p. 214 e 216.

A nova metodologia apresentada por Bendsge e Kikuchi (1988) é capaz de forne-
cer topologia e forma 6timas para a estrutura, onde a variacao da forma é garantida
sem ser preciso utilizar equagdes paramétricas ou superficies auxiliares, mantendo-
se fixa a malha do modelo de elementos finitos ao longo do processo de otimizacao
(PORTO, 2006). Além disso, as propriedades macroscopicas dos materiais, tal como
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a rigidez, sao obtidas com o uso da teoria da homogeneizagao. Tal teoria é baseada
na utilizacao de materiais compdésitos como uma base para descrever propriedades
materiais variantes no espaco (BENDSQE; KIKUCHI, 1988).

A partir dos resultados obtidos por Bendsge e Kikuchi (1988), pesquisadores pu-
deram utilizar o método de otimizacao topoldgica, de forma e paramétrica de modo
integrado nos problemas de otimizagao estrutural. A ideia era entao que a otimizagao
topoldgica fosse utilizada inicialmente, sendo em seguida empregado um dos métodos
classicos de otimizacao de forma (PORTO, 2006). Em um dos trabalhos, a otimizacao
topologica serve como pré-processador das otimizagdes de forma e paramétrica, con-
ferindo a estas resultados finais muito melhores (OHLOFF; BENDSWJE; RASMUSSEN,
1991). Outros trabalhos, por sua vez, integraram as otimizagoes topoldgica e de forma
através da definicado de modulos para cada ferramenta (SIENZ; HINTON, 1997; TANG;
CHANG, 2001).

Com o desenvolvimento da otimizacao topoldgica, inimeros trabalhos surgiram no
meio académico, tornando esta metodologia um campo de estudo promissor. Em
Bendsge e Sigmund (2003), capitulo 2, sao apresentadas diversas areas de pesquisa
(extensdes e aplicacoes) da otimizagao topoldgica. Dentre elas, cita-se: (i) 0 uso da
otimizagao topoldgica como ferramenta para o projeto de estruturas; (i) a solucao ou
melhoria das complicagcdes provenientes do método tais como dependéncia da ma-
lha, existéncia de solugdes e instabilidade de tabuleiro; (iii)) o desenvolvimento de no-
vas abordagens para a otimizacao topologica; (iv) problemas em dinamica tais como
aqueles voltados para vibracoes livres ou forcadas e problemas de autovalores; (v)
problemas de flambagem; (vi) a imposicao de restricoes de tensao no problema de
otimizagao topoldgica; (vii) problemas dependentes de cargas de pressao; (viii) pro-
blemas geometricamente nao lineares; (ix) problemas voltados ao projeto do mate-
rial; (x) problemas de propagacao de ondas; (xi) entre outros estudos voltados para
aplicagoes diversas como nas areas de protegao contra a colisdo', simulagdes bio-
mecanicas, industria automotiva e software, por exemplo.

No final da década de 90, apesar do método de otimizagao topoldgica para estru-
turas continuas ter alcancado um nivel de maturidade, sendo aplicado a muitos pro-
blemas industriais € com uso académico generalizado ndo somente para problemas
de otimizagao estrutural, mas também em problemas de materiais, mecanismos e ele-
tromagnetismo, ainda se verificava significantes problemas relativos a convergéncia,
instabilidade do tabuleiro e dependéncia da malha; tdépicos de debate na comunidade
de otimizagao topoldgica a época (SIGMUND; PETERSSON, 1998). Em virtude de
tais instabilidades numéricas provenientes do método apresentado por Bendsge e Ki-
kuchi, muitos estudos e abordagens diversas surgiram para contornar, resolver ou
melhorar os codigos computacionais. Sigmund e Petersson (1998) fizeram uma re-

TEm inglés, crashworthiness. Também compreende a area de estudo de resisténcia ao choque.
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visdo dos problemas numeéricos e discutiram os métodos com os quais eles podem
ser evitados. Tais problemas numéricos serdao posteriormente discutidos em secdes
especificas desta dissertacao.

Devido a sua aplicabilidade e complexidade, pesquisadores tém publicado artigos
educacionais explicando e disponibilizando os cédigos de implementagao numérica do
método de otimizagao topoldgica. Os cddigos resolvem o problema de maximizacao
da rigidez com restricdo de volume e s&o escritos em linguagem do Matlab®. O pri-
meiro deles contém noventa e nove linhas, a estrutura (ou dominio viavel) é tratada
bidimensionalmente e as cargas consideradas sao estaticas (SIGMUND, 2001). Sig-
mund, juntamente com Andreassen e outros pesquisadores, melhora o codigo es-
crito em seu trabalho anterior, reduzindo o niumero de linhas para oitenta e oito e
aumentando a eficiéncia computacional de processamento dos calculos (ANDRE-
ASSEN et al., 2011). Um eficiente e compacto cédigo para resolver problemas de
otimizacao topoldgica tridimensionais &€ apresentado em cento e oitenta e nove linhas
que compreendem o calculo estrutural via elementos finitos, a analise de sensibili-
dade, o otimizador de critério de otimalidade e a geracao grafica dos resultados (LIU;
TOVAR, 2014). Nos trés ultimos trabalhos citados anteriormente, a definicdo dos su-
portes e cargas externas pode ser facilimente modificada; também ha instrucdes para
a definicao de multiplas cargas, elementos passivos e ativos bem como elementos
tedricos e numéricos para implementar estratégias de programagao nao linear tais
como programagao quadratica sequencial e 0 método das assintotas méveis.

A Figura 3 é um arranjo de ilustracdes obtidas do projeto tridimensional de
uma engrenagem que é fixa a carroceria e a roda de um veiculo do tipo tanque
(TANG; CHANG, 2001). O projeto trata-se de uma aplicagao complexa que integra a
otimizacgao topologica e a otimizacao de forma para a obtencao de uma topologia 6tima
para a engrenagem, cuja principal fungao é proporcionar movimento para a roda do
veiculo. O modelo inicial da engrenagem em elementos finitos é apresentado em (a)
de modo que as partes mais claras do modelo sao aquelas que nao sofrerao alteracao
com o processo de otimizagdo. Em (b) € mostrada a topologia otimizada e em (c) esta
mesma topologia € suavizada em um software (SolidWorks® ou AutoCAD®, por exem-
plo) para tornar a peca viavel para fabricagao. Até a obtencao da peca mostrada em
(d), esta € novamente discretizada em uma malha de elementos finitos para o projeto
de forma e passa pela analise de tensdes de Von Mises. Em (d), o cinza mais claro
representa o volume de material original e o cinza mais escuro o volume de material
otimizado.
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Figura 3: Projeto tridimensional integrado de otimizagao topoldgica e otimizacao da
forma. Fonte: Adaptado de Tang e Chang, 2001, p. 79 e 81.

O exemplo acima representa tanto a evolugao do método de otimizagao topoldgica,
desde os seus primeiros resultados em 1988, quanto o seu uso de forma integrada a
outras técnicas e softwares.

No projeto de sistemas mecanicos controlados, de forma geral, o projeto estrutural
precede o projeto de controle, ou seja, engenheiros de estruturas definem um leiaute
com a finalidade de suportar carregamentos estaticos e dinamicos; apés isso, os enge-
nheiros de controle definem o sistema controlador utilizando a estrutura pré-definida.
Entretanto, o projeto em sequéncia pode diminuir de forma significativa a eficacia do
controle das vibracdes da estrutura (OU; KIKUCHI, 1996a; SILVEIRA, 2012).

Segundo Silveira (2012), desde o inicio da década de 90, contrariando a pratica co-
mum, diversos trabalhos teéricos apontaram para a realizagao de projetos simultaneos
de otimizagao estrutural e controle, os quais tinham o intuito de reduzir os custos e au-
mentar o desempenho dos projetos se comparados aos projetos feitos em sequéncia.
Surgem, a partir desta problematica, novos enfoques para as pesquisas em proje-
tos mecanicos. Dentre eles, destaca-se um que visa utilizar a otimizacao topoldgica
de forma integrada aos sistemas de controle para, assim, obter estruturas otimiza-
das tanto do ponto de vista topoldgico quanto do ponto de vista do controle e outro
que busca apontar qual a melhor localizagao para materiais ativos (responsaveis pelo
controle da estrutura) em projetos mecanicos estruturalmente otimizados.

A fim de exemplificar as abordagens adotadas para problemas envolvendo
otimizacao da estrutura e do controle, pode-se citar um trabalho que considerou o pro-
jeto integrado como um problema de otimizacao multiobjetivo, onde a massa estrutural
e um indice de desempenho quadratico constituiram a funcao objetivo vetorial (CAN-
FIELD; MEIROVITCH, 1994). Foram demonstrados, ainda, os beneficios de resolver
o problema de otimizagao estrutural e de controle de forma integrada gerando proje-
tos 6timos de Pareto para uma viga simples. Ja em outro trabalho, uma abordagem
que combina a otimizagao estrututal controlada com o método de homogeneizagao foi
apresentada visando projetar uma estrutura controlada 6tima que possua uma melhor
resposta que aquela sem o controle (OU; KIKUCHI, 1996a). Segundo Ou e Kiku-
chi (1996a), com esta abordagem, os engenheiros de controle podem considerar a
localizagao de atuadores antes do projeto estrutural, enquanto os engenheiros estru-
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turais tratam este requisito como uma restricao tornando o projeto simultaneo e com
o sistema de controle nao totalmente separado do projeto estrutural. Num segundo
trabalho, Ou e Kikuchi (1996b) apresentam uma formulacao para o projeto integrado
de otimizacao estrutural e controle com os seguintes objetivos: projetar uma estrutura
considerando os efeitos do controle, elaborar um algoritmo de controle para reduzir a
vibragao sem valores de tensao excessivos e encontrar localizagdes adequadas para
os atuadores. Este trabalho mostra que a resposta dinamica do projeto estrutural con-
trolado € superior ao projeto estatico tradicional. Assim, verificou-se que o controle
ativo pode remover a energia da estrutura de forma eficaz se for realizado apropriada-
mente (OU; KIKUCHI, 1996b).

No trabalho de Wang, Chen e Han (1999), pode-se perceber que o problema de
otimizacao, visando a integracao entre a otimizacao estrutural e o controle, apresenta
uma nova formulagdo. As varidaveis de dimensionamento estrutural e da matriz de
ganhos de realimentacao foram tratadas como variaveis de projetos independentes; o
indice de desempenho de controle € utilizado como fungao objetivo principal, enquanto
a massa da estrutura inteligente é restringida pela massa disponivel o que evidencia
novas formas de tratar e resolver problemas simultaneos de otimizagao topolégica com
controle (WANG; CHEN; HAN, 1999).

Entre trabalhos que estudaram otimizacao multidisciplinar utilizando algoritmos
genéticos discutindo o controle 6timo, a analise de sensibilidade e a otimizagao in-
tegrada, pode-se citar aqueles que assim fizeram para: estruturas de tensegridade?
(RAJA; NARAYANAN, 2009), estruturas trelicadas (BEGG; LIU, 2000; LIU; BEGG,
2000) e placas inteligentes piezoelétricas (XU; OU; JIANG, 2013). Raja e Naraya-
nan (2009) utilizaram uma estratégia aninhada na qual foram consideradas normas de
controle robusto como fungdes objetivo do sistema de controle e os angulos de torgao
e a localizagao dos atuadores foram tomados como variaveis de projeto. O trabalho
de Xu, Ou e Jiang (2013), por sua vez, considerou como variaveis de projeto as den-
sidades de material, 0 niumero e a posi¢cao dos atuadores bem como os parametros
de controle. Além disso, em ambos os trabalhos, a forga gerada pelo acoplamento
eletromecénico do atuador piezoelétrico foi considerada na formulagao.

De forma inovadora, uma metodologia para o projeto 6timo de atuadores para
o controle de vibracdes de estruturas flexiveis foi desenvolvida no trabalho de Sil-
veira, Fonseca e Santos (2014). Nesta metodologia, a funcao objetivo foi tomada
como o trago do Graminiano de controlabilidade de um sistema de controle Regu-
lador Quadratico Linear (RQL) e uma restricdo de volume foi imposta ao problema
de otimizacao topoldgica que tem como variavel de projeto a distribuicdo do material

2Em inglés, tensegrity. Trata-se de um neologismo da lingua inglesa proveniente da contragdo da
expressao tensional integrity. Em mecanica e em biomecanica, tensegridade ou integridade tensional
€ uma propriedade presente em objetos cujos componentes usam a tragao e a compressao de forma
combinada a fim de proporcionar-lhes estabilidade e resisténcia.
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na estrutura. Uma Programagéo Linear Sequencial (PLS) foi utilizada para resolver
o problema de otimizagao topoldgica, permitindo obter a estrutura topologicamente
otimizada e a localizacao para os atuadores e sensores piezoelétricos.

Os trabalhos citados acima visam exemplificar uma diversidade de estudos que
vém tratando a otimizacao estrutural e o controle de vibragcdes de forma integrada
ou simultdnea. Contudo, dada a diversidade de sistemas de controle, as opgdes de
métodos de otimizacao e os desafios inerentes as implementagdes numéricas para
tratar tal integracao de técnicas, uma sintese histérica que compreendesse toda essa
diversidade de possibilidades de escolha seria um trabalho arduo e fugiria do escopo
desta dissertacao. Por isso, optou-se por evidenciar os estudos que investigaram
ou utilizaram a otimizacao topoldgica e o controle piezoelétrico conjuntamente em
projetos mecanicos.

Atuadores e sensores piezoelétricos sdo componentes mecanicos que alteram sua
configuragao geométrica, bem como caracteristicas fisicas, quando sujeitos a uma lei
de controle. Contudo, sdao as ceramicas piezoelétricas, presentes nestes componen-
tes, que se comportam de acordo com os efeitos piezoelétricos. Ao exercer pressao
mecanica contra as superficies de uma ceramica piezoelétrica ela gera um diferencial
de potencial elétrico o que caracteriza o efeito piezoelétrico direto. Os sensores sao
0s componentes que tém relagdo com o efeito piezoelétrico direto. Por outro lado,
o efeito piezoelétrico inverso € observado ao se aplicar um diferencial de potencial
elétrico contra as superficies desta mesma ceramica de modo que ela sofrera ex-
pansao ou retragdo de seu volume, resultando na formagao de uma onda mecanica
que se propaga pelo meio. Os atuadores possuem relagdo com o efeito piezoelétrico
inverso. Aplicados para o controle de vibragdes e posicao de estruturas flexiveis (como
os elos e mancais de manipuladores industriais), tais efeitos podem ser obtidos com
atuadores e sensores piezoelétricos embutidos ou fixos a superficie da estrutura e sdo
ideiais para uso em sensoriamento e controle de estruturas flexiveis (MOLTER, 2008).
Devido a isto, muitas técnicas modernas de controle foram desenvolvidas recente-
mente com o desafio de projetar controladores, atuadores e sensores que se adaptem
a estas estruturas. Segundo Molter (2008), sensores e atuadores discretamente dis-
tribuidos apresentam problemas de posicionamento, enquanto que os continuamente
distribuidos oferecem maior flexibilidade, melhor resposta e caracteristicas de monito-
ramento.

Se por um lado, transdutores piezoelétricos colados na superficie da estrutura sao
de facil acesso, por outro lado, apresentam a desvantagem de serem facilmente dani-
ficados. Além disso, a presenca destes materiais na superficie altera as propriedades
do sistema, visto que os materiais ativo € nao ativo possuem propriedades diferentes
(mddulo de Young, coeficiente de Poisson e fator de amortecimento). Ja os transduto-
res piezoelétricos imersos na estrutura originam uma melhor distribuicao das proprie-
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dades mecanicas e elétricas. A desvantagem € a maior dificuldade de fabricacao da
estrutura composta e a isolagao elétrica necessaria (LIMA JR., 1999).

O problema da localizacdo de atuadores e sensores permeia as Ultimas trés
décadas e, até entdo, nao ha uma metodologia universalmente aceita para trata-lo.
Nao se trata apenas de determinar se estes materiais devem estar fixos na superficie
ou imersos na estrutura, mas de obter, principalmente, seus posicionamentos 6timos
a fim de tornar o projeto mecanico mais preciso e eficiente.

O problema da localizacao 6tima de sensores pode ser investigado, dentre ou-
tras possibilidades, a partir da deteccao de falha com testes estatisticos discutindo,
inclusive, como excitagdes podem influenciar nas localizagcdes (BASSEVILLE et al.,
1987). Kim e Junkins, por sua vez, introduziram uma nova medida para controlabi-
lidade para a localizagao de atuadores. Esta nova medida de controlabilidade € ba-
seada em uma analise de custos modais, isto &, levam em conta tanto o significado
fisico quanto o grau de controlabilidade de cada modo (KIM; JUNKINS, 1991) apud
(SILVEIRA; FONSECA; SANTOS, 2014). Outras abordagens surgiram ao longo dos
anos na tentativa de resolver tal problema. Dentre elas, apenas para citar algumas, ha
uma fundamentada em certas medidas quantitativas da controlabilidade e observali-
dade baseadas em Graminianos (HAC; LIU, 1993) enquanto outra abordagem mostra
gue a decomposicao de valores singulares de Hankel para sensores e atuadores per-
mite avaliar cada sensor e atuador em termos de suas préprias controlabilidade e
observalidade (GAWRONSKI; LIM, 1996).

Mais recentemente, no trabalho de Silveira, Fonseca e Santos (2014), foi conside-
rada a formulacdo do problema de otimizacao topoldgica de tal forma que em cada
etapa de uma PLS, a localizacao do atuador foi realizada com base na maximizacao
do traco do Graminiano de controlabilidade de um sistema de controle RQL. Com
isso, mostrou-se num esquema bidimensional para uma viga com controladores pi-
ezoelétricos, a localizacao e a topologia para os atuadores na estrutura. A fim de
fundamentar a pesquisa, outras abordagens sao citadas ao longo do trabalho (HIRA-
MOTO; DOKI; OBINATA, 2000; LIU et al., 2008; DARIVANDI; MORRIS; KHAJEPOUR,
2013; ZORIC et al., 2013).

Hiramoto, Doki e Obinata (2000) desenvolveram duas solugdes para a equacao de
Ricatti generalizada explicitamente para estruturas nao amortecidas com sensores e
atuadores instalados. Utilizando estas solucoes explicitas, obtiveram um controle es-
tabilizado H..2** baseado em uma abordagem de fatoragdo normalizada sem resolver

30 espaco de Hardy H, consiste de todas as fungdes F analiticas de uma variavel complexa limita-
das na metade direita do plano aberto, onde a norma é dada por || F||« = sup,cr 0{F(jw)}; 7{F(jw)}
denota o maximo valor singular de F(jw); w € a frequéncia de entrada do sistema a ser controlado e
j=v-L

40 controle H,, € uma técnica de controle robusto que possibilita expressar o problema de controle
como um problema de otimizacdo matematica cuja resposta que se quer obter é o controlador que
otimiza o sistema. Tal controle utiliza a norma e os resultados matematicos do espago de Hardy H..
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numericamente qualquer equacao de Ricatti. Liu ef al. (2008) consideraram o pro-
blema de posicionamento de sensores a fim de maximizar os dados de informacao e
caracterizar o comportamento dinamico da estrutura. Para isto, um algoritmo genético
foi utilizado para encontrar a localizacao 6tima para os sensores. Darivandi, Morris
e Khajepour (2013) reformularam o problema nao convexo de localizagao de atuador
para um problema de otimizagao convexo. Este trabalho tentou encontrar uma solugao
global utilizando um esquema de otimizacao baseado em subgradientes. Zori¢ et al.
(2013), por sua vez, apresentaram um controle de vibragao 6timo de uma viga uti-
lizando a estratégia de otimizacdo difusa baseada no algoritmo de otimizagdo por
enxame de particulas. O critério de otimizacao para o tamanho e a localizacao 6tima
para os pares de sensores e atuadores foi baseado nos autovalores do Graminiano de
controlabilidade.

A diversidade de abordagens expostas para o tratamento de um projeto mecanico
otimizado sob os pontos de vista estrutural e do controle aponta para a busca por
estruturas, equipamentos e/ou mecanismos mais leves, estaveis e precisos nos mais
diferentes campos tecnoldgicos, reafirmando a necessidade do desenvolvimento de
metodologias tedricas e numéricas que respondam a estas problematicas. O uso
de materiais ativos nos projetos mecanicos é, de fato, uma area quase tao recente
quanto a otimizagao topoldgica. Apesar disto, inUmeros estudos feitos principalmente
nas ares de engenharia civil, engenharia mecanica e ciéncia dos materiais remetem
aos esforcos cada vez mais visiveis para a aplicagao dos materiais piezoelétricos em
sistemas de controle e para a viabilizacao da fabricagao de componentes compos-
tos por estes materiais. Isto impulsionou estudos tedricos e experimentais de tal
forma que o controle piezoelétrico €, ainda hoje, uma area de pesquisa promissora
e em evidente crescimento. Consequentemente, a investigacao relativa as formas e
localizagbes para atuadores e sensores piezoelétricos se mostrou relevante a medida
que se percebeu que estes fatores influenciam diretamente no desempenho do sis-
tema de controle.

Portanto, o que se espera com este trabalho é o desenvolvimento de uma meto-
dologia que possibilite obter tanto a topologia 6tima quanto a melhor localizagao para
atuadores na estrutura otimizada. A formulagao variacional, a analise de sensibilidade
e o tratamento numérico do problema serao detalhadamente apresentados de modo
gue poderao servir como base para o tratamento de problemas futuros.

1.3 Apresentacao da proposta e objetivos

A proposta desta dissertacao se concentra em desenvolver uma metodologia ge-
ral e integradora que reuna técnicas matematicas e computacionais para o projeto
simultaneo de otimizagao topologica e localizagao de atuadores em estruturas. As
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estruturas aqui consideradas sao do tipo viga, com diferentes formas de engaste e
carregamento. Assim, considerando este tipo de estrutura, a metodologia proposta
visa obter a sua topologia 6tima com indicacao da melhor localizacao para os atua-
dores, sendo este o principal objetivo a ser alcangcado na resolucao dos problemas.
Serao considerados dois problemas: um para atuadores proporcionais e outro para
atuadores piezoelétricos.

Para o projeto simultaneo de otimizagao topoldgica e localizagao de atuadores pro-
porcionais, tais atuadores podem ser considerados como molas de modo que uma de
suas extremidades deve estar fixa em um meio externo a viga e a outra extremidade
deverda ser fixada na viga. Deseja-se, portanto, obter a melhor localizagao, na viga,
para fixar a extremidade da mola, a fim de que ela possa exercer o papel de atuador
guando o sistema estiver sujeito a cargas pontuais.

No segundo problema, ha uma distribui¢ao inicial uniforme dos materiais estrutural
e piezoelétrico, considerados em meio continuo. Pela otimizagao topologica, consi-
derando um certo critério para a separacao de materiais, objetiva-se que o processo
de minimizacao leve a uma distribuicao destes materiais, concentrando material pie-
zoelétrico em determinadas regioes da estrutura. Deste modo, as regides onde houver
concentracao de material piezoelétrico serdo consideradas como as mais propicias
para a alocagao dos atuadores piezoelétricos.

Ao final, objetiva-se obter um codigo em Matlab® para efetuar simulagoes que indi-
guem a localizagao étima para atuadores em estruturas topologicamente otimizadas.

Como objetivos especificos, pode-se citar o estudo de formulagbes variacionais
inerentes a otimizacao topoldgica, de técnicas computacionais de otimizacao e con-
trole e de métodos numéricos utilizados em solucoes de equacoes diferenciais; além
de utilizar técnicas de otimizacao topoldgica com atuadores inseridos ou acoplados na
estrutura, modelados via elementos finitos.

1.4 Organizacao da dissertacao

As bases tedricas para a investigacao dos problemas resumidamente descritos na
secao anterior envolvem conhecimentos acerca do método de otimizagao topoldgica,
MEF, piezoeletricidade, métodos de controle, métodos de otimizagao e familiaridade
com alguma linguagem de programacao que possibilite a implementacao computa-
cional dos problemas aqui propostos. Alguns destes topicos estdo em capitulos es-
pecificos neste trabalho e outros foram apresentados e discutidos no desenvolvimento
da formulagao e resolugao dos problemas. Os problemas de otimizagao topoldgica si-
multanea a localizacao de atuadores sao abordados em um Unico capitulo, mas cada
um em sua sec¢ao de modo que, em cada uma delas, o problema é formulado, discre-
tizado e os resultados sao imediatamente apresentados e discutidos.
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Este primeiro capitulo trouxe as ideias que motivam e justificam a realizacao deste
trabalho, além da revisao bibliografica que busca resgatar e apresentar os trabalhos
que dao suporte a problematica investigada possibilitando, assim, um panorama geral
dos desafios matematicos e computacionais a serem abordados e de como enfrenta-
los. A proposta e seus objetivos foram apresentados na sequéncia.

O segundo capitulo expde os fundamentos da piezoeletricidade, abordando o seu
conceito e o funcionamento das ceramicas piezoelétricas, utilizadas como atuadores
em um dos problemas propostos. Em seguida, as equacgdes constitutivas do fendmeno
da piezoeletricidade, a descricao dos tensores de materiais piezoelétricos e a hipotese
do estado plano de tensées mecéanicas sao apresentados.

O método de otimizacao topoldgica é descrito no capitulo trés. A ideia geral do
método e sua relagdo com a otimizacao paramétrica e de forma abrem o capitulo para
entdo, somente na segunda secao, os conceitos basicos de dominio fixo estendido e
modelo material serem revisados. O método das densidades é entao apresentado,
uma vez que este € utilizado como um modelo de distribuicdo de material neste tra-
balho. Com isto, pode-se estruturar o problema de minimizagao da flexibilidade que
servira como base para a formulacao dos problemas propostos no capitulo quatro. As
condicoes de otimalidade para este problema, o esquema computacional, seus aspec-
tos numéricos e complicagdes provenientes de sua implementagao fecham o capitulo.

Os problemas propostos sao finalmente formulados, discutidos e resolvidos no
capitulo quatro. Este capitulo é dividido em duas grandes segdes, uma para o pro-
blema simultaneo de otimizacao topoldgica e localizagao de atuadores proporcionais
e outra para 0 mesmo problema com atuadores de natureza piezoelétrica. Cada uma
das secoes traz a modelagem matematica do problema, sua analise de sensibilidades
e discretizacao via MEF. Simulagdes computacionais sao realizadas e os resultados
sao apresentados para cada um dos problemas.

A finalizacao do texto se da no capitulo cinco com as conclusoes e sugestoes para
trabalhos futuros.



2 PIEZOELETRICIDADE

Neste capitulo, os fundamentos da piezoeletricidade sao apresentados de forma
suscinta a fim de contemplar os aspectos da teoria realmente necessarios para o de-
senvolvimento deste trabalho. A histoéria da piezoeletricidade explica de forma clara e
objetiva as origens e as primeiras aplicacoes deste fenémeno no meio cientifico e, por
isso, abre este capitulo na se¢do 2.1. As ceramicas piezoelétricas e suas propriedades
constam na sec¢ao 2.2 seguidas das equacoes constitutivas para a piezoeletricidade
e da descricao dos tensores de material nas secoes 2.3 e 2.4, respectivamente. Na
secao 2.4, obtém-se uma significativa diminuicao da quantidade de parametros dos
tensores através da consideracdo do efeito de simetria presente na estrutura de cer-
tas ceramicas. Fechando o capitulo esta a secao 2.5 onde assume-se a hipdtese do
estado plano de tensées mecanicas a fim de fazer a passagem do problema de trés
para duas dimensoes.

2.1 Introducao

O termo piezoeletricidade € historicamente posterior as denominacdes de piroele-
tricidade e efeito eletrocaldrico. Nativos da ilha de Ceylan (hoje o Sri Lanka, localizado
na extremidade sul do subcontinente indiano) e da India observaram, séculos atras,
uma propriedade peculiar dos cristais de turmalina: estes, quando jogados em cinzas
guentes, primeiro atraiam as cinzas para logo em seguida repeli-las. Porém, devido a
demora na importacao de turmalina, este experimento s6 chegou a Europa no inicio do
século XVIII. Em 1756, a origem elétrica de tal comportamento foi demonstrada pelo
fisico alemao Aepinus', mas somente em 1824 ele foi nomeado piroeletricidade pelo
fisico escocés D. Brewster. O efeito piroelétrico pode ser definido como a inducao de
polarizacao pela absorgao de energia térmica; a polarizacao induzida é proporcional a
variagao da temperatura resultante. A propriedade inversa, de muito menor amplitude,
€ chamada de efeito eletrocalérico (PIEFORT, 2001).

A primeira publicagao cientifica descrevendo o fendmeno, mais tarde denominado

'Fez a primeira observagao experimental da polarizagao elétrica do cristal de turmalina, obtida por
meio da mudancga de temperatura do cristal. E considerado o inventor da capacitancia elétrica.
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como piezoelétrico, apareceu em 1880. Foi uma co-autoria de Pierre e Jacques Cu-
rie, que estavam conduzindo experimentos em uma variedade de cristais na época,
levando-os a elaborar a teoria inicial da piezoeletricidade. Nestes experimentos, eles
catalogaram um numero de cristais, tais como a turmalina, o quartzo, o topaz, o acucar
de cana e o sal de Rochelle que exibiam cargas superficiais quando estavam mecani-
camente tensionados (MOHEIMANI; FLEMING, 2006). De acordo com Piefort (2001),
esta teoria foi entdo complementada pelos trabalhos de G. Lippman?, W. G. Hankel®,
Lord Kelvin e W. Voigt no inicio do século XX.

Na comunidade cientifica da época, esta observacao foi considerada como uma
descoberta significante, e o termo piezoeletricidade surgiu para expressar este efeito.
Em virtude da palavra grega piezo significar pressionar (ou prensar ou apertar), pie-
zoeletricidade vem a transmitir a ideia de eletricidade gerada a partir da pressao. Esta
terminologia ajudou a distinguir piezoeletricidade de outros fenémenos de interesses
relacionados na época, tal como a piroeletricidade.

A primeira aplicacao séria para materiais piezoelétricos apareceu durante a Pri-
meira Guerra Mundial na construcao de um detector submarino ultrassénico cujo tra-
balho é creditado a Paul Langevin e seus colegas na Franga. O dispositivo foi utilizado
para transmitir um sinal de alta frequéncia dentro da agua e medir a profundidade cro-
nometrando o eco de retorno. A invengao deles, contudo, nao estava aperfeicoada até
o final da guerra.

Apds o seu uso bem-sucedido em transdutores de sonar, cristais piezoelétricos
foram empregados em muitas aplicagdes como microfones, acelerometros e transdu-
tores ultrassonicos. O desenvolvimento de materiais piezoceramicos durante e depois
da Segunda Guerra Mundial revolucionou este campo. Pesquisas significantes foram
realizadas nos Estados Unidos da América e em outros paises tais como o Japao e
a antiga Unido Soviética que tinham como objetivo o desenvolvimento de materiais
com constantes dielétricas muito altas para a construcao de capacitores. Materiais pi-
ezoceramicos foram descobertos a partir do resultado destas atividades e um nimero
consideravel de métodos para a sua produgao em larga escala foram concebidos.

Introduzido o conceito de piezoeletricidade e os fatos historicos que explicam seu
surgimento e sua aplicabilidade, obtidos em Moheimani e Fleming (2006), a proxima
secao tem o objetivo de explicar como certas ceramicas sao preparadas a fim de
que o efeito piezoelétrico presente nelas alcance maior magnitude uma vez que esse
efeito € muito pequeno em materiais naturais, levando, assim, ao desenvolvimento de
materiais com propriedades melhoradas.

2Responsavel pela deducdo matematica do efeito piezoelétrico inverso, confirmado experimental-
mente pelos irm&os Curie em 1881.
8Introduziu o termo piezoeletricidade.
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2.2 Ceramicas piezoelétricas

Uma ceramica piezoelétrica € uma massa de cristais, onde cada cristal € composto
de um pequeno ion metalico tetravalente dentro de uma malha de ions metalicos bi-
valentes maiores e oxigénio. Acima de uma temperatura critica, conhecida como a
“temperatura de Curie”, cada cristal na ceramica aquecida exibe uma simetria cubica
simples, sem um momento de dipolo. Abaixo da temperatura de Curie, essa mesma
ceramica apresenta simetria tetragonal e, neste caso, um momento de dipolo associ-
ado (MOHEIMANI; FLEMING, 2006).

Dipolos adjacentes formam regides de alinhamento local chamadas de dominios.
Este alinhamento origina um momento de dipolo para o dominio e assim, uma
polarizacao em rede. Contudo, a direcao da polarizagao entre dominios adjacentes
€ aleatoria e a ceramica nao tem polarizagao global, como mostra a Figura 4(a).

Para que os dominios em uma ceramica fiquem alinhados, como mostra a Figura
4(b), esta € exposta a um forte campo elétrico continuo, geralmente a uma tempera-
tura levemente abaixo da de Curie. Ap0s este tratamento, chamado de polarizacao, os
dominios quase alinhados com o campo expandem-se e o elemento ceramico dilata-se
na direcdo do campo. O campo elétrico € entdo removido e a maioria dos dipolos estao
presos em uma configuragao proxima no alinhamento (Figura 4(c)). A ceramica tem
agora, permanentemente, uma polarizacao e forma alongada. Esse aumento no com-
primento da ceramica é muito pequeno, geralmente dentro da faixa de micrometros
(MOHEIMANI; FLEMING, 2006).
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Figura 4: Esquema ilustrativo para o processo de polarizagao de ceramicas. Fonte:
Adaptado de Moheimani e Fleming, 2006, p. 12.

As reacOes de uma ceramica piezoelétrica polarizada aos estimulos nela aplicados
podem ser explicadas, de acordo com Moheimani e Fleming (2006), pela Figura 5.
Quando a ceramica converte energia mecanica de compressao ou tracao em energia
elétrica, o dispositivo esta sendo utilizado como um sensor e o efeito piezoelétrico €
dito ser direto. A compressao ao longo da direcao de polarizagao gera um diferencial
de potencial elétrico com a mesma polaridade que a tensao de polarizagao (Figura
5(b)). Ja a tragao ao longo da direcao de polarizacao gera uma mudanca de potencial
elétrico com sentido oposto ao da tensao de polarizagao (Figura 5(c)). A ceramica



43

piezoelétrica € utilizada como um atuador quando a energia elétrica € convertida em
energia mecanica, caracterizando o efeito piezoelétrico inverso. Se um diferencial de
potencial elétrico de mesma polaridade que a tensao de polarizacao é aplicado a um
elemento ceramico, na dire¢ao da tensao de polarizagao, o elemento ira alongar e seu
diametro vai tornar-se menor (Figura 5(d)). Se um diferencial de potencial elétrico de
polaridade oposta a da tensao de polarizagao € aplicada, a ceramica vai se tornar
mais curta e mais larga (Figura 5(e)). Pode ser observado, inclusive, movimentos de
expansao e contragao de forma ciclica quando um diferencial de potencial elétrico
alternado é aplicado ao dispositivo piezoelétrico.

@ ® ® o
(d) (e)

(b) (c)

diregao de
polarizagag
_‘:%

—
[V
~

Figura 5: Reagao de uma ceramica piezoelétrica a diferentes estimulos. Fonte: Adap-
tado de Moheimani e Fleming, 2006, p. 13.

2.3 Equacoes constitutivas

Nesta secao, as equacgdes que descrevem as propriedades eletromecanicas dos
materiais piezoelétricos, tais como as ceramicas citadas anteriormente, serao introdu-
zidas com base no /[EEE* Standard on Piezoelectricity (IEEE, 1988) que € amplamente
aceito como sendo uma boa representagao das propriedades destes materiais.

Salienta-se que o padrao IEEE assume que os materiais piezoelétricos apresen-
tam comportamento linear. Sabe-se que sob baixos campos elétricos e baixos niveis
de tensao mecanica os materiais piezoelétricos tém, de fato, comportamento linear.
Contudo, eles podem apresentar consideravel ndo linearidade se operados sob um
alto campo elétrico ou alto nivel de tensao mecanica. Para a maioria dos casos, in-
clusive para aqueles discutidos nesta dissertacao, assume-se que os transdutores
piezoelétricos estdo sendo operados sob baixos niveis de campo elétrico e sob baixa
tensdo mecanica.

As equacodes constitutivas que descrevem a propriedade piezoelétrica sao base-
adas sob a hipétese que a deformacao total no transdutor € a soma da deformacao

4Sigla para Institute of Electrical and Electronics Engineers. Trata-se de uma organizagéo profissio-
nal sem fins lucrativos cuja meta € promover conhecimento no campo da engenharia elétrica, eletrénica
e computacdo. Um de seus papéis mais importantes é o estabelecimento de padrdes para formatos
de computadores e dispositivos; dai a origem de suas publicacdes técnicas, de seus proprios jornais,
padrdes e textos de membros.
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mecanica induzida pela tensao mecanica e a deformacao de atuacao controlavel cau-
sada pela voltagem elétrica aplicada.

Nas relagdes abaixo apresentadas, as variaveis tensdo mecanica (7') e campo
elétrico (F) sao denominadas forcas a serem aplicadas nas ceramicas piezoelétricas
e a deformagao mecanica (S) e o deslocamento elétrico (D) sao os resultados dire-
tos da aplicacao dessas forgas. Assim, pode-se obter uma formulagao mista onde as
variaveis independentes sdo £ e S e as variaveis dependentes sao T e D, relaciona-
das pelas equacdes constitutivas dadas por:

Ty = CluSw — exijEr (1)
D; = epSu+ €. By (2)

onde i,7,k,l € {1,2,3} e utiliza-se a notacdo de Einstein para a soma por indices
repetidos em um produto; 7;; sdo componentes do tensor de tensées mecanicas, Sy,
sao componentes do tensor de deformagdes mecanicas, D; sdo componentes do vetor
de deslocamento elétrico, E;, sao componentes do vetor de campo elétrico, Cz‘Ejkl sao
componentes do tensor de rigidez elastica medidas sob campo elétrico constante,
e s80 componentes do tensor de propriedades dielétricas medidas sob deformagao
constante e e;;,; sS40 componentes do tensor de propriedades piezoelétricas.
As componentes do tensor de deformacao S, sao definidas como

1
Skl = 3 (wpy + w ) (3)

onde u; € a componente [ do vetor u de deslocamentos mecéanicos, uy; = duy/Jz; € x;
€ o eixo [ do sistema de coordenadas retangulares empregado.

O campo elétrico, dentro do meio piezoelétrico, é derivado de um potencial elétrico
escalar, descrito pela seguinte equacgao:

Ery=—op (4)

onde ¢ € o potencial elétrico escalar e ¢, = 0¢/0z,. O vetor de deslocamento elétrico,
por sua vez, satisfaz a equacao de equilibrio eletrostatico sem cargas livres, ou seja,
tem-se que

Di;=0. (5)

A equagao de movimento, sem considerar forgas volumétricas, pode ser escrita
como:
Tiji = pii; (6)

onde p representa a densidade do material e i; = 9*u;/0t*, sendo t o tempo.
O efeito piezoelétrico ainda pode ser descrito por outros trés pares de equacoes de
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modo que dentre as variaveis E, D, S e T, independente da escolha de representacao,
duas delas serao independentes e as outras duas dependentes, desde que as
variaveis independentes sejam tomadas de modo que uma seja de natureza mecanica
(S ou T e a outra de natureza elétrica (E ou D). Tais pares de equagdes sao formas
alternativas das equacodes constitutivas (1) e (2) (IEEE, 1988).

A notacgao tensorial utilizada nas equacgoes constitutivas da piezoeletricidade dadas
por (1) e (2) pode ser apresentada de forma mais compacta, através das seguintes
equacoes:

T = F:5-e" E (7)
D = e:S+¢-FE (8)

onde T e S representam os tensores de tensdes mecanicas e deformagdes
mecanicas, £ e D representam os vetores de campo e deslocamento elétrico, c” é
o tensor de quarta ordem de propriedades elasticas com as suas componentes me-
didas sob campo elétrico constante, «° é o tensor de segunda ordem de proprieda-
des dielétricas medidas sob deformacao constante, ¢ é o tensor de terceira ordem de
propriedades piezoelétricas e e’ denota o tensor de terceira ordem proveniente da
transposicdo do tensor e. Os simbolos - e : denotam as contragdes por um e dois
indices, respectivamente; por exemplo, a - b = a;b; e A: B = A;;B;;.

2.4 Descricao dos tensores de material

As grandezas envolvidas nas equagoes (7) e (8) admitem uma reducao de indices
a fim de que possam ser representadas por vetores e matrizes. Tal reducao é aplicada
com o intuito de facilitar o tratamento destas equacoes, dada a natureza tensorial das
mesmas, e é feita mediante a equivaléncia entre as notagdes tensorial e reduzida,
conforme Tabela 1.

Tabela 1: Equivaléncia entre as notacdes tensorial e reduzida.

10Ukl pougq

11 1
22 2
33 3
23 ou 32 4
310u 13 5
12 ou 21 6
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Mais especificamente, a notagao reduzida consiste em substituir os indices ij e kl
das equacoes (1) e (2) por p e ¢, onde i, j, k € [ assumem os valores 1, 2 e 3, € 0S
indices p e ¢ assumem os valores 1, 2, 3, 4, 5 e 6, observando o disposto na Tabela 1.

Assim, a forma matricial das equacoes (7) e (8) é dada, respectivamente, por:

( ) B - ¢ \ —
E E E E _E _E
T €11 Ci2 C13 Ciy C15 Cyg S €11 €21 €31
E E E _E E _E
T Co1 Cyp Coz Coy Co5 Cop Sy €12 €22 €33 15
1
E E E _E LE _E
T3 | 61 C32 C33 C34 C35 Csp S3 €13 €23 €33 5 9)
= - 2
E E E E _E _E
Ty Cyn Cao Cq3 Cyq Cg5 Cyp Sy €14 €24 €34 I
E W[E _E _E _E _E 3
T5 C51 Cra Cs3 Csp Cs5 Cig Ss €15 €25 €35
E E E _E E _E
L 15 ) | G661 Ce2 C63 Cea Co5 Ce6 | | Se | €16 €26 €36
e
( )
Si
Sy
s s _S
D, €11 €12 €13 €14 €15 €16 g €11 €12 €13 Ey
_ 3 s s _S
Dy p = €21 €22 €23 €2 €25 €36 g + | €31 €5y €53 E, (10)
4 s S _S
D5 €31 €32 €33 €34 €35 €36 g €31 €32 €33 E;
5
S6

\ Vs

Muitas das componentes dos tensores de propriedades das equacdes acima sao
nulas ou podem ser escritas em funcao de outras componentes, dependendo da si-
metria do material. Nesta dissertacao, serao considerados os materiais de classe de
simetria hexagonal da familia 6mm, tais como os diversos tipos de titanato-zirconato
de chumbo (PZT), com direcao de polarizagao no eixo x3 (IEEE, 1988).

Os materiais piezoelétricos sao pelo menos transversalmente isotrépicos. Para os
materiais das classes hexagonais com anisotropia na direcao 3 e, considerando os
efeitos de simetria, é possivel reduzir as 21 propriedades do tensor elastico, as 18
propriedades do tensor piezoelétrico e as 9 propriedades do tensor dielétrico para,
5, 3 e 2 propriedades, respectivamente. Deste modo, os tensores de propriedades
elasticas c”, de propriedades piezoelétricas e e de propriedades dielétricas ¢ séo
dados, respectivamente, por:

ek s 0 0 0
kel e 0 00 0
B o B0 000
¢’ = : (11)
0 0 0 ¢ 0 0
0 0 0 0 c& o
0 0 0 0 0 &
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com cfy = 3(cty — cbs);
0 0 0 0 €15 0
€ = 0 0 0 €15 0 0 s (1 2)
es; e ess 0O 0 O
e
e; 00
=10 e, 0 |. (13)
0 0 e

Os valores das propriedades elasticas, piezoelétricas e dielétricas dependem do
material piezoelétrico empregado.

2.5 Estado plano de tensoes mecanicas

Para uma estrutura piezoelétrica que possui uma configuragdo geométrica com
comprimento (no eixo z;) e largura (no eixo x;) de dimensdes comparaveis e muito
maiores que a espessura (no eixo z3), pode-se estabelecer a seguinte hipotese de
estado plano de tensées mecanicas:

T3:T5:T6:D3:0. (14)

Esta hipotese permite tratar o problema bidimensionalmente de modo que, apds
modificagcdes nas matrizes das equagoes constitutivas piezoelétricas (9) e (10), obtém-
se a seguinte equacao matricial em estado plano de tensées mecanicas:

- cE 2 cE B earcE 7
r Tl 3\ ClEl _ (013%) CIE2 _ 1025113 0 0 es1 — 301512 ( Sl \
CE CE C 2 (& CE
T, ol — A2 of — Ll g 0 eg3— =5 So
11 C33 €11
Ty = 0 0 cgjﬁ e1s 0 Sa (15)
D, 0 0 els —€y 0 —Ey
(% CE (% CE 62
\ D, y, €31 — 51E12 €33 — 31E13 0 0 _653 o \ —Es ),
L 11 11 11 A



3 METODO DE OTIMIZACAO TOPOLOGICA

Neste capitulo, os conceitos basicos, o esquema resumido da implementag¢éao com-
putacional e os problemas de instabilidade numérica do método de otimizacao to-
poldgica sao apresentados e discutidos. Além disso, o0 método das densidades, utili-
zado para calcular a densidade de material em cada ponto do dominio, € apresentado
e o problema de minimizacdo da flexibilidade com restricao de volume € formulado,
pois este problema servira como base para a formulagao dos problemas a serem in-
vestigados nesta dissertacao.

3.1 Introducao

A otimizacao de estruturas mecanicas busca a melhor configuracao possivel den-
tro de um espaco de solucoes a fim de atender uma fungao objetivo especifica com
restricoes a ela impostas. Existem, basicamente, trés abordagens para a solucao
desse problema: a otimizagao paramétrica, a otimizacdo de forma e a otimizagao to-
poldgica.

Problemas de otimizagao paramétrica, de forma e topoldgica abordam aspectos
diferentes do problema de projeto estrutural. De acordo com Bendsge e Sigmund
(2003), em um tipico problema de otimizacdo paramétrica, um dos possiveis objeti-
vos pode ser encontrar a distribuicao de espessura 6tima de uma placa linearmente
elastica. A distribuicdo de espessura 6tima minimiza (ou maximiza) uma quantidade
fisica tal como o trabalho externo, a concentracao maxima de tensao ou a deflexao da
placa, enquanto o equilibrio e outras restricoes sobre as variaveis de projeto e de es-
tado sao satisfeitas. Ao se considerar uma placa, a variavel de projeto € a espessura
da placa e a variavel de estado pode ser a sua deflexdao. A principal caracteristica
da otimizacao paramétrica € que o dominio do modelo de projeto e as variaveis de
estado sao conhecidas a priori e a forma da estrutura nao € alterada ao longo do pro-
cesso de otimizagao, apenas as suas dimensoes. Por outro lado, em um problema
de otimizacao de forma o objetivo € encontrar a forma 6tima deste dominio, isto é, o
problema de forma é definido em um dominio que é agora a variavel de projeto. A
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otimizacao topoldgica de estruturas sélidas envolve a determinagao de caracteristicas
como o0 numero, a localizagao e a forma de buracos e a conectividade do dominio. A
quantidade de material removido, considerando a mesma flexibilidade, € crescente na
ordem apresentada das abordagens, sendo a otimizagao topoldgica a que resulta na
maior remocao de material da estrutura.

A Figura 6 traz um exemplo para cada uma das trés abordagens anteriormente
mencionadas. As estruturas do lado esquerdo sao aquelas a serem otimizadas en-
quanto que as do lado direito sdo as estruturas 6timas resultantes da aplicagao das
otimizagbes paramétrica, de forma e topoldgica em (a), (b) e (c), respectivamente.

@) => m
(b) m ﬁm

©) = CNESFN

Figura 6: Exemplos de otimizacdo estrutural: (a) otimizacdo paramétrica; (b)
otimizagao de forma e (c) otimizagao topoldgica. Fonte: Bendsge e Sigmund, 2003, p.
2.

Especificamente sobre o0 método de otimizagao topoldgica, este visa solucionar o
problema de distribuicao de uma dada quantidade de material em um dominio de pro-
jeto fixo sujeito a carregamentos e suportes de tal forma que certa funcao objetivo
atinja seu extremo. Um exemplo tipico é o problema de minimizacao da flexibilidade
(equivalente ao problema de maxima rigidez) com restricdo de volume (BENDSJE;
SIGMUND, 2003). As variaveis de projeto estao relacionadas a distribuicao de mate-
rial no dominio. E importante notar que o dominio de projeto é discretizado a fim de
que o problema de otimizagao topologica possa ser resolvido por meios computacio-
nais. Uma abordagem tipica para tal discretizagao utiliza o MEF e a forma pela qual se
aproxima a distribuicao do material no dominio pode fazer com que a formulagcao de-
penda da discretizagao (CHENG; OLHOFF, 1982). Com a discretizagao, cada ponto
do dominio pode assumir um valor de densidade dentro de um intervalo que a res-
tringe, possibilitando a auséncia de material (vazio, representado pela cor branca) até
a total presenca de material (solido, representado pela cor preta), assumindo densi-
dades intermediarias (dadas por uma escala de cinza) (BENDSQE; KIKUCHI, 1988;
BENDSQE; SIGMUND, 2003). Nesta configuracao, as regides da estrutura menos
exigidas em termos de esforcos mecanicos indicam necessidade de menos material
originando, assim, os buracos e/ou contornos menos densos no interior da estrutura.
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No metodo de otimizacao topoldgica, o resultado final da distribuicao de material
€ chamado de topologia 6tima. A topologia 6tima pode ser compreendida como o
dominio constituido de material sélido e densidades intermediarias, caracterizada pela
presenca de buracos (regioes de cor branca), com contornos bem definidos.

3.2 Conceitos basicos

Nesta secao sao apresentados dois conceitos fundamentais no qual se baseia o
método de otimizacao topoldgica: o dominio fixo estendido e modelo de material.

3.2.1 Dominio fixo estendido

O dominio fixo estendido gera uma regiao de trabalho estendido (€2) em torno da
regiao onde se espera que a topologia 6tima (£2;) se encontre, possibilitando que o pro-
cesso de otimizagao adicione ou retire material dentro desta regiao pré-determinada.
Trata-se, em outras palavras, do espaco no qual o algoritmo de otimizagao topoldgica
deve encontrar a estrutura 6tima. Este dominio esta limitado pelos pontos de apoio da
estrutura e pelos pontos de aplicagao de carregamento, como mostra a Figura 7.

O processo de otimizacao topologica consiste, entdo, em determinar os espagos
sem material (vazios) e a conectividade da estrutura através da remogao de material
no dominio fixo estendido. A obtencao da forma 6tima é influenciada pelas condigdes
de contorno, dadas pelos engastes, apoios e carregamentos, e pela quantidade de
material utilizado. Diferente da otimizacao de forma, na otimizacao topoldgica a malha
de elementos finitos do dominio nao se altera durante o processo, sendo alterada
somente a distribuicdo de material nos elementos.

r

1

Figura 7: Representagao de um dominio desconhecido contido no dominio fixo esten-
dido. Fonte: Silveira, 2012, p. 27.

3.2.2 Modelo material

No método de otimizacao topoldgica geralmente dois tipos de materiais sao utili-
zados para determinar a topologia 6tima da estrutura. A distribuicao destes materiais
pode ser definida como um problema de otimizagao de parametros discretos ou um
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problema do tipo booleano, sendo 0 a auséncia de material e 1 a total presenca de
material. Sendo assim, uma fungao caracteristica x(z), indicadora da fase soélida, é
definida em cada ponto = do dominio €2 da seguinte maneira:

1, sex ey,
X(@) = ‘ (16)
0, sex e Q\Qy,

sendo (2, a regiao onde ha presenca de material, inserida em um dominio €.

Para materiais isotropicos e considerando um dos materiais como vazio, certa pro-
priedade material constitutiva (como, por exemplo, 0 mddulo de elasticidade; veja
(BENDSQE; KIKUCHI, 1988; BENDSQE; SIGMUND, 2003)) pode ser escrita na
forma:

Y(2) = x(2)Y?, (17)

onde Y é a mesma propriedade do material base a ser distribuido.

O modelo material dado genericamente por (17) €, entdo, uma equagao que define
a mistura em microescala de dois ou mais materiais sendo que um deles pode ser
vazio, permitindo que a topologia 6tima tenha densidade 0 ou 1 em todos os pontos.

Em muitas aplicacdes, a topologia étima de uma estrutura pode consistir unica-
mente de uma variagdo macroscépica de um material e vazio, o que significa que a
densidade da estrutura é dada por uma parametrizacao inteira (do tipo booleano), ou
seja, 0 ou 1, resultando em uma topologia em preto e branco. Infelizmente, esta classe
de problemas de otimizagao de projetos € mal-posta (BENDSQE; SIGMUND, 1999)
de modo que sequéncias minimizantes do problema podem convergir para fora do
espaco de solugbes admissiveis ou nem mesmo convergir. Segundo Bendsge e Sig-
mund (1999), a abordagem mais comumente utilizada para contornar estas situagoes
€ a de substituir as variaveis inteiras por variaveis continuas e em seguida introduzir
alguma forma de penalizacao que leve a solugao para valores préximos de 0 e 1. Uma
parte-chave dos métodos caracterizados por este tipo de abordagem é a introducao
de uma fungao de interpolagao que expressa quantidades fisicas variaveis (a rigidez
do material ou o custo, por exemplo) como uma funcao de variaveis continuas. Dentre
alguns métodos, o método de homogeneizacao e o método das densidades tém des-
taque na literatura que trata dos problemas de otimizagao topoldgica. Neste trabalho,
aplica-se o segundo método, descrito a seguir.

3.3 Metodo das densidades

O modelo de material SIMP', igualmente conhecido como método das densida-
des, consiste em uma expressao matematica que estabelece o valor da propriedade

TEm inglés, Simple Isotropic Material with Penalization.



52

do material em cada ponto do dominio através de uma fungao pseudodensidade p(x)
(que nos problemas de otimizagao geralmente é a variavel de projeto) e a propriedade
basica do material a ser distribuido. A vantagem da utilizacdo deste método esta na
sua reduzida complexidade na implementacao e também porque utiliza a densidade
relativa do material como Unica variavel de projeto em cada ponto do dominio fixo es-
tendido 2 (BENDSQE; SIGMUND, 1999). Este modelo de material pode ser expresso
da seguinte forma (BENDSQE; SIGMUND, 1999, 2003):

c(x) = p(x)Pc, (18)

de modoque p > 1,0 < p(z) < 1ex €, péum expoente de penalizagdo, ¢ é o
tensor de rigidez elastica do material base isotrépico. No SIMP, o tensor de rigidez
elastica do material ¢(x) em cada ponto do dominio varia com a pseudodensidade p,
enquanto que o coeficiente de Poisson ° ndo depende de p.

O expoente de penalizagao p deve ser estabelecido de modo que conduza a
reducao das densidades intermediarias e que evite que as solugdes finais resultem
em minimos locais (BENDSQE; SIGMUND, 1999, 2003). Contudo, existe um conflito
na magnitude do fator de penalizacao p. A utilizagao de um p pequeno (natureza mais
continua do que discreta do problema) gera escalas de cinza ou valores de proprie-
dades intermediarias de material (valores de propriedades entre dois materiais base
tais como 0 ago e PZT, por exemplo), enquanto que valores muito altos para p (o que
representa uma natureza mais discreta do que continua) leva a problemas de con-
vergéncia e de instabilidade numérica, devido a tendéncia de retornar ao problema
discreto (limitar os valores da densidade de cada elemento somente a 0 e 1) (RUBIO,
2010).

Bendsge e Sigmund (1999) apontam que o expoente de penalizagao p deve satis-
fazer as condicoes:

2 4
P 2 maX{m,m} em 2D, (19)
1—-2% 3120
> b
p > maX{157_5V0,21_2V0} em 3D, (20)

de modo que estas estimativas satisfazem os limites de Hashin-Shtrikamn para ma-
teriais de duas fases (HASHIN; SHTRIKMAN, 1963). Em duas dimensdes, o0 menor
valor para p é 3 o que é admissivel para v = 1/3. Em trés dimensdes, o menor p
admissivel é 2, mas para ' = 1/3 também deveria ser escolhido um p maior do que
3. Além disso, as estimativas apresentadas em (19) e (20) sao validas apenas para
materiais isotropicos.
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3.4 Problema de minimizacao da flexibilidade

Nesta secao, é descrita a estruturacao geral para o projeto de topologia étima,
formulado como um problema de distribuicao de material. Esta estruturagao € analoga
as bem conhecidas formulagdes para problemas de dimensionamento para estruturas
discretas e continuas e € utilizada igualmente para o projeto estrutural via otimizacao
topoldgica. Trata-se do problema de minimizagdo da flexibilidade? cuja formulagéo se
da em termos de uma fungao objetivo e sob restricoes de projeto simples, geralmente
relacionadas com o equilibrio e volume do corpo elastico.

Neste trabalho, a flexibilidade é compreendida como o inverso da rigidez de um ma-
terial ANDERSON, 2005). Em outras palavras, a flexibilidade é a capacidade dos ma-
teriais em permitir determinada movimentagao, sem quebra ou ruptura, obedecendo a
lei de Hooke.

O problema de minimizagao da flexibilidade esta abaixo descrito em virtude de ser
conceitualmente um ponto de partida natural para problemas de otimizacao estrutural
de maior complexidade e também por refletir muitas das questoes fundamentais neste
campo de pesquisa.

Considere um elemento mecanico como um corpo ocupando um dominio €2, que
¢é parte de um dominio de referéncia maior Q2 no R? ou R3. Para tornar mais clara a
formulagao a ser feita, considere 2 um dominio bidimensional e o elemento mecanico
da Figura 8. O dominio de referéncia 2 é escolhido de tal forma que permita a definicao
de cargas aplicadas e condi¢cdes de contorno.

um ponto
do projeto

um ponto com

material fixo
um ponto com

nenhum material

Figura 8: Esquema ilustrativo para um corpo bidimensional sujeito a cargas aplicadas
e condicdes de contorno. Fonte: Adaptado de Bendsge e Sigmund, 2003, p. 3.

Pode-se definir o problema de projeto 6timo como o problema de encontrar a es-
colha 6tima do tensor constitutivo ¢ que € uma variavel sobre o dominio. Introduzindo

2Em inglés, minimum compliance problem, expressao largamente utilizada e ja consolidada. Equi-
valente ao problema de maxima rigidez.
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a forma bilinear de energia (isto é, o trabalho virtual interno de um corpo elastico no
deslocamento u, onde verifica-se o equilibrio, e para um deslocamento virtual arbitrario

v):
ac(u,v) = /QS(U) e(x) 2 S(v)ds, (21)

com as deformagoes S(u) dadas por (3) e a forma linear de carga

l(u):/Qf-udQ—l—/F t-udl, (22)

o problema de minimizacao da flexibilidade toma a forma

min [(w),
s.a: a.(u,v)=1(w) Yvel,
c e Cad- (23)

Nesta formulagdo, a equacgao de equilibrio é escrita na sua forma variacional com
U denotando o espaco dos campos de deslocamento cineticamente admissiveis, ou
seja,

U={ue W QR : u=(0,0,0)sobrel,}, (24)

onde W12(Q;R?) é o espago W12(Q) x W2(Q) x W2(Q), W2(Q) é o espago das
funcoes em L?(0) tais que as derivadas de primeira ordem em sentido de distribuicdes
também estdo em L%(Q). L*(Q), por sua vez, é o espago das fungdes reais cujo
dominio € Q) e cujo quadrado é finito-integravel. ', C T' = 01} € a parte da fronteira
onde sdo especificados os deslocamentos. Além disso, f € L*(©;R3) é o vetor das
forgas de corpo e t € L*(T';; R?) é o vetor das forgas de superficie aplicadas em I'; C
I' = 90 do contorno, onde L?(Q;R?) = L?(Q) x L?(Q) x L*(Q), L*(Ty;R3) = L*(T,) x
L*(Ty)x L*(T;) e L*(T';) é o espago das fungdes reais cujo dominio é T'; e cujo quadrado
¢ finito-integravel. Note ainda que I', UT; = I" e que o uso do indice ¢ indica que a
forma bilinear a. depende das variaveis de projeto.

No problema (23), C,, denota o conjunto dos tensores de rigidez elastica ad-
missiveis. O limite de recurso de material, dado por uma restricao de volume, pode
ser expresso na forma

/ p(x)dQ =nV <V, (25)
Q

onde n € (0,1] e V & o volume do dominio considerado. O valor escolhido para 7 limita
o uso de material a ser utilizado para a geracao da topologia 6tima. Ao se considerar
n = 0,5, por exemplo, impde-se que a topologia étima deve ter metade do volume da
topologia a ser otimizada.
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Uma abordagem tipica para resolver problemas do tipo (23) por meios computa-
cionais é discretizar o problema utilizando elementos finitos. Conforme Bendsge e
Sigmund (2003), é importante notar que ha dois campos de interesse no problema
(23): o deslocamento u e a rigidez c¢. Ao utilizar a mesma malha de elementos fini-
tos para ambos os campos e discretizar c como uma constante ¢, em cada elemento
pode-se, entao, escrever o problema (23) discretizado como

min FI'U,
U,ce
s.a: Kuu(c.)U=F,,
Ce € Cad, (26)

onde U é o vetor global de deslocamentos mecanicos e F, é o vetor global de forgas.
A matriz global de rigidez K, depende da rigidez ¢, no elemento e, numerado como
e=1,..., N, o que permite escrever K, na forma

N
Kuu = Z Kzu(ce)7 (27)
e=1

onde K¢, é a matriz de rigidez de um elemento finito.

Estabelecido o problema basico de minimizar a flexibilidade de uma estrutura e
a sua forma discretizada, as préximas secoes tratam das condicdes de otimalidade
para a variavel de projeto p (densidade) e do esquema de implementagao computa-
cional (padrao) para a resolugao do problema via método de otimizacao topolégica
integrado ao MEF. A implementacdo computacional, por sua vez, gera problemas de
instabilidades numéricas comentadas na sequéncia.

3.5 Condicoes de otimalidade

Seguindo os critérios de otimalidade padroes utilizados em otimizagcao estrutural, o
problema (23) pode ser utilizado para gerar esquemas de atualizagao computacional
extremamente eficientes para resolver problemas como os abordados neste trabalho
(ROZVANY; ZHOU, 1991; ZHOU; ROZVANY, 1991). A ideia é desenvolver métodos
numéricos que a cada iteracao, considerando uma topologia previamente computada
e seus deslocamentos associados, atualizem as variaveis de projeto em cada ponto
(ou em cada elemento da discretizacao) independentemente se feitas as atualizacoes
de outros pontos, baseados em condigdes necessarias de otimalidade. Para este
fim, Bendsge e Sigmund (2003) consideram o problema (23), escrito para o caso da
interpolacao das densidades pela abordagem SIMP, conforme apresentado abaixo, na
sua forma continua:
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min l(u),
(u,p)eUx(0,1]

s.a:  ac(u,v) =1(v) Yvel,
(x) = playe
Jop(2)dQ <V,
0<pmin <p< 1 (28)

Note que uma densidade minima p,,;, foi introduzida ao problema a fim de prevenir
qualquer singularidade possivel do problema de equilibrio. Em aplicac¢oes tipicas, tem-
S€ Prmin = 1073,

Com os multiplicadores de Lagrange A, A\~ (z), A\*(z) para as restrigdes de (28),
as condicGes necessarias para otimalidade para a variavel p sdao um conjunto de
condicoes estacionarias para o Lagrangeano

L = Il(u)—{ac(u,1) — (@)} + A (/Q p(z)dQ) — V)
n / A (@) (p() — 1)d2 + / A=) (o — ()2 (29)

onde w é o multiplicador de Lagrange para a restricao de equilibrio. As condigcbes para
otimalidade com respeito as variagdes do campo de deslocamento u resultam que
u = u enquanto que a condicao para p resulta na expressao:

S(u) : agg’)

cS(u) =A+ AT =2, (30)
observando, ainda, as demais condi¢des a seguir:
A>0, AT >0, AN (pmin—p) =0, At (p(z)—1)=0. (31)

Para densidades intermediarias (pmin < p < 1), a condi¢ao (30) pode ser escrita
como
S(u) : [pp(x)"~'e") : S(u) =14, (32)

gue expressa que o termo do lado esquerdo que atua como densidade da energia de
deformacéo é constante e igual a A para todas as densidades intermediarias. Como
€ esperado que areas com alta energia de deformacao tenham rigidez muito alta, o
seguinte esquema de atualizagcao do tipo ponto fixo para a densidade é considerado:
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max {(1 = {)pk, pmin}, S€ pxBr < max{(l— {)px, Pmin}
pr+1 = min{(1+)px, 1}, se min{(1+ ¢{)pk,1} < pxB%, (33)
px B, outro caso,

(BENDSQE; SIGMUND, 1999, 2003).
Em (33), px denota o valor da variavel de densidade no passo de iteragdo K e By
€ dado pela expressao

—1

Br = Ay S(ux) : [ppx(z)' =% S(uk), (34)

onde ux € 0 campo de deslocamento no passo de iteracao K, determinado a partir da
equacao de equilibrio e dependente apenas de px.

O expoente ¢ em (33) é um parametro de ajuste e ¢ um limite moével sendo que
este ultimo é utilizado para melhorar a convergéncia e atualizacdo das variaveis de
projeto. Ambos ¢ e ¢ controlam as alteragcdes que podem acontecer em cada passo
de iteracao e podem ser ajustados para melhorar a eficiéncia do método. A variavel
pi 41 atualizada depende do valor atual do multiplicador de Lagrange A e, portanto,
A deve ser ajustado em um lago de iteragéo interno a fim de satisfazer a restricdo
de volume ativa do problema (28). Ademais, o valor de A pode ser determinado uni-
camente utilizando um método de bisse¢dao ou um método de Newton. Valores tipicos
para ¢ e ( sao 0,5 e 0, 2, respectivamente (BENDSQE; SIGMUND, 2003).

Segundo Bendsge e Sigmund (2003), o tipo de algoritmo descrito acima foi uti-
lizado em um grande numero de estudos em projetos estruturais e esta bem esta-
belecido como um método (heuristico) efetivo para a solucao de problemas de larga
escala. A eficiéncia do algoritmo vem do fato que cada variavel de projeto é atualizada
independentemente das outras variaveis de projeto, exceto para redimensionamentos
que tem que acontecer para satisfazer a restricao de volume.

Com o exposto nesta secdo e na anterior, tém-se o0s ingredientes basicos
para a organizacao do fluxo da implementacao computacional do procedimento de
distribuicao de material para o projeto da topologia étima. Obviamente, ainda nao
foi comentado e nem mesmo apresentado com detalhes como se da a discretizagao
do dominio fixo estendido através do MEF, mas pode-se antecipar que esta € a pri-
meira etapa a ser considerada no procedimento computacional que resolvera numeri-
camente o problema de otimizacao topoldgica dado, por exemplo, pelo problema (28).
Com isso, pode-se estabelecer, ja na proxima se¢ao, um esquema do fluxo de calculos
do procedimento computacional e suas etapas.
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3.6 Procedimento computacional

O método direto para o projeto topoldgico utilizando o método de distribuicao de
material € baseado no calculo numérico da distribuicao global 6tima do material de
densidade p. Para um esquema de interpolagdao que penalize corretamente densi-
dades intermediarias, a topologia em preto e branco é o alvo principal de todo o es-
guema de implementagao. O método para encontrar a topologia étima de uma estru-
tura construida a partir de um Unico material isotrépico consiste das seguintes etapas
(BENDSQE; SIGMUND, 2003), apresentadas no fluxograma dado pela Figura 9.

O pré-processamento da geometria da estrutura e de seu carregamento consiste
em:

e Escolher um dominio de referéncia adequado que permita a definicao de tragcoes
de superficie, contornos fixos, entre outros.

e Escolher as partes do dominio de referéncia que devem ser projetadas e quais
partes da estrutura devem ser mantidas como sélidas ou vazias.

e Construir uma malha de elementos finitos que represente corretamente a estru-
tura e que possibilite a definicao de engastes e carregamentos, por exemplo.

e Construir espacos de elementos finitos para os campos independentes dos des-
locamentos e das variaveis de projeto.

A otimizagdo consiste em computar a distribuicdo 6tima da variavel de projeto p
sobre o dominio de referéncia. A otimizacao utiliza um deslocamento baseado na
analise dos elementos finitos e no esquema de critério de atualizagao de otimalidade
para a densidade. A estrutura do algoritmo é:

e Fazer o projeto inicial, por exemplo, uma distribuicdo homogénea do material. A
parte iterativa do algoritmo é:

I Para esta distribuicao de densidade, calcular pelo MEF os deslocamentos e
as deformagoes resultantes.
I Calcular as sensibilidades do problema e aplicar o filtro a esses dados;

I Utilizar um algoritmo de otimizacdo como MAM (Método das Assintotas
Moveis) ou PLS.

Y Atualizar as variaveis de projeto e repetir o procedimento até que as
condicoes de otimalidade sejam satisfeitas.

A Ultima etapa é a fase do pos-processamento, visando gerar as respostas graficas
do problema. Nesta etapa, deve-se:
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e Interpretar a distribuicao 6tima de material como uma topologia definida e repre-

Entrada de dados
(otimizacao e MEF)

A 4
Geracado da malha e
conectividade dos elementos
finitos

[«

v

Resolucdo do problema estatico
para as cargas externas

'

Calculo das sensibilidades do
problema estrutural e aplicagéo
do filtro a esses dados

v

Resolucao do problema de
minimizacao da flexibilidade para
pseudodensidades estruturais

.

Recalcular os limites moéveis e
retornar com as
pseudodensidades atualizadas

senta-la.

Verificagao da
convergéncia

Saida e plotagem
dos resultados

Fim

Figura 9: Fluxograma para o projeto topolégico 6timo utilizando o método de
distribuicao de material.

As complicagoes originadas da implementagao computacional dos métodos utiliza-
dos para a solugao numérica do problema de otimizacao estrutural sdo abordadas na
proxima secao.



60

3.7 Aspectos numéricos e complicacoes

Duas questoes importantes que influenciam significantemente os resultados com-
putacionais de topologias 6timas serdao discutidas nesta secdao. Trata-se da de-
pendéncia em relagao ao refinamento da malha e do surgimento de regides com as-
pecto igual ao de tabuleiros de xadrez. Conforme explicado em Bendsge e Sigmund
(2003), o surgimento de regides com aspecto igual ao de tabuleiros de xadrez resulta
da alternancia de elementos soélidos (pretos) e vazios (brancos) adjacentes, dai a ana-
logia com o tabuleiro, e esta relacionado com a discretizagdo do problema continuo
original. A dependéncia da malha se refere as diferentes solugdes 6timas qualitativas
que sao obtidas para diferentes discretizagdes do dominio viavel de projeto. Utiliza-
se, nesta dissertacao, a técnica conhecida como Filtro de Sensibilidades (SIGMUND,
1997) para solucionar os problemas de dependéncia em relacao ao refinamento de
malha e surgimento de tabuleiros de xadrez.

Outras duas importantes questdes na aplicacido de métodos de otimizacao sao
aquelas relativas a ndao convexidade e aos dados que definem as condi¢cdes de con-
torno e a geometria dos problemas. A origem das problematicas trazidas por estas
questdes nao esta no método de otimizagao topoldgica em si, mas nos métodos de
otimizagao em geral.

3.7.1 Refinamento da malha e existéncia de solucoes

Segundo Bendsge e Sigmund (2003), esta bem estabelecido que o problema
de otimizacao topoldgica (23) nas versdes 0-1 e SIMP nao possui solucées na sua
configuracao continua. A razao disto se deve ao fato de que a criacao de reforcos
cada vez mais finos geralmente aumenta a eficiéncia da estrutura, ou seja, a criacao
de furos sem alterar o volume total do material € de grande valia, mas, por outro lado,
num determinado limite, havera a criagao de microestruturas que nao podem ser con-
sideradas isotropicas e a solugdo nao estara dentro da gama de solugdes originais
isotropicas. Bendsge e Sigmund (2003) explicam que, em implementagdes computa-
cionais e, portanto, nos problemas discretos, este efeito é visto como uma instabilidade
numérica onde um grande nuimero de buracos aparece quando uma malha de elemen-
tos finitos mais fina € empregada, isto &, refinar a malha de elementos finitos para o
dominio de referéncia conduz a geragao de mais padroes microestruturais internos
semelhantes ao que a teoria prediz.

A abordagem para a geracao de solucoes macroscopicas apenas com preto e
branco e independentes da malha esta em reduzir o espaco de solugoes através de
algum tipo de restricao local ou global sobre a variavel de densidade, impedindo a
formacao de microestruturas. Em Sigmund (2007), os métodos de filtragem foram revi-
sados e introduziu-se uma nova classe de métodos baseada em operadores de forma
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gue diminuem o aparecimento de cinzas. Conforme a revisao, as técnicas recaem em
trés classes genéricas: (1) métodos de filtragem independentes em relagao a malha,
como os filtros de sensibilidade e filtros de densidade; (2) métodos de restricao, como
o método do controle de perimetro e os controles local e global de gradientes e (3)
métodos alternativos, como parametrizagbes por ondaletas®, abordagens de campo
de fase* e o método de conjunto de nivel® (SIGMUND, 2007). Diversos trabalhos
que utilizam cada um dos métodos acima citados podem ser encontrados no trabalho
anteriormente citado.

O Filtro de Sensibilidades (SIGMUND, 1997; SIGMUND; PETERSSON, 1998;
BENDSQE; SIGMUND, 2003) € um método puramente heuristico, mas obtém resulta-
dos semelhantes aos métodos de restricao de gradientes, por exemplo. O filtro con-
siste em modificar a sensibilidade (taxa de variagao da fungao objetivo ou restricoes
em relagdo a uma variavel de projeto) de um elemento finito especifico baseado em
uma média ponderada das sensibilidades de elementos vizinhos. A experiéncia com-
putacional tem mostrado que esta técnica é um meio eficiente de obter uma inde-
pendéncia em relagdo a malha em otimizacao topoldgica.

A técnica funciona mediante a modificacao das sensibilidades de alguma grandeza
G em relagcao a uma pseudodensidade py, da seguinte forma:

Ble 1 ~ 0G

onde 5@/8;% € a nova sensibilidade, N € o nimero total de elementos na malha e o
fator de peso ﬁi é dado por

H; = ro — dist(k,i),  {i € N|dist(k,i) < rpmint, k=1,...,N. (36)

Nesta expressao, o operador dist(k,i) é definido como a distancia entre o centro do
elemento k£ e o centro de um elemento i. O fator de peso H; é zero fora da area
de filtro do elemento k. De acordo com Bendsge e Sigmund (2003), € notavel que
a sensibilidade (36) converge para a sensibilidade original quando o raio de filtragem
Tmin S€ @Proxima de zero e que todas as sensibilidades sao iguais quando r,,;, cresce
infinitamente.

Apesar da base tedrica do método ainda nao estar completamente compreendida,
inumeras aplicacoes dadas, por exemplo, por problemas bi e tridimensionais, proble-
mas com até vinte restricbes estruturais e também problemas envolvendo multiplas
areas de fisica, sdo baseadas neste método de filtragem, mostrando que essa é uma

3Técnica mais conhecida pelo seu nome em inglés, wavelet parameterization.
“Em inglés, phase-field approaches.
SEm inglés, level-set method.
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ferramenta extremamente Gtil. Ademais, a técnica fornece resultados estaveis sob re-
finamento de malha e mantém um comprimento minimo de escala que é controlado
pelo raio de filtragem r,,;,.

3.7.2 Instabilidade do tabuleiro

Regides com padrdes iguais a tabuleiros de xadrez aparecem frequentemente em
solucdes obtidas pela implementacao direta do método de distribuicao de material
que utiliza o deslocamento baseado no MEF. Tais regides sao caracterizadas por uma
configuracao periédica de elementos pretos e brancos adjacentes, conforme pode ser
visualizado na Figura 10. Atualmente, compreende-se que os padroes de tabuleiro
estao relacionados as caracteristicas das aproximacoes dos elementos finitos e, mais
especificamente, devido a ma modelagem numérica que superestima a rigidez dos
tabuleiros.

Figura 10: Topologia com instabilidade de tabuleiro. Fonte: Adaptado de Bendsge e
Sigmund, 2003, p. 39.

A técnica de filtragem de sensibilidades apresentada na subsecdo 3.7.1 pode
também ser utilizada para restringir o surgimento de padrdes de tabuleiro de xadrez.
Conforme Sigmund (1998), isso se deve ao fato de que a sensibilidade de uma de-
terminada grandeza de interesse, calculada para um elemento especifico, depende
da média ponderada da sensibilidade do préprio elemento e das sensibilidades dos
elementos vizinhos mais préximos.

O problema numérico da instabilidade de tabuleiro ja foi investigado em diversos
trabalhos (DIAZ; SIGMUND, 1995; JOG; HABER, 1996) apud (SIGMUND; PETERS-
SON, 1998). Os dois trabalhos citados por Sigmund e Petersson (1998) fornecem
orientagdes Uteis de escolha dos elementos estaveis e mostram que padrées de tabu-
leiro de xadrez sao propensos a aparecer na homogeneizagao e na abordagem SIMP.
Conforme aponta Silveira (2012), solu¢cdes modernas, incluindo elementos finitos fora
dos padrdes convencionais, ja podem ser encontradas em alguns trabalhos (JANG
et al., 2003; TALISCHI; PAULINO; LE, 2009).

A instabilidade de tabuleiro pode ser evitada pela utilizacao do filtro de sensibili-
dades, equacao (35), pois este ndao permite o surgimento de regides de elementos
brancos em meio aos elementos pretos tal como mostra a Figura 10.
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3.7.3 Minimos locais e dependéncia de dados

A nao convexidade da maioria dos problemas de otimizacdo topologica leva a
possibilidade de encontrar multiplos minimos locais e diferentes solugbes para a
mesma discretizagdo quando sao utilizados diferentes parametros iniciais no algo-
ritmo de otimizagao. Isto ocorre porque os algoritmos convergem quando se utiliza
programacao convexa enquanto que para programacao ndo convexa garante-se a
convergéncia apenas para 0s pontos estacionarios, que nao sao necessariamente
minimos globais (SIMONETTI, 2009).

Métodos de continuacao tém sido utilizados para tratar o problema comentado no
paragrafo anterior. A ideia geral destes métodos € mudar gradualmente o problema
de otimizacao convexo, que permite regides de densidades intermediarias, para o pro-
blema de otimizagao original nao-convexo (do tipo 0-1), em um numero de passos. Em
cada passo destes métodos, um algoritmo de otimizacao baseado em gradientes é uti-
lizado a fim de buscar a convergéncia. Contudo, nao ha garantia de convergéncia na
utilizacao destes métodos o que pode acontecer, por exemplo, no caso de problemas
que apresentam muitos minimos locais para os problemas relaxados (STOLPE; SVAN-
BERG, 2003). Segundo Silveira (2012), um exemplo do uso desse tipo de método
pode ser verificado no caso onde a estrutura é primeiramente otimizada permitindo
regides consistindo de compdsitos e, apds a convergéncia, gradualmente se introduz
um esquema de penalizacao para se obter uma topologia sem elementos de densi-
dade intermediaria.

A dependéncia dos resultados de um projeto topologico em relacdo aos dados
que sao escolhidos antes de aplicar o procedimento de otimizagao é de extrema im-
portancia uma vez que mudangas no dominio fixo estendido, mudancas nos carrega-
mentos ou nas condi¢cdes de contorno alteram drasticamente o projeto que um algo-
ritmo pode alcancar (SILVEIRA, 2012).



4 PROJETOS SIMULTANEOS DE OTIMIZACAO TO-
POLOGICA E LOCALIZACAO DE ATUADORES

A questao da localizagao o6tima para atuadores em estruturas é investigada em
dois problemas neste capitulo. Conforme ja mencionado na revisao bibliografica, ex-
periéncias e estudos recentes tém mostrado que a eficiéncia de projetos mecanicos
otimizados depende de um nimero consideravel de fatores, dentre eles: a distribuicao
otima de material, o tipo de controle aplicado ao projeto e a localizagao dos atuadores
e sensores na estrutura. A pratica comum para o desenvolvimento de uma estrutura
controlada aponta para um projeto em sequéncia onde a estrutura é definida segundo
critérios de resisténcia mecanica e, em uma segunda etapa, o sistema de controle é
projetado com base nessa estrutura pré-definida. Contudo, desde o final da década
de 80, esta pratica tem sido repensada e um projeto simultaneo de otimizagao para a
topologia estrutural e para o controle para a reducao de vibragées vem sendo consi-
derado como uma alternativa para a minimizacao dos custos € melhora na resposta
vibracional dos projetos (SILVEIRA, 2012).

Diversos autores afirmam que o projeto de otimizacao estrutural e de controle
combinados podem obter melhores resultados que o projeto sequencial tradicional
(HALE; LISOWSKI; DAHL, 1985; MILLER; SHIM, 1987; SALAMA et al., 1988; MILMAN
et al.,, 1991; SILVEIRA, 2012; SILVEIRA; FONSECA; SANTOS, 2014). Obviamente, a
localizagao 6tima para atuadores é uma problematica que esta intimamente ligada ao
tipo de controle que se aplica a determinado projeto mecéanico. Neste sentido, mui-
tos trabalhos que tratam a otimizacao topologica e o controle contribuem significante-
mente para a abordagem do problema da localizacao de atuadores, mesmo que nao
tratem especificamente a localizacao de atuadores em suas problematicas, como € o
caso da maioria dos trabalhos citados neste paragrafo e também daqueles apontados
na revisao bibliografica.

Nos problemas abordados nesta dissertagcao, considera-se dois materiais de den-
sidades distintas na composicao das estruturas, um para parte puramente estrutural e
outro para os atuadores da estrutura. Ha duas razdes principais para tal consideracao
na formulacdo destes problemas: a primeira esta relacionada com a possibilidade
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de impor as quantidades maximas de cada material, permitindo que a otimizagao to-
poldgica seja feita considerando uma restricdo para o material estrutural (aquele que
€ elastico e isotropico e constitui praticamente todo o corpo da estrutura) e outra para
o material dos atuadores; a segunda razao tem relacao com a resposta grafica para a
indicacao da melhor localizacao dos atuadores, uma vez que na implementagcao com-
putacional ndo sdo necessarios calculos adicionais para a obtengdo da localizagao
6tima de atuadores, mas apenas um comando de impressao grafica que mostre as
porcdes (ou regides) mais adequadas para se considerar material dos atuadores.

Com base em trabalhos ja realizados para o projeto mecanico estrutural e de con-
trole e para a localizacao de controladores, atuadores e sensores em estruturas, esta
dissertagao propde um procedimento simultaneo que utilize o método de otimizagao
topoldgica para projetar a estrutura 6tima através da minimizacdo da flexibilidade e
da energia de controle do sistema de modo a indicar a melhor localizagao para os
atuadores nesta estrutura.

Assim sendo, considerando a combinacao da otimizacao topoldgica com o con-
trole, os problemas apresentados a seguir sao formulados a partir do problema de
minimizacao da flexibilidade, exposto em (23) e em (28). Na secao 4.1 o problema
considera uma forma de atuador proporcional para o projeto mecanico enquanto que
na secao 4.2 o atuador é caracteristicamente piezoelétrico.

4.1 Localizacao de atuadores proporcionais

Nesta secao, busca-se a formulacao, o desenvolvimento e os resultados para o
problema simultaneo de otimizacao topoldgica e localizacdo de atuadores proporcio-
nais em estruturas. A modelagem matematica do problema é apresentada e discutida
na secao 4.1.1 e a partir dela faz-se a analise de sensibilidades, detalhada na segao
4.1.2. O problema € entao discretizado via MEF na secao 4.1.3 e, por fim, simulagdes
computacionais sdo conduzidas na se¢ao 4.1.4 a fim de mostrar os resultados graficos
e a eficiéncia do método.

4.1.1 Modelagem matematica do problema de otimizacao

Considere o classico problema de minimizacao da flexibilidade em elasticidade li-
near. Seja 2 um dominio aberto e conexo com uma fronteira lipschitiziana I". A fron-
teira I" é dividida em duas partes, I'; e T, referentes as fronteiras onde serao aplica-
das as cargas e especificados os deslocamentos, respectivamente. O problema pode
entdo ser formulado pela minimizagao do funcional /(u) sobre o conjunto ¥ da forma
como apresentado abaixo:



66

min l(u),
(w,p1,02)€Y
s.a: a(u,v,p,p2) —l(v)=0 Yvel, (37)

onde W é o conjunto dos deslocamentos e valores das variaveis de projeto admissiveis,
dado por ¥ = U x B; x By, de modo que

B, = {pl(x) mensuravel : 0<p;,. <pi(z)<lemQe /pl(x)dQ = an} ,
Q

By = {pg(:c) mensuravel : 0 <p., . <pa(z)<lemQe /pg(:c)dQ = ngv} :
Q

onde U/ é o espaco dos campos de deslocamento cineticamente admissiveis, conforme
equacao (24), V é o volume total do dominio €2, 1, e n, sao fracées do volume que,
ao serem consideradas no problema, impoem restricoes quanto ao uso do material de
densidade p; e p,, respectivamente.

A funcao custo do problema é minimizada em relagdo as variaveis de projeto es-
trutural p; e de controle p,, onde o funcional

l(u):/ﬂf-uquL/Ftt-udF (38)

€ o trabalho das forcas externas com u sendo o vetor de deslocamentos mecanicos,
t € L*(Ty;R?) representa o vetor das forgas de superficie e f € L*(Q2;R?) o vetor das
forcas de corpo. Note também que p,,,,, € p2,.,, dizem respeito as densidades minimas
relativas as variaveis de projeto estrutural e de controle, respectivamente. Além disso,

ol propn) = [ S o) s S@a+ [ rushipnpr)-va, (@9

€ dado pela soma do trabalho virtual interno de um corpo elastico em equilibrio (repre-
sentado pelo primeiro funcional), onde S € o tensor de deformacao dado pela equagao
(3); e da energia de controle do sistema (o0 segundo termo do lado direito da equagao
(39)) que, ao conter a constante de proporcionalidade r, assume o papel de uma ener-
gia de um atuador proporcional.

Tal controle proporcional pode ser compreendido como uma mola cujo propodsito
€ o de anular a acao de forcas aplicadas na estrutura. Para isso, uma extremidade
da mola esta fixa e € externa enquanto a outra esta presa na viga. Assim sendo, a
constante » desempenha o papel da rigidez da mola na equagao (39). Dois exemplos,
meramente ilustrativos, sao apresentados na Figura 11.
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e
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Figura 11: Esquemas ilustrativos para sistemas viga-mola relativos ao problema si-
multaneo de otimizagao topoldgica e localizacao de atuadores proporcionais.

Contudo, é preciso esclarecer que, na formulagcao e resolucdo do problema, as
molas nao estao inicialmente fixadas, ou seja, nao se conhece a sua localizacao na
viga, uma vez que é a localizagao 6tima o que se procura obter.

O termo ¢(p;) é tal que

c(pr) = pr(x)e, (40)

onde ¢ é o tensor de rigidez elastica do material base. O termo

h(p1, p2) = p1(x)"pa(w)"h° (41)

€ uma funcao de localizagéo, sendo h° uma matriz de localizagdo que indica o local
onde se ira aumentar (ou diminuir) a rigidez dos elementos nas dire¢coes x; ou z,. As
equacoes (40) e (41) definem o modelo material do problema (37).

No SIMP, conforme ja comentado na secao 3.3, o tensor de elasticidade ¢ do ma-
terial em cada ponto do dominio varia com a pseudodensidade p;, enquanto que o
coeficiente de Poisson »*, relativo ao material, ndo depende de p;.

A matriz de localizagdo h° pode ser utilizada quando se quer impor uma determi-
nada condigao permanente a um elemento da malha. Como ilustragdo, considera-se
a discretizacao para o dominio retangular de projeto apresentado na Figura 12. Para
manter somente o elemento 1 solido durante o processo de otimizacao topoldgica, a
matriz »° é dada por h{, = 1 e h); = 0 para ij # 11.

1 4 7
2 5 8
3 6 9

Figura 12: Malha 3 x 3 para uma viga em balanco sujeita ao préprio peso.
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A restricao de igualdade do problema (37) provém do Principio dos Trabalhos Vir-
tuais. As correspondentes equacgoes, nas suas formas fortes, sao dadas por

Vo(u,p1) —rh(p1,p2) -u+ f=0, emq; (42)
o(u,p1)-n=t, emIy; (43)
u=1(0,0,0), emTy; (44)

onde o(u, p1) = c(p1) : S(u).

Assim sendo, o problema simultaneo continuo de distribuicdo étima de material e
localizagao de atuadores proporcionais esta bem definido. A resolucao deste problema
implica, claramente, em obter duas respostas: a topologia 6tima condizente com as
restricdes de suporte e de carregamento, especificadas pelas equacgoes (44) e (43), e
restricoes de material especificadas pelos conjuntos B; e B;; € a melhor localizagao
para atuadores nesta topologia. Para este fim, considerar-se-a:

e 0 Lagrangeano £ do problema (37);

e as derivadas da funcao objetivo e das restricbes com respeito as variaveis de
projeto, etapa que sera feita através do Lagrangeano;

e adiscretizacao da fungao objetivo e das restricoes;

e a implementacdo computacional baseada no fluxograma dado pela Figura 9,
considerando a discretizacao feita na etapa anterior.

4.1.2 Analise de sensibilidades

A andlise de sensibilidades consiste em calcular as derivadas da fungcao objetivo e
das restricoes com respeito as variaveis de projeto e resolver o problema estacionario.
Tais derivadas sao fundamentais na implementacao computacional do problema, pois
fazem parte do cddigo do otimizador que atualiza as variaveis de projeto a cada
iteracdo. Para o problema em questao € possivel calcular as sensibilidades analiti-
camente. Para este fim, considerar-se-a o Lagrangeano £ do problema (37) de onde
serao obtidas as expressoes das derivadas em relacao as variaveis de projeto, p; e
p2, bem como as equacdes de equilibrio do problema por meio das variagdes em u €
v, sendo estas variaveis de estado.

O Lagrangeano L para o problema tratado nesta secao é dado por

E(U, v, P, Av )‘) = l(u) - CL(U, U, P1, p2) + l(U)

A ( / prS) mV) n / A (pr — 1)d2 + / X (prn, — pr)d2
Q Q Q
Q Q Q
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onde v atua como um multiplicador de Lagrange para as restricoes de equilibrio, as
quais sao expressas por (42), (43) e (44), correspondendo a restricdo de igualdade
do problema (37) na sua forma fraca. Além disso, p representa as variaveis de projeto
p1 € By e ps € By, ambas fungoes escalares de x, A e A representam multiplicadores de
Lagrange de modo que A representa A;, A, € R e X representa as fungdes escalares
A1, A2, A3, Ay € L2(Q2). Em (45), denotar-se-a:

wi(p1) = My (/Q p1dS2 — 771V) + /Q A1 (p1 — 1)dQ2 + /Q A2 (P15 — P1)d (46)

A fim de obter as equacdoes de Euler-Lagrange do problema de otimizacao,
considera-se nos calculos abaixo uma variavel real auxiliar, denotada por &, e
ay = {a;, i € {1,2,3,4}} o conjunto de dire¢coes admissiveis em W.

Variacao em u:
A variacao do Lagrangeano £ com respeito a variavel u na diregao de a; é deno-
tada por §,L(u, v, p, A, \; a1). Considera-se, entédo, a igualdade

SuL(u, v, p, A, X; 1) =0, (48)

de onde segue que
dul(u; 1) — dya(u, v, p1, po; 1) = 0. (49)

Note que
dul(ujop) = /f-éudQ—i—/ t - oudl
Q Iy

) )
= -l =(u o i ol (7 g d
/Qf {as( e )L_o‘m*/pf {05( e )L_o v

_ / [ and + / - and, (50)
Q T

e também que
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dua(u, v, p1, p2; 1) = / S(ou) : c(pr) : S(v)dQ + / réu - h(p1, p2) - vdQ
Q 0

- [ ([a%(“f“”LJ clpr)  S()d9

+ /Q r [a%(u + 5041)] o h(py, p2) - vd§2

= / S(aq) :e(pr) : S(v)dQ + / raq - h(py, pa) - vd§. (51)
Q Q

Considere a identidade, oriunda do Teorema da Divergéncia,

/[zV-y+Vz-y]dQ:/zy-ndF, (52)
Q

T

onde z € um campo escalar, y € um campo vetorial € n € um vetor normal a superficie
I'. Utilizando a versao desta identidade para tensores de segunda ordem na primeira
integral da ultima igualdade de (51), obtem-se que

/ S(an) :e(pr) : S(v)dQ = / ay - [e(pr) : S(v)]-ndl — / ai - V- e(pr) : S(v)]dS2.
Q Iy Q
(53)
Escrevendo o (v, p1) = ¢(p1) : S(v) em (53) e considerando os resultados de (50),
(51) e (53) na equacao (49), obtem-se

/Qal'[V'U(Uapl)_Th(Pl,P2)'U+f]dQ+/ ay - [o(v,p1) - n —t]dl' =0, (54)

'y

para todo o, admissivel. Assim, do Lema Fundamental do Calculo de Variacoes, tem-
se que

Vo(v,p1) —rh(pi,p2) v+ f=0, em; (55)
o(v,p1) - n=t, emTy (56)
v=0, emT,. (57)

Variacao em v:
A variagao do Lagrangeano £ com respeito a variavel v na diregao de «, € denotada
por 6, L(u, v, p, A, \; az). Considera-se, entdo, a igualdade

o L(u, v, p, Ay A; ) =0, (58)
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de onde segue que
Sl (v; ) — dya(u, v, p1, po; ae) = 0. (59)

Os calculos para esta variagao sao analogos aos calculos da variacao em u e por
isso sao omitidos neste texto. As equacgoes de Euler-Lagrange obtidas sao:

V-o(u,p1) —rh(pr, p2) -u+ f=0, em; (60)
o(u,p1)-n=t, emIy; (61)
u=0, emTl,. (62)

A partir das equacoes (55)-(57) e (60)-(62), conclui-se que
u=wv, em Q. (63)

Variacao em p;:
A variacao do Lagrangeano £ em relagao a variavel de projeto p; na diregao de a3
é denotada por 6, L(u, v, p, A, X; a3). Considera-se, entéo, a igualdade

dp L(u, v, p, A, X;3) = 0, (64)
de onde segue que
—0pa(u, v, p1, p2; a3) + 0, wi(p1; az) = 0. (65)
Note que
Spalusooprpiad) = [ S) b (clo)ian) s S@HL+ [ 6, (hlpu i) v
Q Q
0
- [ stw: [a§<pl+5a3> L - S(0)d0
+/ru' {ﬁ(m +€a3)p,0’2’h0] - vdS)
Q 85 £=0
= /S p(pr + §az)’™ 06360]520 1 S(v)dS

+ /Q ru- [p(p1 + Eag)p_lagpgho}gzo - vdS)
— /QS(u) : [p(pl)pflagco} : S(v)dQ
+/Qru- [p(p1)P s phh] - vd€2

dc(pr) / Oh(p1, p2)
= S : 2 S(v)dQ) + 2 df)
/Q (u) @ ag o0 (v) g rasu o v

(66)
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e também que
5p1w1(p1;043) = A1/5p1d9+/Al(spldQ—/)\deldQ
Q Q Q

0 0
- {a—a““ “%)} M R [a_s(’” *f%’] o
0
_\/g;/\Q |:a—€(p1+5043):|£0d9

= Al/a3d9+/)\1a3d9—//\2a3d9. (67)
Q Q Q

Considerando que v = u, da equagao (63), e os resultados de (66) e (67) na
equacao (65), obtem-se que
dc(p1) )

/Qag {—S(U) oy Stw —ru

ah(pla Pz)

Ip

para todo «3 admissivel, de modo que, do Lema Fundamental do Calculo de Variagdes,
segue que

dc(pr)
dp1

:S(u)—ru-M-u—i—Al—l—)\l—)\Q:O, emQ.  (69)

—S(u) : o

A equacao (69) é equivalente a
—S(u) : [pt ]+ S(u) —ru- [pp T oER] cu+ A+ A — A =0, em Q. (70)

Note, contudo, que valem as seguintes condigdes para A; e A, (conforme discutido
na secao 3.5):

AM>0, A2>0, M(p—1)=0, Xalpr,, —p) =0, (71)

o que indica que, para densidades intermediarias (p;
Assim, a equacao (70) pode ser escrita como

< pp <1),tem-se \; = \; = 0.

min

S(u) : [ppf_lco] cS(u) +ru - [ppzl’_lpgho} cu = Ay, (72)

Variacao em ps:
A variacao do Lagrangeano £ em relacao a variavel de projeto p, na direcao de ay
é denotada por 6,,L(u, v, p, A, X; ay). Considera-se, entéo, a igualdade

5,02£(U7U7p7Aa )‘; CY4) = 07 (73)
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de onde segue que

—0p,a (U, vV, p1, P2; Q) + 6y wa(p2; g) = 0. (74)
Note que
Oppa(U; v, 1, p2;0vg) = U - 0y (R(p1, p2); ) - vAQ
= ru - { P(pg 4 Eaug)PRO - vdfS)
£=0

. [a4pp11’(p2 + £a4)p’1h0} o vdf)
ru - [oupphpb ' hY] - vdQ

. ah(ﬂh P2)

- vdf)
dpa

rogu

I
S— S— 5 S— 55—
<

e também que
5IDQIU2(p2;Oé4) = A2/5p2d§2+/)\35p2d9—/)\45p2d§2
Q Q Q

= Ay / L,i(pg + foq)} g:on + / {865 (p2 + 5044)} g:on

0
_/ [ag(szLgoa;)L:OdQ
= AQ/S;OQLdQ—f-/S;/\gOQLdQ—/s;/\ZLquQ. (76)

Considerando que v = u, da equagao (63), e os resultados de (75) e (76) na
equacao (74), obtem-se que

h

/a4[—ru-w~u+/&2+)\3—)\4}dﬂ:0, (77)
Q 8/72

para todo «, admissivel, de modo que, do Lema Fundamental do Calculo de Variacoes,

tem-se que

L M) =0, em Q. (78)

8p2
A equacao (78) é equivalente a

—ru- [ppzfpg_lho] cu+ A+ A3 — A =0, emQ. (79)

Note, contudo, que valem as seguintes condigdes para A; e A\, (conforme discutido
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na secao 3.5):
A3 0, A=0, As(p2—1)=0,  Alpa,,, —p2) =0, (80)

o que indica que, para densidades intermediarias (p,
Assim, a equacao (79) pode ser escrita como

< po < 1),tem-se A3 = A\, = 0.

min

ru- [pohpy 'hC] - u = As. (81)

A anadlise de sensibilidades esta completa.

As variagdes do Lagrangeano com respeito as variaveis de estado resultaram nas
equacoes de equilibrio do problema - as equacdes (55)-(57), com u = v. As equacoes
(72) e (81), obtidas pelas variagdes do Lagrangeano com respeito as variaveis de
projeto, sao fundamentais para a atualizagao das densidades dos elementos finitos
a cada iteragao do algoritmo de otimizagao topoldgica e por isso serao utilizadas na
forma discretizada.

4.1.3 Discretizacao do problema de otimizacao via MEF

A discretizacdo do problema continuo de otimizacao dado pelas equacgdes (37)-
(39) consiste em dividir 0 dominio continuo de referéncia 2 em um namero finito de
elementos Q2°. A regiao 2 de volume V passa a ser composta de n subdominios de
volume V¢. Nesta configuracao, o método parte de uma aproximagao para as variaveis
primais no nivel destes subdominios que sao chamados de elementos finitos.

Em cada elemento finito Q2 sdo definidos alguns pontos, nomeados nés, onde as
incégnitas (no caso deste problema, os deslocamentos mecanicos) sao determina-
das. Os elementos finitos sao limitados pelas suas arestas de modo que é o encontro
de duas arestas que da origem a um n6. Também sao nos nés que as condi¢des
geométricas e mecanicas de contorno (suportes e carregamentos) sao atribuidas.
Sendo assim, a discretizacao do dominio deve ser apropriada para representar a ge-
ometria e para receber as condigdes a ela impostas. O resultado desta discretizacao
origina o que se chama de malha de elementos finitos.

A relagao entre as incognitas nodais de um elemento finito e as incégnitas de um
ponto arbitrario, no mesmo elemento, sdo determinadas por fungdes de interpolacao
do tipo polinomiais (COOK; MALKUS; PLESHA, 1989). A quantidade de fungoes de
interpolagao é igual ao numero de nds de um elemento ¢ e sdo elas que garantem
gue as interfaces de elementos finitos adjacentes permanecam contiguas quando da
deformagao da malha, nao havendo possibilidade, portanto, para formacao de vazios
entre elementos e nem sobreposicao de partes de elementos (SORIANO, 2009).

Neste trabalho, considera-se como elemento mestre (¢ o elemento isoparamétrico
bilinear, também chamado elemento Q4. Para o elemento retangular cujos lados tém
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comprimentro 2, com z; = 0 € z; = 0 no centro do elemento, fixa-se 0s eixos cartesi-
anos x; € r, de modo que sejam paralelos aos lados do elemento, conforme a Figura
13. Os nés do elemento tém, portanto, coordenadas »; = +1 e 2, = +1. Como as
discretizacoes nesta dissertacao sao feitas sob dominios retangulares, a malha de ele-
mentos finitos é formada também por elementos retangulares, ndo sendo necessaria
a abordagem que trata da transformagao geométrica das coordenadas naturais para
as coordenadas fisicas, como geralmente € explicado na teoria de elementos finitos.

e 1 —1

Figura 13: Elemento isoparamétrico bilinear. Fonte: Adaptado de Cook, Malkus e
Plesha, 1989, p. 166.

Uma vez que o elemento é isoparamétrico, por definicao, as mesmas fungdes de
forma sao utilizadas para interpolar tanto as coordenadas quanto os deslocamentos
de um ponto dentro do elemento a partir das coordenadas e deslocamentos nodais.
Disto, garante-se a continuidade dos deslocamentos entre os elementos a partir dos
nds nos lados que estes elementos partilham. Assim, tem-se que

4
- N;x§,
X = Zle;Z — N,x, (82)
E:izl 1424
4
- Nyué
ue — Zz:l ua:ll — Nullf, (83)

Z?:l Niug,,
onde x° é o vetor das coordenadas cartesianas de um elemento finito, u® é o vetor de
deslocamentos mecanicos de um elemento finito e o indice i, nas somas, representa
um né especifico do elemento. Os termos u,,, € u,,, representam os deslocamentos
do no ¢ nas diregdes horizontal e vertical, respectivamente; z1; € x; representam as
coordenadas do n6 i. Ademais,

T
e __ e e e e e e e e
X; = [ T1p To1 Typ Loy Tyz Loz Ly Loy } ) (84)
T
N € € e e [ € (5 €
u; = |: uxll ux2l u112 u$22 uxl3 u$23 u1‘14 u$24 :| ) (85)
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N 0 No 0 N3 0 Ny 0
N,=|" 2 ’ | (86)
0 N1 0 N2 0 N3 0 N4

onde N, € a matriz das funcdes de interpolagao para os deslocamentos mecanicos.
As funcgoes de forma N; sao as fungdes de interpolagao de Lagrange dadas por
Ny =

(1—21) (1 —z9), No=—(1+z1)(1—x9),

,hl»—whl»—
%IH»&IH

A partir das equacdes em (87), observa-se que cada N; assume um valor unitario
quando z; e z, assumem a coordenada do né i, mas é zero quando x; e x, assumem
a coordenada de qualquer outro no.

O campo de deformagdes mecanicas S¢, para cada elemento finito, pode ser es-
crito em fungao dos deslocamentos e das derivadas das fung¢oes de interpolagao na
forma

S¢ = D,N,ui = B,u;, (88)

onde D, é um operador diferencial tal que
8/81’1 0

B, = D,N, = 0  0/0xy | N (89)
d/0xy 0/0x,

Para obter a equacao matricial referente ao problema de otimizacao, parte-se do
Principio dos Trabalhos Virtuais, de onde tem-se que

(/S - S(v )dQ—i—/ﬂru h(p1, p2) - vdQ — /f udS) — Ftt-udF) =0.
(90)

Passando a variagao em cada integral e considerando que v = u, obtem-se
/ dS(u) : e(py) : S(u)dQ+/ dru - h(py, pa) - udQ—/ of - udQ—/ 0t -udl’ = 0. (91)
Q Q Q Iy

Considerando as equacgodes (83) e (88) na equacao (91) e escrevendo os demais
termos na forma matricial, a seguinte expressao é obtida

su” / BI "B, + ou’r | NIRON,dQus
e Qe

—su” / NTfedQe — sus” / NZtedre =0, (92)

onde f¢ e t° sdo os vetores das forcas de corpo e das forgas de superficie de um
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elemento finito, respectivamente.
Desta ultima igualdade, tem-se que

eT
ou;

/ BI"B,d0u¢ +r [ NIR'N,dQv¢ — [ NIfedQe — [ NTtdre| = 0.
€ Qe Qe 1"?

(93)
Uma vez que a variagdo ju¢’ é arbitraria e diferente de zero, segue da equagéo (93)

que

/ BI"B,dQu¢ +r | NIR'N,dQus — [ NIfeaQe — [ NItdl®=0. (94)

Qe Qe re

A equacao matricial na forma de elementos finitos é dada por:

(K, + Gl [uf] = [F], (95)
onde
K¢, = / BIB,ad0e, (96)
Ge¢, =7 [ NIRN,dQ° (97)
Qe
e
F¢ = [ NIfdQ°+ | NItedre (98)
Qe re

representam a matriz de rigidez, a matriz de localizacao e o vetor de forcas de um
elemento finito, respectivamente. Além disso, em (96), tem-se que

1 0
0

0

0 80

C= Ty

0 ; (99)

0

o =

-t
onde £° e v’ sdo o moédulo de Young e o coeficiente de Poisson do material base
isotrépico, respectivamente.

Como cada elemento da malha é conectado aos seus elementos vizinhos através
dos néds e, assim, os deslocamentos mecanicos sao continuos de um elemento para
outro, o Principio dos Trabalhos Virtuais deve ser verificado para a estrutura com-
pleta através das matrizes globais obtidas a partir da contribuicao de cada elemento
finito (BECKER; CAREY; ODEN, 1981; COOK; MALKUS; PLESHA, 1989). A forma da
equacao matricial global sera analoga a equacao matricial elementar:

Kuu + Guu] [U] = [Fu], (100)
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onde K,, € a matriz global de rigidez, G,, € a matriz global de localizacdo , U é a
deflexdo global e F,, € o vetor global de forgas.

A formulagao por elementos finitos esta completa e pode-se, finalmente, escrever
o problema (37)-(39) na sua forma final discretizada. Note que, no membro esquerdo
da equacéao (100), quando ambos os membros sdo pré-multiplicados por U7, ou seja,
UTK,, + G..|U = UTF, aparece a forma fraca (em notagdo matricial) do funcional
de custo dado pela equacgao (38), o trabalho virtual das forcas externas. Assim, o
membro esquerdo da equacao (100) pode ser utilizado como funcao objetivo para o
problema discretizado.

O problema de otimizagao discretizado para NV elementos pode ser escrito na forma

min J(u, p1,p2) = U'K,, U+ U'G,, U
= 26 1 (pl ) ETKe ue + Eiv 1(p1&)p<p2c )pueTGZ’uue

s.a: Z( pKeu+Zp1 JPGo u® =F

e 1

Zﬂle =mV (101)

Z p2. Ve < mV

e=1

0<p,  <p1. =1
0< P2, .. <. <1
e=1,2,3,...,N.

Conforme comentado na secao anterior, as derivadas do Lagrangeano £ com res-
peito as variaveis de projeto p; e p; sS40 necessarias para obter a condi¢cao estacionaria
do problema de otimizacao, o que é utilizado para a geracao da topologia étima a cada
iteracao feita pelo processamento do cédigo computacional. Neste codigo, estas deri-
vadas (obtidas de forma analitica nas equacgdes (72) e (81)), devem ser consideradas
nas suas formas dicretizadas, dadas pelas expressoes:

o = Zp P TG = 3 plon P e PTG (102
e
Zp )P (92, P 0T GEu (103)

3/02
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4.1.4 Simulacoes e resultados

Esta secao apresenta as simulagdes e os resultados oriundos da implementacao
computacional da proposta metodologica sugerida para a resolucao do problema (37)-
(39) cuja forma discretizada esta apresentada em (101). A metodologia aqui proposta
foi codificada no software Matlab® e esta fortemente baseada em Sigmund (2001).

Quatro casos sao apresentados a fim de verificar o desempenho da proposta de
projeto simultaneo descrita neste trabalho. Uma viga de 1m de comprimento (no eixo
x1) por 0,4m de largura (no eixo z,), cuja discretizacao resultou em uma malha de
1440 (60 x 24) elementos finitos bilineares, é considerada para todos os casos que, por
sua vez, se diferenciam quanto aos suportes e carregamentos. Cada elemento finito
isoparamétrico tem quatro nos e dois graus de liberdade por né.

O projeto mecanico busca a otimizagao estrutural e a localizagao 6tima para atu-
adores através da minimizagao simultanea da flexibilidade e da energia de controle
do sistema. Tal otimizacao € baseada na distribuicao 6tima do material estrutural e
do material dos atuadores no dominio de projeto. O material isotrépico elastico esta
relacionado a variavel de projeto p, e & predominante no projeto da estrutura rece-
bendo o nome de material estrutural nas discussdes desta secdao. O material referente
aos atuadores, relacionado a variavel p,, deve ser considerado de modo a ter rigidez
suficientemente superior a rigidez do material estrutural. Para tanto, considera-se a
constante de proporcionalidade » = 1 x 10° nas equagoes (39) e (97). As propriedades
mecanicas do aluminio, material estrutural utilizado nas simulagdes, sao apresentadas
na Tabela 2 (SILVEIRA; FONSECA; SANTOS, 2014).

Tabela 2: Propriedades materiais do aluminio.

ALUMINIO
Mdédulo de Young 71 x 10° N/m?
Densidade 2700 kg/m?
Coeficiente de Poisson 0,33

Em cada iteracao, o calculo das variaveis de projeto é feito por meio de um es-
guema de atualizagao heuristico chamado de método de Critério de Otimalidade (OC)
padrao (BENDSQE, 1995) apud (SIGMUND, 2001). Tal método pode ser formulado
por meio das equacoes (33) e (34), necessitando, portanto, das derivadas dadas
pelas equacgdes (102) e (103). Além disso, para todos os casos, considerou-se 0 raio
de filtragem r,,;, = 1.2mm para o filtro de sensibilidades utilizado na analise estrutural
e o coeficiente de penalizacao do modelo material p = 3 (SIGMUND, 2001). Uma
analise mais detalhada da implementacao do método OC e do filtro de sensibilidades
pode ser feita pela consulta ao Apéndice do trabalho de Sigmund (2001).
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Critério de convergéncia. O critério de convergéncia para o processo de otimizagao
topoldégica implementado foi baseado no numero de iteracbes e na mudanca do
vetor de variaveis de projeto ao longo do processo de otimizagao, conforme Sigmund
(2001). Foi imposto um numero minimo de iteracoes a serem feitas pelo algoritmo
e também definiu-se que o algoritmo deveria parar quando a maxima mudanga em
modulo das variaveis de projeto fosse menor do que um determinado percentual, a
saber, 3%.

Caso 1: Considerou-se uma viga em balango sujeita a carga pontual f, em seu canto
inferior direito, como mostra a Figura 14(a). A forga é f, = —1 x 10%j, onde j = (0,1).

A Figura 14(b) mostra a topologia 6tima da viga representada em (a) para n; = 0, 5.
Este valor de 1; manteve-se 0 mesmo durante todas as simulagoes.

A fim de visualizar a melhor localizacao para atuadores na viga, considerou-se di-
ferentes valores para 7,, constante responsavel por impor a fragdo de volume do mate-
rial de densidade p, relativo aos atuadores. A Figura 14(c) foi gerada, propositalmente,
com n, = 0,002, fracao de volume que corresponde a aproximadamente um elemento
finito, possibilitando, assim, a obtencao do local 6timo na viga para a fixagcao do atu-
ador. As Figuras 14(d), 14(e) e 14(f) indicam as melhores posicoes para alocacao de
atuadores ao se considerar maiores fracdes de volume para o material de densidade
po. Estas fragdes de volume 7, foram de 0,005, 0,01 e 0, 05, respectivamente.

A Figura 14(f) mostra que o processo de distribuicao de material indicou locais para
a colocagao de atuadores que inicialmente nao estavam ativos na topologia étima
mostrada em (b). Acredita-se que isto se deve a contribuicdo da variavel p, nestes
locais uma vez que esta é atualizada pelo deslocamento v que é maior nestes pontos
quando comparado ao restante da viga.

Nota-se, ainda, que as porg¢oes indicadas apara alocacao dos atuadores sao aque-
las que apresentam os maiores deslocamentos provenientes da aplicagdo da carga f,,.
Isto € condizente com o problema, uma vez que a energia proposta para estes atua-
dores depende do deslocamento.

A convergéncia da funcdo objetivo J pode ser vista na Figura 15. E possivel notar
a rapida convergéncia da fungao na primeira terca parte de iteracées computadas.
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Figura 14: (a) Esquema para viga em balango sujeita a carga pontual. (b) Distribuicao
do material estrutural de densidade p; para n; = 0,5. Distribuicao do material de
densidade p,, referente aos atuadores, para (c) 7, = 0,002, (d) 7o = 0,005, (€) 7o = 0,01
e (f) n2 = 0, 05.

10

Func¢éo objetivo J

1 |
a 50 100 150
Namero de iteragbes

Figura 15: Convergéncia da funcao objetivo para o Caso 1.
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Caso 2: Considerou-se uma viga biengastada com carga pontual f, no centro de sua
parte superior, como mostra a Figura 16(a). A forca é f, = —1 x 107j.

O dominio topologicamente otimizado para a viga € mostrado na Figura 16(b). A
geracao desta topologia se deu com n; = 0,5 e este valor foi mantido nas demais
simulagdes deste caso.

A Figura 16(c) indica a posigao 6tima na viga para alocar um atuador. O ponto
solido, em cor preta, pode ser obtido com 7, = 0,002. Note que o resultado é condi-
zente com a ideia de controlar os deslocamentos que surgem com a aplicacao da for¢a
f»» POiS, uma vez que a forga f, esta aplicada exatamente no meio da parte superior
da viga, entao sera neste ponto e nas suas vizinhangas que ocorrerao 0s maiores
deslocamentos. Assim sendo, o atuador deve ser fixado no ponto de aplicacao da
forca.

As Figuras 16(d), 16(e) e 16(f), geradas com 7, = 0,005, 7, = 0,01 € 1, = 0,05,
respectivamente, mostram as regidoes da topologia otimizada indicadas para alocagao
de atuadores quando se destina porcentagens maiores de material de densidade p-
para a composicao da estrutura.

A rapida convergéncia da fungao objetivo J pode ser analisada na Figura 17.
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Figura 16: (a) Esquema para viga biengastada sujeita a carga pontual. (b) Distribuicao
do material estrutural de densidade p; para n; = 0,5. Distribuicao do material de
densidade p,, referente aos atuadores, para (c) 7, = 0,002, (d) 7o = 0,005, (€) 7o = 0,01

e (f) mx = 0,05.
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Funcéo objetivo J
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i] a0 100

Namero de iteragdes

150

Figura 17: Convergéncia da funcao objetivo para o Caso 2.
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Caso 3: Considerou-se uma viga em balangco sujeita a acao de duas forcas si-
multaneas no canto inferior direito da viga, conforme ilustra a Figura 18(a). As forcas
séo tais que f,, = —1 x 107j e f,, =1 x 107i, onde i = (1,0).

Analisou-se a atuacao isolada das forcas na viga de modo a se considerar os
esquemas dados pelas Figuras 18(c) e 18(e). Disto, duas topologias étimas foram
geradas: uma resultante da consideragao da aplicagao da forca f,,, dada pela Figura
18(d), e outra resultante da forca f,, aplicada, dada pela Figura 18(f). A sobreposigao
destes resultados pode ser visualizada na Figura 18(b.1) que foi gerada a partir da
soma dos resultados das topologias étimas obtidas para f,, e f,, separadamente. A
Figura 18(b.2) é a topologia 6tima obtida pela acdo simultanea das forgas f,, € f,,. As
simulagoes foram feitas com n; = 0, 5.

As Figuras 18(g) e 18(h), geradas com 7, = 0,01, representam a melhor regiao
da estrutura otimizada para a alocacao de atuadores. A Figura 18(g) leva em conta a
sobreposicao dos resultados otimizados obtidos quando da aplicacao isolada de cada
uma das forgas enquanto que o resultado da Figura 18(h) é obtido do caso que consi-
derou a acao conjunta destas forcas. Note que, para este caso, ambas as respostas
sao proximas, indicando que o local mais apropriado para alocacao de atuadores é
aquele onde havera maior deslocamento, em consonancia com o resultado obtido no
Caso 1.
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Figura 18: (a), (c) e (e): Esquemas ilustrativos para viga em balanco sujeita a acao
das forgas f,, e f,,. (b.1) Sobreposicao das distribuicoes de material de densidade p,
encontradas em (d) e (f) com n; = 0, 5. (b.2) Distribuicdo do material de densidade p;
considerando a atuacdo simultanea das forgas f,, e f,, paran = 0,5. (d) Distribuicao
do material de densidade p; para (c) com n; = 0,5. (f) Distribuicao do material de
densidade p; para (e) com n; = 0,5. (g) Distribuicao do material de densidade ps
referente a (b.1) com 1, = 0,01. (h) Distribuicao do material de densidade p, referente
a (b.2) com ny, = 0,01.
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Caso 4: Considerou-se uma viga em balango sujeita a agao de duas forgas f,, € f,,
ndo simultaneas, de mesma magnitude, 1 x 10’N. A forca f,, é aplicada no canto
direito inferior da viga no sentido negativo do eixo x, enquanto a forca f,, é aplicada
no canto direito superior no sentido positivo do eixo z,. Veja a Figura 19(a).

Analisou-se a atuagao isolada das for¢cas na viga de modo a se considerar os
esquemas dados pelas Figuras 19(c) e 19(e). Assim, foram geradas duas topologias
6timas: uma resultante da consideragdo da aplicagdo da forga f,,, dada pela Figura
19(d), e outra resultante da forca f,, aplicada, dada pela Figura 19(f). A sobreposigao
destes resultados pode ser visualizada na Figura 19(b.1) que foi gerada a partir da
soma dos resultados das topologias 6timas obtidas para f,, e f,, separadamente. A
Figura 19(b.2) é a topologia 6tima obtida pela acdo simultanea das forgas f,, € f,,. As
simulagdes foram feitas com 7n; = 0, 5.

A diferenca nas topologias das Figuras 19(b.1) e 19(b.2) ja era esperada uma vez
gue a acao conjunta das forcas deve gerar tensao em toda extremidade direita da viga,
mas nao deve ocasionar deslocamentos. Através dos resultados graficos, percebe-se
gue este € um caso claro em que a alocacao de atuadores deve ser analisada por meio
dos resultados das aplicagcoes das forcas de forma nao simultanea o que, inclusive,
podera reduzir o numero de atuadores necessarios para o controle da estrutura.

Os resultados graficos ainda evidenciam um aspecto interessante quanto ao me-
lhor local para atuadores na estrutura otimizada. Ao considerar 7, = 0,01, a melhor
localizacao para os atuadores se da em duas regides distintas - nos cantos inferior e
superior da extremidade livre da viga, conforme mostra a Figura 19(g). Para n, = 0, 05,
por exemplo, em virtude da consideracdao de uma maior porcentagem para o material
de densidade p,, a localizacdo 6tima para os atuadores deixa de estar nas extre-
midades da viga e passa a ser uma unica regiao, conforme mostra a Figura 19(h).
Evidentemente, esta regiao (conjunto de elementos formando um ponto sélido) é a
interseccgao resultante da sobreposicao das topologias 6timas.
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Figura 19: (a), (c) e (e): Esquemas ilustrativos para viga em balanco sujeita a acao
das forgas f,, e f,,- (b.1) Sobreposicao das distribuicoes de material de densidade p,
encontradas em (d) e (f) com n; = 0, 5. (b.2) Distribuicdo do material de densidade p;
considerando a atuacdo simultanea das forgas f,, e f,, paran = 0,5. (d) Distribuicao
do material de densidade p; para (c) com n; = 0,5. (f) Distribuicao do material de
densidade p; para (e) com n; = 0,5. (g) Distribuicao do material de densidade p
referente a (b.1) com 7, = 0,01. (h) Distribuicao do material de densidade p, referente
a (b.1) com ny, = 0, 05.
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4.2 Localizacao de atuadores piezoelétricos

Nesta secao, busca-se a formulagao, o desenvolvimento e os resultados para o pro-
blema simultaneo de otimizacao topoldgica e localizacdo de atuadores piezoelétricos
em estruturas. O formato do problema é apresentado e discutido na segao 4.2.1 e a
partir dele faz-se a analise de sensibilidades na secao 4.2.2. A formulacao variacio-
nal para problemas piezoelétricos é desenvolvida detalhadamente na se¢ao 4.2.3, e a
discretizacao do problema via MEF é feita na se¢ao 4.2.4. Por fim, simulagées com-
putacionais sao conduzidas na secao 4.2.5 a fim de mostrar os resultados graficos e
a eficiéncia do método.

4.2.1 Modelagem matematica do problema de otimizacao

Considere o classico problema de minimizacao da flexibilidade em elasticidade li-
near. Seja {2 um dominio aberto e conexo com uma fronteira lipschitiziana I". A fron-
teira I, para a parte elastica, € dividida em duas partes, I'; e T',,, referentes as frontei-
ras onde serdo aplicadas as forcas de superficie e especificados os deslocamentos,
respectivamente. Outra divisdo da fronteira I' € considerada para a parte elétrica do
problema com I', e ', onde T';, é a fronteira para especificacdo do potencial elétrico
e I', a fronteira onde seréo aplicadas as cargas elétricas. O problema pode entdo ser
formulado pela obtengao de um valor estacionario do funcional /(u, ¢) sobre o conjunto
T, pois a energia potencial é convexa em u e concava em ¢. Assim, o problema é dado
por:

est
<u7¢7 puap¢) €T l(uv ¢)7

s.a: a(u,@,uy, du, pu, ps) — L (uy, ) =0  Yu, €U, Yo, € ©,(104)

onde T =U x ® x B, x By,

B, = {pu(:c) mensuravel : 0<p,. . <p, () <lemQe /pu(x)dﬂ = mv} ,
Q

By = {pd,(x) mensuravel : 0 < p, . <ps(r)<lemQe /p¢(x)dQ = n¢V} :
Q
®={peW"?() : ¢=0sobrely},

onde U é o espago dos deslocamentos cineticamente admissiveis, conforme equagao
(24), e ® € o espacgo dos potenciais elétricos cineticamente admissiveis.
O funcional de custo

l(u, ¢) = /Qf - udS? —i—/F t-udl — : foddD + fp(u) — gy(0) (105)
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representa o trabalho das forcas externas com u sendo o vetor de deslocamentos
mecanicos e ¢ o potencial elétrico. Em (105), f € L*(Q;R?®) é o vetor das forcas
de corpo, t € L*(T;R?) é o vetor das forgas de superficie e f, € L*T,) é o vetor
das cargas elétricas de superficie, onde L*(T,;) é o espago das funcdes reais cujo
dominio é ', e cujo quadrado é finito-integravel. O trabalho das for¢as concentradas
e o trabalho das cargas elétricas concentradas sao dados, respectivamente, por

k
Folw) =Dy, - ulxy), (106)
j=1
onde f,, e R® Vje{l,....k}e

0(0) = apd (1), (107)
=1

onde ¢, € R, VIl € {1,...,m}, z; e z; denotam os pontos do dominio onde h4 forca e
carga elétrica concentrada. Note também que p.,,,, € ps,.,, dizem respeito as densida-
des minimas relativas as variaveis de projeto estrutural e de controle, respectivamente.
Ademais, na restricao de igualdade do problema (104),

a (U, @, Uy, Pu, pus Po) = L (e, @) =0, Vu, €U, Vo, € D, (108)

tem-se que

0.6, G0 p0) = [ S0): oy pe) - S(u)a0
+ [ 5005 (punpa) - El0)a0
+ [ B@)- cpuspe) : Sta)an
- [ B@) (pu.pe) - E@u)an (109)

representa o trabalho virtual das forcas internas com S e F na forma como foram
definidos em (3) e (4).

Da mesma forma que no problema da sec¢ao 4.1.1, com respeito ao problema (104),
tem-se que V' é o volume total do dominio €2, 7, e n, sé@o fracdes que ao serem consi-
deradas no problema impoem restricoes quanto ao uso de material de densidade p, €
pe, respectivamente.

O modelo material para otimizacao topoldgica inclui dois materiais de densidades
distintas: um material elastico isotropico e um material piezoelétrico, além do vazio. O
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modelo (CARBONARI; SILVA; NISHIWAKI, 2007) é dado por

(pus po) = pul@)?* (ps()P2cf + (1= pola)™) cll) (110)
e(pus ps) = pu(w)P py()Pey, (111)
€ (pus Ps) = pu(@)” py(x) €5, (112)

onde c¥(pu,ps), €(pu,ps) € € (pu,ps) definem as propriedades resultantes da
combinagdo dos materiais conforme indicado nas equagdes acima; e’ (p,, ps), €m
(109), denota e(pu,ps) transposto. As matrizes c; e ¢ definem as propriedades
elasticas do material piezoelétrico e do material ndo piezoelétrico, enquanto que as
matrizes e, e eg definem as propriedades piezoelétricas (ou propriedades de acopla-
mento eletromecanico) e dielétricas do material piezoelétrico, respectivamente. Note,
analisando as equacgdes (110), (111) e (112), que o material elastico isotropico é ob-
tido quando p, = 1 e p, = 0, 0 material piezoelétrico é obtido quando p, = p, = 1,
e o0 vazio € obtido quando p, = p, = 0. As constantes p;, p, € p; sd0 expoentes de
penalizacao.

Assim, modelou-se matematicamente o problema. Na busca por solucoes,
objetiva-se, portanto, obter duas respostas: a topologia 6tima condizente com as
restricOes de suporte e de carregamento mecanicos e elétricos e a melhor localizacao
para atuadores nesta topologia. Para este fim, considerar-se-a:

e 0 Lagrangeano £ do problema (104);

e as derivadas da funcao objetivo e das restricbes com respeito as variaveis de
projeto, etapa que sera feita através do Lagrangeano, e obter as equagoes para
0 problema estacionario;

e a discretizagao da fungao objetivo e das restrigoes;

e a implementacdo computacional baseada no fluxograma dado pela Figura 9,
considerando a discretizagao feita na etapa anterior.

4.2.2 Analise de sensibilidades

De forma semelhante aos procedimentos feitos para o problema da secéo 4.1,
as sensibilidades (derivadas) da funcao objetivo e das restricbes com respeito as
variaveis de projeto serdao calculadas analiticamente nesta secao. Para este fim,
considerar-se-a o Lagrangeano £ do problema (104) de onde serao obtidas as ex-
pressdes das derivadas em relagdo as variaveis de projeto, p, e ps, bem como as
equacoes de equilibrio do problema por meio das variagées em u, ¢, u,, € ¢,, Sendo
estas variaveis de estado.
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O Lagrangeano L para o problema tratado nesta secao é dado por

E(uv Qb, Uy, ¢U7 P, A7 )‘) = l<u7 ¢) - CL(U, Qb, Uy, ¢U7 Pus P¢) + l(uln va)
A (/ P2 — m/) + / M (pu — 1) + / No (pu — pu)d)
Q Q Q

+A; (/ Py — %V) +/ Az (py — 1)d< +/ A (Pin — P2, (113)
Q Q Q

onde u, € ¢, atuam como multiplicadores de Lagrange para a restricao de equilibrio
(108), cuja expressao esta na forma fraca. Além disso, p representa as variaveis de
projeto p, € B, e p, € B,, ambas funcdes escalares de x, A representa os multi-
plicadores de Lagrange A;, A, € R e )\ representa as fungdes escalares A\;, \a, A3,
A\ € L?(Q). Em (113), denotar-se-a:

wu(pu) =N\ (/Q Pudf) — ?7uV> + /Q A1 (pu — 1)dQ + /Q A2 (pumm — py)dS2 (114)

wy(pg) = Ao (/Q P — 77¢>V) + /Q Az (pg — 1)dS2 + /Q M (Pgpin — Pp)dS2. (115)

A fim de obter as equacdoes de Euler-Lagrange do problema de otimizacao,
considera-se nos calculos abaixo uma variavel real auxiliar, denotada por &, e
ay = {ay, i € {1,2,3,4,5,6}} o conjunto de dire¢gdes admissiveis de Y. Ademais,
a versao da identidade (52) para tensores de segunda ordem sera utilizada quando
necessaria.

Variagao em u:

A variacao do Lagrangeano £ com respeito a variavel « na dire¢gao de a; é deno-
tada por 6,L(u, ¢, u,, ¢y, p, A, X; 1) Considera-se, entao, a igualdade

5u£(u7¢7uv7¢vap7Aa )\7 al) = 07 (116)
de onde segue que

6ul(u7 ¢a al) - 5ua<u7 ¢7 Uy, ¢v7 Puy P al) = 0. (1 1 7)
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Note que

dul(u, p; 1) = /Qf-éudQ—i-/F t - dudl’ + f,(du)
0
— /Qf |ia—£(u+5061):|§:0d9+/1;t {a§(u+£a1)L:0dF

+fp ([ gﬁ(u+§al)ho)

= /fOéldQ+/ t'OéldF+fp(Oél), (118)
Q Tt
onde f,(on1) =30, £, (x;) - ax(x;). Além disso, observe que

5’u,a(u7 ¢7 Uy, gbv? Pus Pos al) - /QS((SU) : CE (pua Pd)) : S(UU>dQ

+/QS(5u) 2" (pus po) - E(hy)dQ2
o b
- /25'<{55<u-+§ao]§0) - (pur o) ()0

+/QS ({a% (u+£a1)Lo> 2 et (pus ps) - E(¢0)dQ2
1) i

" (pus pg) = S (u,)dQ2

+/QS(O(1) : eT (puap¢) ) E(gbv)dQ
(119)

A versao da identidade (52) para tensores de segunda ordem, aplicada na primeira
integral da ultima igualdade do resultado anterior, leva a

/QS(ozl) 2 P (pu, po) : S(up)dQ = /r a1 - [P (pus po) = S(up)] - dD

—/QOél'V‘ (€ (pur po)  S(u,)]d,  (120)

onde n é um vetor normal a superficie I';. Procedendo de modo analogo para a se-
gunda integral da ultima igualdade do resultado encontrado em (119), obtem-se que

/S al e pqud)) ((bv)dQ = /F ap - [eT(pu>p¢) ’ E((bv)] -ndl’
—AayV{J@mW*ﬂ%mm-Um)



93

Substituindo os resultados de (120) e (121) na equacao (119), verifica-se que

5ua(ua ¢7 uv7¢vapmp¢; 011) = /1_‘ aq - [CE(pU7IO¢) : S(uv)] -n dl’
—/Qozl V- [P (pu, ps) = S(uy)]d
+ [ ar [P (pup) - B@)] - dr
Iy

_/Qal.v. € (pu. ps) - E(6,)]d0 (122)

Considerando os resultados de (118) e (122) em (117) e agrupando os termos,
obtem-se a seguinte igualdade

a1 09 [P panpe) s S(w)] + V- [ () - B + 1

‘|’/F aq - {t - [CE(pmqu) S (uy) + eT(pU7p¢) ) E(st)} ) n}dF + fplan) =0,
(123)

para todo «; admissivel. Assim, do Lema Fundamental do Calculo de Variagoes, se-
gue que

Vo [P pupo) 1 So)] + V- [€7(pus po) - E(d)] + f+ f, = 0, emQ;  (124)
[F(pus po) = S(uy) + €' (pu, pg) - E(dn)] -n = t, emTy; (125)

onde f;g = Zle fpjg(xj), com g(xj) denotando a fung¢do delta de Dirac em z;.

Variacao em ¢:

A variagao do Lagrangeano £ com respeito a variavel ¢ na diregao de «, € deno-
tada por 0,L(u, ¢, uy, du, p, A, X; az). Considera-se, entao, a igualdade

5¢£(u7 ¢7 uv7¢v7p7A7 )‘7 a2> = 07 (126)
de onde segue que

5(;51(“7 ¢7 062) - (5¢CL(U, ¢7 Uy, ¢U7 Pus Pgs Oéz) =0. (1 27)
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Note que
ol 02) = — | fob0dl — g(59)
[
0
= / fo [65(¢+§a2)]50 d€) — g, <[6_§ (¢+§0€2)LO>
= — | foad — gy(a), (128)
L

onde g,(a2) = >0, g (x1)aa(x;). Além disso, observe que
0pa(U; @, Uy, Pus Pus s A2) = /QE(5¢>) “€(pu, pg) S (uy)dS2

B / E(56) - € (pur po) - E)d0
_ / (
FE

{_s o 5@2>LO> e (pur o) + S ()2

o [@_ﬁ ot w] 50> <€ (pu, po) - E(60)dSY
- /QE( 2) - € (pu, pgy) = S (uy)dQ

_ /Q E (02) € (pus po) - B()d9)
(129)

Por meio da versao da identidade (52) para tensores de segunda ordem, aplicada
nas duas ultimas integrais do resultado anterior, obtem-se que

| B €(oupe): S = [ arle(pupe): Sw)]ndr

—/QQZV'[e(puap¢) 2S5 (u)ldr (130)

/QE <052> ’ ES (pu7p¢) ’ E(¢v)dQ = /I“ Qo [€S<pu7p¢> ’ E(¢v):| -n dl
—/Qagv - [€%(pus ps) - E(¢y)]dQ2. (131)

Substituindo os resultados encontrados em (130) e (131) na equacgao (129), tem-se
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que

6¢>a<u7 ¢7 Uy, (bv? Pus P a2) - / &%) [e(pua p(b) : S(uv)] -n dl’

Ly

_ /Q 2V - [e(pus po) : S(1)]d2

—/F ay [€7(pu, po) - E($y)] - d

4 / sV - [ (purps) - E(9)]d2  (132)
Q

Considerando os resultados de (128) e (132) em (127) e agrupando os termos,
obtem-se a seguinte igualdade

o Qg {V ' [e(pu7p¢) : S(uv)] -V [Es(pua qu) ) E(va)] }dQ

_/F Qg {f¢> + [€<;0wp¢>> : S(uv) - 65(/)1“ p¢>) ’ E(va)} ’ n}dF - qP<a2) = 07
(133)

para todo a, admissivel. Assim, do Lema Fundamental do Calculo de Variagoes, se-
gue que

V - [e(pu, po) + S(uy)] — V- [es(pu,p¢) . E(qbv)} = 0, em¢; (134)
[e(pm p¢) : S(UU) - Es(pua P¢) ’ E(¢v)] “n+ f¢ - gp = 0, em F¢; (135)

~

onde g, = >, ¢, (x1).

Variagao em u,:

A variagao do Lagrangeano £ com respeito a variavel u, na diregao de a3 é deno-
tada por 6., L(u, ¢, u,, ¢y, p, A, \; a3). Considera-se, entao, a igualdade

(5uv£(u’7 ¢7 uv7¢v7p7A7 )‘7 Oég) = 07 (136)
de onde segue que
5uvl<uv7 (bv; 053) - 5UUCL<U, ¢7 Uy, ¢U7 Pus P 053) =0. (1 37)

Os calculos para esta variacao sao analogos aos calculos da variacao em u e por
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isso sdo omitidos neste texto. As equacdes de Euler-Lagrange obtidas sao tais que

V- [S(u) 1 P pu, po)] + V- [E(@) - e(pus ps)] + f+ F, = 0, em Q; (138)
[S(u) : " (pu, ps) + E(0) - €(pu, pg)] -n = t, emTy.  (139)

Variacao em ¢,:

A variagao do Lagrangeano £ com respeito a variavel ¢, na diregao de oy, é deno-
tada por o4, L(u, ¢, uy, ¢u, p, A, X; ag). Considera-se, entdo, a igualdade

5¢U£(u7 ¢7 uv7¢v7P7A,/\;Oz4) = O7 (140)
de onde segue que
O, L (e, Do g) — O, (WU, B, Wy, Doy, Pus Py Aa) = 0. (141)

Os calculos para esta variacao sdo analogos aos calculos da variacdo em ¢ e por
isso sdo omitidos neste texto. As equacdoes de Euler-Lagrange obtidas sao tais que

V- [S() : € (pu, o)) = V- [E(9) - €¥(pups)] = 0, em; (142)
[S(u) :e (,Ou,/)¢) E(9) - ¥ (pusps)] -n+ fo—q = 0, emTy  (143)

Note que, a partir das equacoes (124), (125), (134), (135), (138), (139), (142) e
(143), e em virtude da simetria do problema, tem-se que

u=u, € ¢=c, emq. (144)

Estes resultados serao utilizados nas variagées em relagao as variaveis de projeto p,
e p,, desenvolvidas na sequéncia.

Variagao em p,,:

A variacdo do Lagrangeano £ com respeito a variavel p, na dire¢cao de as é deno-
tada por 6,, L (u, ¢, u,, ¢, pu, Ps; @5). Considera-se, entdo, a igualdade

5pu£(ua ¢7uv7¢vapu7p¢;a5> = Oa (145)

de onde segue que

_5pua (U, ¢7 Uy, ¢v7 Pus p¢a 0[5) + 5puwu (pu; Oé5> =0. (146)
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Note que

Opu@ (Uy @y Uyy Doy Pus P 5) = /QS(U):5pu(CE(pu,p¢);a5):S(uv)dQ
n / S(u) < 8, (7 (pus po): ) - E(6,)d)
/ E(6) - 6, (c(pus pi); 05) - S(1,)dD

~ [ B@) 8 puspalian) - B(o )i (147)

Cada uma das integrais do membro direito da equacgao (147) sera calculada individu-
almente abaixo, considerando o modelo material dado pelas equacoes (110)-(112).
Inicialmente, veja que

[ 8@ 80, s 9 S(wn)a

/ (;

= /QS(U) aspipl N (e el + (1= pi)el)] = S (uy)dQ

(pu + Eas)" (e + (1= pff)Cf)] ) 15 (uy)dS2
£=0

00 (Pus Po)

Agora, note que

| S0 56 (€ s pedica) - EG. )0

S(u) : ((;1

S(u) : [osprplt ™ lpgf'eﬂ E(¢,)dQ

(pu + Eas) ple ] )-E(¢v)d9
£=0

S— S— 55—

asS(u) : %ﬁ“’%) - E(é,)dS, (149)

onde ¢ é e, transposto. De forma anéloga, obtem-se que

[ E©) 80 (clpuspatias) s Suyin = [ aﬂ(qby%p;’“) S(u)d2.  (150)
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Finalmente, tem-se que

/Q E(9) - 5y (€ (pus p); ts) - E(6,)d9

- [ 5o (a%

- /QE<¢> [aspiot T oge] - E()d

(Pu +€a5)”1p§f€§] ) - E(¢0)d$2

£=0

oS
_ / asE(¢) - W - E(¢)dS. (151)
Q Pu

Assim,

cE (pu,
5pua(u7¢7 uv7¢v7puap¢;a5) = /0658(U) . % . S(U/v)dQ
Q u

0e" (pu, pg)

a@(pu,p¢) )
+/Qa5E(<b) o S (uy)de2

€% (pu,
~ [[aspto)- S0 a0 (152)
Q Pu
A variagdo 6,,w,(p,; as) é feita de forma analoga ao célculo de 6,,w;(p;; a3) do
problema anterior (veja a equacao (67) na secao 4.1.2) e resulta em

5puwu(pu;a5) = Al/

Q

adS) + / AasdS) — / AoausdS). (153)
Q Q
Considerando os resultados (152) e (153) na equacao (146) e que u = u, € ¢ = ¢,,
segue que

. w) aCE(pu,p¢) . w) — w) aeT(pu,p¢) .
/Q%[ S(u) s P2 () - S(u) - = o)

~B(0)- 20 sy 4 po) PP ) 4

dQ?=0
Gpu apu 7

(154)

para todo a5 admissivel. Assim, do Lema Fundamental do Calculo de Variagées, tem-
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se que
st ) ) s S o)
—E(qb)-%p;m)) :S(u) + E(¢) - W-E(qswr/\ﬁml — X =0,
(155)
em ().

Note, contudo, que valem as seguintes condigdes para A\; e A, (conforme discutido
na sec¢ao 3.5):

A >0, A2 >0, Al(pu - 1) =0, )\Q(pumm - Pu) =0, (156)

o0 que indica que, para densidades intermediarias (p,, .. < p. < 1),tem-se \; = \y = 0.
Assim, a equacao (155) pode ser escrita como

S(u) : O pu. o) S(u) + S(u) - 2 Pwrpo) gy

e (pu, 9€” (pu,
() 2P0 Pe) gy ) O be) gy, sy)
Pu Pu
em (2, onde
aCE uy — 2 2
OPeste) e + (1 7)), (158)
oe(pu, _1 ps
M ey, (159)
Pu
0 o U — 3
—fwPe) (app Pe) _ S, (160)

Variagdo em p,:

A variagdo do Lagrangeano £ com respeito a variavel p, na dire¢éo de o € deno-
tada por 6, L (u, ¢, uy, dv, pu, ps; o). Considere, entdo, a igualdade

5p¢£ (u, ¢,Uv,¢u,pu>p¢;046> :Ov (161)

de onde segue que

_5p¢a (u> ¢7 Uy, (bm Pus P a6) + 5p¢w¢ (pcb; aG) =0. (1 62)
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Note que

5P¢a (U, ¢>uv7¢vapu7p¢; aG) = / S(U) : 6P¢<CE(puap¢);a6) . S(uv)dQ

+ [ 856, o)) - El0r)a0
Q
/ E(6) - 6,,(c(pu. ps); 06) - S(1,)dD

/E e (pu, po); ) - E(6,)dQ.  (163)

Seguindo o mesmo procedimento adotado para os calculos feitos quando da
variagao em relagao a variavel p,, cada uma das integrais acima sera calculada, indi-
vidualmente, na sequéncia.

Inicialmente, veja que

5% (CE pm p¢> S(uv)dQ

3
S(u € ppl ps + Eag)Pcl — (py + Eag)Pcy))

) 2 S (uy)dS2
=0

S(u [Pﬁl 046P2ﬂ§5 046P2ﬂ227105)} 1S (u,)d

I
S—S— S

S(u) : [oeps ooy l(cg — )] S(uy)dQ

N P (pu, py) "
/Q 6S(u) : — S (1 )dSQ. (164)

Agora, note que

/ S () 2 8y, (7 (P po); ts) - E(6,)

- [ s ( [pm<p¢+£a6>me¢] )-va)cm
£=0

:/QS( ): [%mﬂplﬂm ' ¢4 E(¢,)dQ

de” (Pu,ﬂd)) .
/Qa S(u) : —8p¢ E(¢,)dS2, (165)

e, de forma analoga, obtem-se que

5, (e(pus pa); a6) : Su)d2 = [ agE(g) - 2XLwP) . g,
| B fele 000 St = [ aui(o) 0L s(upde. (166)
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Finalmente, tem-se que

[ B@)-00,(pusper ) (o)

= / B(9)- (a% [pﬁ1<p¢+sa6>mei] ) - B(60)d9
£=0

N /sz(¢) : [Oéﬁpspfilp?_lﬁg] RACHILY

S
:/O‘GEW)'W’E(%MQ‘ (167)
Q Pé

Assim,

9c” (pu,
5p¢a(u7 ¢7 u’m(bvyplupd); a6) = / O[GS(U) : M : S(uv)dQ

Q 8,0¢
T
+ [ ans(u) s Pl (o, o
—%/QQ@EK¢)~QE%§§%Q:éKquQ
S
- [ aw0): 0ure) g a0 (168)
Q Po

A variagao d,,ws(pg; ) € feita de forma analoga ao calculo de 6,,ws(p2; ) do
problema anterior (veja a equacgao (76) na secao 4.1.2) e resulta em

5p¢w¢(p¢;oz6) = Ag/a6d9+//\3a6d9—//\4&6d9. (169)
Q Q Q

Considerando os resultados (168) e (169) na equacao (162) e que u = u, € ¢ = ¢,,
segue que

/9066[—5(10:%’W:S(u)—S(u);%ﬁ'Ew)

_B(g). 20up) gy 4 p(g). 200 gy py g -

dQ = 0,
Ipy Ipy

(170)

para todo ag admissivel. Disto e do Lema Fundamental do Calculo de Variacoes,
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tem-se que

_S(u) : ¢ pu po) S(u) — S(u) : 9e’(pu: po) L E()

Ipg Opg
S
—E(¢) - —ae(gg’f o). S(u) + B(g) - 2Purre) g;: P5) . B() + Ag+ Ag — Mt = 0,

(171)

em Q.
Das seguintes condigoes para A3 e A, (conforme discutido na secao 3.5),

Az > 0, Ay >0, )‘3(p¢ - 1) =0, )\4(p¢7nin - p¢) =0, (172)

tem-se, para densidades intermediarias (p,.., < ps < 1), que A3 = Ay = 0. Assim, a
equacao (171) pode ser escrita como

S(u) : %pq:'%) :S(u) + S(u) : %ﬂ:%) - E(8)

ES
+B(0) G s - po) L B = (173

em €2, onde

o (pu, -
—%%&zzzwﬁﬁWﬁ—f% (174)

86(pu7p¢) o 1 p3—1
fube) = pugki oz (175)

S
%%%fﬁ = pai S, (176)

A anadlise de sensibilidades esta completa.

As variagOes do Lagrangeano com respeito as variaveis de estado resultaram nas
equacoes de equilibrio do problema - as equagoes (124), (125), (134) e (135), comu =
u, € ¢ = ¢,. As equacgoes (157) e (173), obtidas pelas variagdoes do Lagrangeano com
respeito as variaveis de projeto, sdo fundamentais para a atualizacao das densidades
dos elementos finitos a cada iteragao do algoritmo de otimizacdo topoldgica e por isso
serao utilizadas na forma discretizada.

4.2.3 Formulacao variacional para problemas piezoelétricos

Nesta se¢ao, uma formulagao variacional para um corpo piezoelétrico € apresen-
tada e o Principio de Hamilton é aplicado a fim de obter uma expressao variacional
para o problema que se deseja resolver. Para tanto, utilizar-se-a as ja conhecidas
equagodes constitutivas do efeito piezoelétrico dadas por (7) e (8).
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A densidade de energia potencial de um material piezoelétrico inclui contribuigoes
da densidade de energia de deformacao e da densidade de energia eletrostatica,
ou seja, contribuicdes provenientes dos deslocamentos mecanicos e dos potenciais
elétricos (TIERSTEN, 1967). Segundo o Principio de Hamilton, os deslocamentos
mecanicos e potenciais elétricos que realmente ocorrem no problema sao aqueles
que satisfazem a equacao: t

5/ ' (L +W)dt =0, (177)
to
onde t, e t; definem o intervalo de tempo, £ é o Lagrangeano e W é o trabalho virtual
das forcas mecanicas externas e cargas elétricas aplicadas (PIEFORT, 2001).
O Lagrangeano é dado, conforme Piefort (2001), por

Ly= / (lﬁuTu—’H>dQ, (178)
o\ 2

onde H € a entalpia elétrica, « o vetor de deslocamentos mecanicos e « = Ju/ot.
Contudo, considera-se neste trabalho um problema piezoelétrico estatico, ou seja, os
deslocamentos « nao dependem do tempo t. Sendo assim, a equagao (178) assume
a forma

Lo = / (—H)dO. (179)
Q

A entalpia elétrica H é dada por
H=P—FE-D, (180)

onde P denota a energia potencial do sistema e é dada na forma

1 1
P=58:T+E-D. (181)
Substituindo a equacao (181) na equacgao (180) e esta ultima na forma do Lagrange-

ano (179), obtem-se

1 1
EH:/ (——5;T+—E-D)d9, (182)
o\ 72 2

de onde segue, pela substituicao das equacoes (7) e (8), que

1
L’H:/§(_SICE:S+S:6T~E+E-e:S+E~eS~E)dQ. (183)
Q
Obtida a expressao para o Lagrangeano Ly, falta expressar o trabalho virtual W
devido as forgas mecanicas externas e as cargas elétricas aplicadas. Esta medida é

dada por
W = / fudQ + / t-udl — JoddD + fp(u) — qp(0). (184)
Q Iy Ty



104

Substituindo as equacdes (183) e (184) no Principio de Hamilton (177), obtem-se
’tf 1
5/ /—(—S:CE:S+S:6T-E+E~e:S+E-eS-E)dQ
to Q 2

+/Qf~udQ+/Ftt-udF— F¢f¢¢df+fp(u)—qp(¢)>dt:0,

de onde segue que

1
(5/—(—S:CE:S+S:6T-E+E-e:S+E-eS-E>dQ
Q2

—1—5(/ [ udQ +/ t-udl — Jo0dD + fp(u) — qp(gb)> = 0.
Q I I,
(186)

Note que

g/

—S:cE:S+S:eT-E+E-e:S+E~€S-E>dQ

/N

1
2
—6S:cF S —S:cP.68+65:eT - E+S:el - 6E+6FE-¢: S

I
S~
DN | —

+E-e:6S+5E-ES-E+E-65-5E>dQ

(—25S:CE:S+25S:eT-E—|—25E-e:S+25E-€S-E>dQ

S~ S5
A/~ N~

—5S:cE:S+5S:6T-E+6E-e:S+5E-65-E>dQ (187)

e também que

5(/ fudQ + / t-udl — fo@dD + fp(u) — qp(¢)>
Q Iy Ty
= / Of - udQ +/ ot - udl’ — / S fodl + fp(ou) — q,(d¢). (188)
Q Iy Ty
Assim, substituindo os resultados de (187) e (188) em (186), obtem-se
/ (—5S:CE:S+5S:eT-E+5E-e:S+5E-eS-E>dQ
Q

+/ 5f -udy+ [ ot udl — / 8 fodT + f,(6u) — qp(6¢) = 0.
Q Iy r
’ (189)
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4.2.4 Discretizacao do problema de otimizacao via MEF

A fundamentacdo tedrica para a discretizacdo do problema simultaneo de
otimizacao e localizacao de atuadores piezoelétricos é idéntica aquela apresentada
para o problema da secao 4.1. Em virtude disto, comentarios tedricos e introdutorios
quanto ao MEF serao omitidos nesta secao. Além disso, algumas equagoes utilizadas
para o problema abordado nesta secao ja foram desenvolvidas na discretizacao do
problema simultaneo de otimizacao topoldgica e localizacao de atuadores proporcio-
nais e, por isso, serao apenas indicadas no texto abaixo.

Na discretizacdo a ser desenvolvida, assume-se a hipotese do estado plano de
tensdes mecanicas, permitindo o tratamento bidimensional do problema de otimizagao
topologica simultanea a localizacao de atuadores piezoelétricos, e considera-se o ele-
mento isoparamétrico bilinear, também chamado de elemento Q4.

O deslocamento u® e o potencial elétrico ¢, para cada elemento finito Q¢, & aproxi-
mado pelos deslocamentos e potenciais nodais, u$ e ¢¢, e por fungdes de interpolagao.
A discretizagdo para a parte mecanica ja foi apresentada na secao 4.1.3 (veja as
equacoes (82)-(89)) de modo que serao desenvolvidas nesta secao as discretizacoes
para o potencial e campo elétrico.

O potencial elétrico de um elemento finito é tal que

4
¢ =Y Nigt = Nyop;., (190)
=1

onde ¢; representa o vetor de potenciais elétricos nodais de um elemento finito dado
por

T
o = o5 o5 05 o1 - (191)
Além disso,
No=[ N N Ny N, ] (192)

€ a matriz das fungdes de interpolacao para os potenciais elétricos com as fungdes de
forma dadas por (87).

O campo elétrico E¢, para cada elemento finito, pode ser escrito em fungao dos
potenciais elétricos e das derivadas das fungdes de interpolagéo para os potenciais
elétricos na forma

E° = —DyNyd; = —By¢i, (193)

onde D, é um operador diferencial tal que

0/0x
B, = DyN, = [ ajax; ] N,. (194)

Para obter a equacao matricial referente ao problema de otimizacao, considera-
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se as equacoes (83), (88), (190) e (193) na equacao (189), obtida pelo Principio de
Hamilton na formulagao variacional do problema. Sendo assim, tem-se que

—ou” / B/ ¢"B,duf — du” / Bl e"Byd¢; — 6¢" | BleB,dQus
e Qe Qe
+op;" BgeSB¢dQ€¢§ + ouy” / Ny £dQ° + dus” / NG dD + duf N, £

—60" / NJ£odl — 65" NiqS, = 0, (195)

onde {7, f5 e q;, s@o os vetores de forgas concentradas, de cargas elétricas de su-
perficie e de cargas elétricas concentradas de um elemento finito, respectivamente.
Desta ultima igualdade, tem-se que

eT
—ou;

/ Bl cPB,dOus + / Ble'B,dOc ¢S
e Qe
- / NTfed0e — / thEdre—N;Tf;]

—3¢"

/ engeBudQe ;- /Q eB " BydQ° ¢ / NTfedFe+N¢qp] 0,

(196)
de onde segue que

u-pr

/ Bl cFB,d0us + / Ble'Byd0 g = | NIfdQs + / NItedre + NIfe, (197)
e Qe QE g

/ B! eB,dQ°uf — / B/ e"B,dQ°¢; = — / N f5dl — N{q. (198)
e Qe i
¢

As equacoes (197) e (198) podem ser escritas na forma do sistema matricial

Ke Ke e Fe
Ko, —Ko b Q5
onde
K¢, = / BIcFB,dQ, (200)
K;, = / Ble'B4dQ, (201)
Qe
K¢, = / B] e Byd()", (202)
Qe

sao, respectivamente, as matrizes de rigidez, de acoplamento piezoelétrico e de ca-
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pacitancia elétrica de um elemento finito, de modo que
Kj, = Kzg. (203)
O vetor de forcas e o vetor de cargas elétricas de um elemento finito sdo dados por

F¢ = [ NIfedQ®+ [ NTtedl* + NZIte (204)
U u u-p

u
Qe re

Q= — / NJf5dl — N .. (205)

1“6

¢
Na malha de elementos finitos, cada elemento é conectado aos seus elementos
vizinhos por meio dos nés de modo que os deslocamentos mecanicos e os poten-
ciais elétricos sdo continuos de um elemento para outro. Sendo assim, o Principio
de Hamilton deve ser verificado para a estrutura completa através das matrizes glo-
bais obtidas a partir da contribuicado de cada elemento da malha (BECKER; CAREY;
ODEN, 1981; COOK; MALKUS; PLESHA, 1989). O sistema matricial global é dado

F.,

por
s )
Ko —Kogo ¢ Qy

onde K., K., K4, S840 as matrizes globais de rigidez, de acomplamento piezoelétrico
e de capacitancia elétrica; K, é a matriz K,,, transposta; U é a deflexao global; ¢ €
vetor global de potenciais elétricos; F,, € o vetor global de forcas e Q, € o vetor global
de cargas elétricas.

A formulagao por elementos finitos esta completa e pode-se, finalmente, escrever
o problema (104) na sua forma final discretizada. Note que no membro esquerdo

, (206)

seja,

T
) L U
da equacao (206), quando ambos os membros sao pré-multiplicados por [ é ] , ou
T
F,

MEEAIHE b
() Ko —Kgg ¢ [0 Qy

aparece a forma fraca (em notacao matricial) do funcional de custo do problema dis-
cretizado. Assim, o problema discretizado, para N elementos finitos, é dado por

, (207)
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est  J(u, ¢, pus ps) = U KU + UTK oo + ¢" KU — 9" Kb
s.a: KuwU + Ky U =F,
Kugd — Kgpp = Qg
N

> pVe=nV (208)
e=1

N
> peVe=nV

e=1

0 < pu&min

O < p¢emin
e=1,2,3,

< pu, <1
< pp. <1
., N.

Conforme comentado na secao 4.2.2, as derivadas do Lagrangeano £ com respeito
as variaveis de projeto p, e ps; S840 necessdrias para obter a condicdo estacionaria
do problema de otimizacao, o que é utilizado para a geracao da topologia 6tima a
cada iteracao feita pelo processamento do codigo computacional. Neste codigo, estas
derivadas (cujas expressoes na forma continua sao dadas pelas equagodes (157) e
(173)) devem ser consideradas nas suas formas dicretizadas, dadas por:

N

Opu

e=1

- Zpl(pue)

N
+ Zpl (pue)
e=1

N

Ips

e=1

- Z 2 (pue)

N
+ Z ps (pue)
e=1

07 - _Zpl(pue)

DT N (o)

uuu

77 ((po ) u Ky, u + (1 = (pg, )P )u ki, u)

N
P (g )PuT K 07 = Y pi(pu)” T (00,0 K, 0
e=1

P (g, )T 40" (209)

pl (pIi)e)m—l (uekaui)uue - ueTkZuuue)

N
P (ps )P T K07 — Y ps(pu )P (po )P T K, 0
e=1

P (pp )T T K0, (210)
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onde p,, € ps, representam as densidades p, e p, de um elemento finito e

uuUU

| S— / BlcEB,d0° (211)

K, = / B c;B,dQ’ (212)
Qe

representam, respectivamente, as matrizes de rigidez do material elastico e pie-
zoelétrico de um elemento finito.

4.2.5 Simulacoes e resultados

Esta secao apresenta as simulacdes e os resultados para o problema (104) cuja
forma discretizada esta apresentada em (208). A metodologia proposta foi codificada
no software Matlab® e é baseada em Sigmund (2001).

Trés casos sao apresentados para verificar o desempenho da proposta de pro-
jeto simultaneo descrita neste trabalho. Uma viga de 1m de comprimento (no eixo
x1) por 0,4m de largura (no eixo z,), cuja discretizagao resultou em uma malha de
1440 (60 x 24) elementos finitos bilineares, é considerada para todos os casos que,
por sua vez, se diferenciam quanto aos suportes e carregamentos. Cada elemento
finito isoparamétrico tem quatro nés, dois graus de liberdade mecanicos e um grau de
liberdade elétrico por nod.

Para este problema, considera-se dois materiais especificos: o aluminio, material
considerado elastico e isotropico que esta relacionado a variavel de projeto p, € a
ceramica PZT5A como material piezoelétrico, relacionado a variavel de projeto p,.
As propriedades materiais do aluminio e do PZT5A (SILVEIRA; FONSECA; SANTOS,
2014) sao apresentadas nas Tabelas 2 e 3, respectivamente.

O projeto mecanico busca a otimizagao estrutural e a localizagdo 6tima para atu-
adores através da minimizacao da flexibilidade e da energia de controle do sistema.
A otimizacao é feita por meio da distribuicdo étima dos materiais elastico isotropico e
piezoelétrico de modo que € a variavel de projeto estrutural p, que define a localizacao
do material ndo piezoelétrico ou vazio, e a variavel referente ao material piezoelétrico,
considerado como um atuador, é p,. A distribuicdo do material piezoelétrico esté re-
presentada pela cor vermelha nas respostas graficas das simulacoes feitas.

Para gerar uma diferenca de potencial elétrico ao longo da viga, nos casos 5 e 6, 0
campo de potencial elétrico na ultima coluna de elementos da malha foi considerado
igual ao valor do potencial elétrico do ultimo elemento desta coluna e o campo de
potencial elétrico para a primeira coluna de elementos foi tomado nulo, ou seja, a
primeira coluna de elementos foi considerada como aterrada. Ja para o caso 7, 0
campo de potencial elétrico na coluna central de elementos da malha foi considerado
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igual ao valor do potencial elétrico do ultimo elemento desta coluna enquanto que o
campo de potencial elétrico para a primeira e a ultima coluna de elementos da malha
foi tomado nulo.

Para todos os casos, manteve-se os mesmos parametros de otimizagao: o raio de
filtragem para o filtro de sensibilidades € r,,.;, = 1, 2mm e 0s expoentes de penalizagao
do modelo material sao tais que p; = p> = p3 = 3.

Diferentemente da otimizacao feita para o problema que considerou atuadores pro-
porcionais, a atualizacdo das variaveis de projeto p, e p, € feita por meio de PLS.
Deste modo, esse procedimento substituira 0 método OC padrao. O método PLS sera
descrito e comentado na sequéncia.

Tabela 3: Propriedades materiais do PZT5A.

PZT5A
Constantes elasticas (101 N/m?)
ck 12,1
ck 7,04
k 7,52
ck, 11,1
ck 2,11
ck 2,26
Constantes piezoelétricas (C/m?)
€31 —5,4
€33 15,8
es1 12,3
Constantes dielétricas (F/m)
€ 8,85 x 10712
€11/ €o 916
€33/ €o 830
Densidade 7750 kg/m?

Programacao linear sequencial. No método PLS, todas as fungdes sao linearmente
expandidas. As fung¢des ndo lineares podem ser linearizadas via séries de Taylor
(VENKATARAMAN, 2009). Sendo assim, se p € R" é considerado o vetor de projeto,
entao a fungao f(p) € R pode ser expandida na vizinhanga de p* de modo que

fp)=fp")+ V") -(p—p)" +R, (213)

onde p = {p1,p2,-- ,pn} P = {05, 05, -+, pN}, Vf € 0 vetor gradiente de f e R €
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o residuo. Note que, por se tratar de um algoritmo que resolve apenas problemas
lineares ou linearizados, a série de Taylor € truncada apds os termos lineares.

O problema de otimizagao para a fungéo f(p), considerando restricées de igual-
dade h(p) = 0 e de desigualdade g(p) < 0, é escrito na forma

. * - * 8‘f
min f(p)Zf(P)+Z(pi_pi)a |
i=1 Pr p*
N
* * a
s.a: g(p)=yg(p >+Z(Pi_0i>ag. <0, 214)
i=1 pi p
N
. . Oh
hp) =h(p" )+ _(pi=p7-| =0,
i=1 pi p
i=1,---,N

onde N € numero de variaveis de projeto.

As Ultimas restricdes de desigualdade do problema acima sao os limites méveis,
acrescidos ao problema em virtude da aproximacgao de primeira ordem por séries de
Taylor so ser valida na vizinhanga de p*.

Silveira (2012) explica que este método € um algoritmo iterativo que resolve um
problema de otimizacao da seguinte forma: os valores da funcao objetivo e restricoes
bem como a sensibilidade do sistema sao calculados a partir de uma estimativa inicial
para as variaveis de projeto. Os limites méveis sao definidos em funcao de uma por-
centagem aplicada sobre o valor atual das variaveis de projeto. Dessa forma, pode-se
estabelecer uma programacao linear. Resolve-se o problema de programagao linear e
obtém-se novos valores para as variaveis de projeto, que € uma solucao aproximada
do problema original. A convergéncia € verificada e, caso nao tenha sido atingida, um
novo conjunto de valores para as variaveis de projeto é reintroduzido e todo o processo
se repete até que o critério de convergéncia seja satisfeito.

O método PLS apresenta bom desempenho, mas € dependente da escolha ade-
guada dos limites moveis. Ha diferentes estratégias de atualizacao dos limites moveis.
Neste trabalho, optou-se por seguir o esquema de atualizagao adotado por Silveira,
Fonseca e Santos (2014) que se baseia na histéria das iteragcdes de modo que o va-
lor dos limites aumenta ou diminui dependendo do comportamento das variaveis de
projeto. A atualizacao é feita a partir de um valor absoluto ;1 que deve ser subtraido
(originando o limite mével inferior) ou adicionado (originando o limite mével superior)
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a uma determinada variavel de projeto . A cada iteracao, tem-se
pt = max(0,001,p; — ;) €  pY =min(1,000, p; + 1s), (215)

onde pF é o limite mével inferior e p! é o limite mdvel superior.

O valor i € compreendido como um calibrador e é atualizado da seguinte maneira:
se o sinal de uma variavel de projeto em questdao, de uma iteracao para outra, se
manter o mesmo, o valor de . € aumentado em 10% do seu valor atual, até um valor
maximo de 0,20, ou seja, 20% do valor maximo de uma variavel de projeto. Caso
contrario, o valor de p € diminuido em 10%, até um valor minimo de 0,01, ou seja, 1%
do valor maximo de uma variavel de projeto. Assim, tem-se a cada iteracao que

se o sinal se mantém, ou
p; = max(0,90p; , 0,01), (217)

se o sinal muda, ou seja, esta atualizacao se comporta de tal forma que se o valor
de uma variavel de projeto estd aumentando (ou diminuindo) continuadamente, os
limites mdveis devem se tornar maiores; mas se o valor da variavel aumenta e diminui
alternadamente, entao os limites méveis devem se tornar menores.

Problemas eletromecanicos. Em problemas caracterizados por efeitos eletro-
mecanicos, tais como os considerados nesta secao, o fato de que as constantes
elasticas, as constantes dielétricas e as constantes piezoelétricas tém ordens diferen-
tes tornara a matriz de rigidez mal condicionada e levara a resultados instaveis. Além
disso, a magnitude dos graus de liberdade de deslocamento mecéanico e de potencial
elétrico sao também muito distintas.

A fim de contornar o problema de condicionamento, propds-se o escalonamento da
unidade basica de forca (Ql; FANG; YAO, 1997). Trata-se de um procedimento onde
apenas se usa um multiplo da unidade de forca:

IN =1 x 10°N, (218)

onde p € um numero inteiro positivo. Com este escalonamento, os tensores constituti-
vos cZ e ¢ passam a ter magnitude ¢ = 1 x 10 7¢F e €5 = 1 x 10P¢5, solucionando
o problema de condicionamento. O potencial elétrico ¢, por sua vez, passa a ter mag-
nitude ¢ = 1 x 10~7¢, o0 que aproxima a magnitude dos deslocamentos mecanicos e
potenciais elétricos.

O valor do expoente p depende da magnitude dos tensores constitutivos. O
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material piezoelétrico PZT5A (Tabela 3) tem propriedades elasticas da ordem de
1 x 10'°, dielétricas da ordem de 1 x 107Y e piezoelétricas da ordem de 1 x 10°.
Considerando que os termos correspondentes nos blocos das matrizes K,,,,, K, €
K, tenham a mesma magnitude dos tensores constitutivos correspondentes, tem-se
uma diferenca da ordem de 1 x 10! entre os termos da matriz global de modo a se
poder assumir que o numero de condicionamento sera de ordem igual. Utilizando a
equacao (218) com p = 9, a diferenca passa a ser 1 x 10'~2? de modo que 0 nimero
de condicionamento passa a ser de ordem 1 x 10! (CARDOSO; FONSECA, 2004).

Critério de convergéncia. O critério de convergéncia para o método de otimizagao
topologica implementado nesta dissertacao foi baseado no ndimero de iteracdes e
na mudanca do vetor de variaveis de projeto ao longo do processo de otimizagao,
conforme Sigmund (2001). Foi imposto um niumero minimo de iteragoes a serem feitas
pelo algoritmo e também definiu-se que o algoritmo deveria parar quando a maxima
mudanca em modulo das variaveis de projeto fosse menor do que um determinado
percentual, a saber, 3%.
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Caso 5: Considerou-se uma viga em balango sujeita a carga pontual f, no meio da
sua extremidade livre, como mostra a Figura 20(a). A forga é f, = —1 x 10%j.

A Figura 20(b) mostra a topologia 6tima da viga representada em (a) para n, = 0, 5.
Este valor de 7, manteve-se o0 mesmo durante todas as simulagées. A topologia obtida
na Figura 20(b) representa a distribuicdo étima de material de forma a maximizar a
rigidez da estrutura. E possivel notar que ha maior concentracao de material proximo
aos engastes da estrutura.

Para obter a melhor localizagao para atuadores na estrutura, considerou-se dife-
rentes valores para 7,, constante responsavel por impor a fracdo de volume do ma-
terial de densidade p, relativo ao material piezoelétrico. A Figura 20(c) foi gerada
com 7, = 0,02 o que corresponde a 2% de material piezoelétrico na estrutura, ou
seja, aproximadamente 29 elementos finitos. O processo de otimizagao indicou duas
regioes para atuadores, conforme mostra a Figura 20(c). As Figuras 20(d) e 20(e)
indicam as melhores posi¢coes para alocacao de atuadores ao se considerar maiores
fracOes de volume para o material de densidade p,,. Estas fracoes de volume 7, foram
de 0,05 e 0, 1, respectivamente.

A convergéncia da funcédo objetivo J pode ser analisada na Figura 21. E possivel
notar a rapida convergéncia da fungao logo apds a primeira ter¢a parte de iteragées
computadas.
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Figura 20: (a) Esquema para viga em balango sujeita a carga pontual. (b) Distribuicao
do material estrutural de densidade p, para n, = 0,5. Distribuicao do material de
densidade p, (em vermelho) sobre a estrutura otimizada considerando (c) 1, = 0,02,
(d)n, =0,05e (e) ny, =0,1.

x 107

Funcéo objetivo J

. .
0 &0 100 150
Numero de iteracbes

Figura 21: Convergéncia da fungao objetivo para o Caso 5.
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Caso 6: Considerou-se uma viga em balanco sujeita a carga pontual f, no seu canto
inferior direito, conforme a Figura 22(a). A forga é f, = —1 x 10%j.

A Figura 22(b) mostra a topologia 6tima da viga representada em (a) paran, = 0, 5,
valor este que se manteve o mesmo durante todas as simulagdes. A topologia obtida
na Figura 22(b) representa a distribuicdo étima de material de forma a maximizar a
rigidez da estrutura.

Para obter a melhor localizagao para atuadores na estrutura, considerou-se dife-
rentes valores para n,. A Figura 22(c) foi gerada com n, = 0,02, ou seja, apenas 2%
de material piezoelétrico esta sendo considerado na estrutura, levando a indicagao de
duas regides principais simultaneamente proximas aos engastes e as extremidades
da viga e de uma regido coincidente com o local de aplicagao da forga f,. As Figuras
22(d) e 22(e) indicam as melhores posicoes para distribuicao do material piezoelétrico
ao se considerar maiores fragoes de volume para o material de densidade p,. Estas
fracoes de volume 7, foram de 0,05 e 0, 1, respectivamente.

A convergéncia da funcao objetivo J € apresentada na Figura 23. Novamente, tal
como foi no caso anterior, € possivel notar a rapida convergéncia da funcao logo apés
a primeira terca parte de iteracbes computadas, o que evidencia o bom desempenho
computacional da implementacao feita.
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Figura 22: (a) Esquema para viga em balango sujeita a carga pontual. (b) Distribuicao
do material estrutural de densidade p, para n, = 0,5. Distribuicao do material de
densidade p, (em vermelho) sobre a estrutura otimizada considerando (c) n, = 0,02,
(d) n, =0,05e (e) ny, =0,1.
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Figura 23: Convergéncia da fungao objetivo para o Caso 6.
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Caso 7: Considerou-se uma viga biengastada com carga pontual f, no centro de sua
parte superior, conforme a Figura 24(a). A forga é f, = —1 x 10'°j.

A Figura 24(b) mostra a topologia 6tima da viga representada em (a) paran, = 0, 5.
Este valor para 7, nao foi alterado para as demais simulacoes.

Para obter a melhor localizagao para atuadores na estrutura, considerou-se dife-
rentes valores para n,. A Figura 24(c) foi gerada com 7, = 0,02 levando a indica¢ao
de trés regioes (em vermelho) a serem consideradas para distribuicao de material pie-
zoelétrico: nos cantos inferiores da viga, onde a concentragcao de material estrutural é
maior, e proximo ao local de aplicagdo da forga f,. As Figuras 24(d) e 24(e) indicam as
melhores regides para distribuicao de material piezoelétrico ao se considerar maiores
fracoes de volume para o material de densidade p,,. Estas fracoes de volume 7, foram
de 0,05 e 0, 1, respectivamente.

A convergéncia da funcao objetivo J € apresentada na Figura 25. A rapida con-
vergéncia da fungéo se deve a simetria proveniente da aplicagéo da forga f, e dos
engastes da estrutura.
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Figura 24: (a) Esquema para viga biengastada sujeita a carga pontual. (b) Distribuicao
do material estrutural de densidade p, para n, = 0,5. Distribuicao do material de
densidade p, (em vermelho) sobre a estrutura otimizada considerando (c) 1, = 0,02,
(d) n, =0,05e (e) ny, =0,1.
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Figura 25: Convergéncia da fungao objetivo para o Caso 7.
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Para os casos com a viga em balango, pode-se perceber que os melhores locais
para posicionar atuadores piezoelétricos sao aqueles ao longo das partes superior
e inferior da topologia 6tima, de modo que a incidéncia de material piezoelétrico va-
ria, sendo maior proximo aos engastes e menor a medida que se afasta da face en-
gastada. Para o caso da viga biengastada, percebe-se a indicacao de material pie-
zoelétrico proximo das faces engastadas e na regido préxima ao local de aplicagao da
forca.

Atuadores piezoelétricos sdo amplamente utilizados em estruturas menores e
sua correta posicdo melhora consideravelmente a eficiéncia no controle. Em vir-
tude disto, pesquisas envolvendo projetos mecanicos otimizados topologicamente e
localizagao de atuadores continuam sendo importantes e relevantes em diversas areas
da mecanica e biomecanica.

Em comparagao com outros trabalhos ((DONOSO; SIGMUND, 2009; SILVEIRA,
2012)), observou-se resultados semelhantes quando consideradas otimizagoes por
modos de vibracao. Os resultados obtidos nesta dissertacdo sao préoximos ou coin-
cidem com aqueles referentes ao primeiro modo de vibragao das vigas consideradas
nos trabalhos anteriormente citados.



5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS PARA FUTUROS TRA-
BALHOS

Neste trabalho, desenvolveu-se uma metodologia geral para o projeto simultaneo
de otimizacdo topoldgica e localizacdo de atuadores em estruturas sujeitas a
condicoes de engastes e carregamentos. A formulagdo matematica do problema e
sua implementacdo computacional possibilitaram projetar as topologias 6timas para
as estruturas consideradas nas simulagoes, satisfazendo todas as restricoes de pro-
jeto impostas. Além disso, foi possivel obter a melhor localizagao para atuadores em
ambos os problemas e com a mesma metodologia.

A otimizacao foi feita de forma simultanea pela minimizagao da flexibilidade e da
energia de controle do sistema, diferente de trabalhos analisados até aqui, onde o
procedimento se dava sequencialmente, separando as otimizagdes estrutural e dos
atuadores.

As simulacées numéricas mostraram que o processo de otimizagao considerou
todas as restricoes de uso de material impostas ao problema. A possibilidade de
escolha da quantidade dos materiais que compdem a estrutura € uma vantagem da
metodologia empregada, pois permite projetar estruturas topologicamente otimizadas
através da consideracao precisa das porcdes de material estrutural e de controle.

A metodologia também se mostrou eficiente para a localizacao 6tima para atua-
dores na topologia otimizada. Para o problema simultaneo de otimizacao topoldgica
e localizacao de atuadores proporcionais, foi possivel obter precisamente o melhor
elemento finito indicativo da posicao 6tima para a fixacao de atuadores proporcio-
nais do tipo mola. Ressalta-se o fato de que a posicao de nenhum atuador foi pré-
estabelecida para simular a agao de controle a fim de que a otimizacao topolégica
pudesse indicar a melhor localizacao para atuadores. Também para o problema si-
multaneo de otimizacao topoldgica e localizacao de atuadores piezoelétricos, obteve-
se a distribuicao 6tima para o material piezoelétrico de modo que nao foram utilizadas
ceramicas piezoelétricas com localizagao e forma pré-definidas.

A apresentacao dos problemas na forma classica de um problema de otimizacao
topologica, a formulagao variacional apresentada para cada um deles, a dedugao de
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todos os calculos da analise de sensibilidades e a discretizacao de cada um dos pro-
blemas via MEF de forma detalhada proporcionam uma compreensao clara do desen-
volvimento matematico necessario para a implementagao computacional dos proble-
mas considerados. Assim, este trabalho também teve um propésito didatico, servindo
de guia para trabalhos futuros que venham considerar a metodologia aqui proposta ou
outras metodologias similares.

Utilizando como base o trabalho aqui desenvolvido, sugere-se para trabalhos futu-
ros:

e estender esta metodologia para o controle de vibragées em estruturas;

empregar a metodologia aqui utilizada para estruturas tridimensionais;

empregar outros métodos de distribuicao de material;

o estudo de casos onde as estruturas tenham geometria mais complexa e/ou
apresentam furos internos;

a consideracao de restricoes de manufatura para facilitar a fabricacao.
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