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RESUMO

ZANOTELLI, Rosana Medina. Consolidacao do estudo e analise da robustez de
operadores fuzzy considerando a abordagem intuicionista. 2015. 82 f. Dissertacao
(Mestrado em Ciéncia da Computacdo) — Programa de Pés-Graduacdo em Computacio,
Centro de Desenvolvimento Tecnolégico, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2015.

Esta dissertacao contribui com a analise da robustez na Légica Fuzzy, como uma importante
fundamentacdo para modelagem e desenvolvimento de sistemas robustos, estendendo esta
abordagem para a légica intuicionista de Atanassov. Primeiramente, apresenta-se uma
introducdo a légica fuzzy, discutindo as negacdes, funcdes de agregacdes, implicacoes e
coimplicacdes fuzzy, incluindo também os conectivos Xor e derivacdes. O trabalho também
considera a analise da d-sensibilidade destes conectivos fuzzy e suas construcdes duais,
essencialmente focados em propriedades algébricas e projecdes. Comecando com a avaliacdo
da sensibilidade de conectivos fuzzy, a proposta estende os resultados para classes de
conectivos fuzzy intuicionistas. Como principal contribuicdo, formalmente estabelece-se que
a robustez preserva as construcdes duais e as funcoes de projecao relacionadas a conectivos
fuzzy intuicionistas representaveis. Mostra-se que a extens3do, do trabalho cientifico proposto
por Y. Li e colaboradores, 2005 em "An Approach to Measure the Robustness of Fuzzy
Reasoning", para a classe de conectivos fuzzy intuicionistas é preservada pelas construcGes
duais. A presente pesquisa mostra que a analise de robustez pode ser diretamente verificada
a partir de operadores fuzzy usando duas estratégias: (i) a d-sensibilidade de operadores
fuzzy baseada na andlise da monotonicidade de seus argumentos (negacdes, agregacdes,
implicacBes e coimplicacdes); e ainda (ii) a avaliacdo do comportamento dos operadores fuzzy
nos pontos terminais do intervalo unitdrio, onde a monotonicidade n3o pode ser aplicada
(conectivos Xor, XNor, bi-implicacdes e bi-coimplicaces).

Palavras-chave: Légica Fuzzy, Légica Fuzzy Intuicionista , Robustez, d-sensibilidade.



ABSTRACT

ZANOTELLI, Rosana Medina. Consolidating the intuitionistic approach regarding the
study and analysis of fuzzy operators robustness. 2015. 82 f. Dissertacdo (Mestrado
em Ciéncia da Computacdo) — Programa de Pés-Graduacido em Computacdo, Centro de
Desenvolvimento Tecnolégico, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2015.

This dissertation contributes to the robustness analysis in fuzzy logic as an important
founding for modeling and developing robust systems, extending such approach to the
Atanassov's intuitionistic fuzzy sets. It begins with the introduction of fuzzy logic, discussing
negations, aggregation functions, fuzzy implications and bi-implications, also including Xor
connectives and derivations. It also considers the J-sensitivity analysis of these fuzzy
connectives and their dual constructions from a few essentials such as properties and
projections. Starting with an evaluation of the sensitivity in representable fuzzy connectives,
the results are applied in the intuitionistic connective classes. The main result formally
states that the robustness preserves the projection functions of representable intuitionistic
fuzzy connectives. It shows an extension of the work in Y. Li et al, 2005 "An Approach to
Measure the Robustness of Fuzzy Reasoning" for the class of intuitionistic fuzzy connectives,
showing that the robustness of intuitionistic fuzzy sensitivity is preserved by dual constructions.
The present research states that robustness analysis of intuitionistic fuzzy operators can be
directly verified from fuzzy operators using two strategies: (7) the d-sensitivity analysis of fuzzy
connectives based on monotonicity of their arguments (negations, aggregations, implications
and coimplications); and, otherwise (ii) the evaluation of the behaviour related to fuzzy
connectives in endpoints of the unit interval, when the monotonicity property is not applied
(Xor, XNor, bi-implications e bi-coimplications fuzzy operators).

Keywords: Fuzzy Logic, Intuitionistic Fuzzy Logic, Robustness, d-sensitivity.
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1 INTRODUCAO

A Légica Fuzzy (LF) é uma légica multivalorada no intervalo U = [0, 1], capaz de modelar
de forma mais flexivel o raciocinio l6gico humano, viabilizando a modelagem de sistemas de
inferéncias que usam conectivos l6gicos para operar sobre variaveis linguisticas.

Neste contexto, a LF vem colaborando de forma significativa para o tratamento da
incerteza e a determinacdo de fronteiras/limites, capacitando tanto a absorcdo de informacdes
vagas e normalmente descritas em uma linguagem natural quanto a transformacdo de tais
informacoes para um modelo matemético, que viabiliza o calculo numérico de facil manipulacao
computacional.

Ao combinar os conceitos da légica classica e os conjuntos de tukasiewicz, a LF considera
os conjuntos fuzzy como concebida por Zadeh (ZADEH, 1965), fazendo uso do conceito de
funcGes de pertinéncia como extensao das funcOes caracteristicas, considerando os modos
imprecisos do raciocinio humano e ainda, auxiliando na habilidade humana de tomar decisoes.

Novas e abrangentes abordagens fuzzy consideram a teoria dos conjuntos fuzzy do tipo-2
(ou de ordem mais altas) como extensdo dos sistemas fuzzy de tipo-1 (DUBOIS; PRADE,
1991, 2005; DESCHRIJVER; KERRE, 2005a,b; CORNELIS; ATANASSOV; KERRE, 2003).

Dentre as diversas extensdes da logica fuzzy, Krassimir T. Atanassov introduz a teoria dos
conjuntos fuzzy intuicionista e os fundamentos da correspondente légica fuzzy intuicionista
(LFI) (LIN; XIA, 2006; DESCHRIJVER; KERRE, 2005b; CORNELIS; ATANASSOV; KERRE,
2003; CORNELIS; DESCHRIJVER; KERRE, 2002). NA LFI, considera-se ndo somente a
funcdo de pertinéncia, mas também a funcdo de n3o pertinéncia, ou seja, cada elemento
do conjunto X é associado um grau de pertinéncia e um grau de n3o-pertinéncia, sendo o
complemento do grau de pertinéncia nao necessariamente igual ao grau de n3o-pertinéncia.

Neste contexto, tem-se como mensurar esta diferenca entre o grau de pertinéncia e
de n3o-pertinéncia, medida esta conhecida como grau de hesitacao, ampliando a forma de
abordagem légica. Sendo assim, a LFl como concebida por Atanassov, prové fundamentacdo
para aplicacdes em diversas areas, como por exemplo a area médica, como mostra a literatura
aplicada (LIN; XIA, 2006; ATANASSOV, 1999).

Este trabalho considera o estudo da robustez para analise da sensibilidade nos operadores da

LFI, considerando-a como uma propriedade fundamental para que um sistema baseado em LFlI
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possa garantir que as concluses nao sejam essencialmente alteradas, se as condicdes assumidas
variarem dentro de parametros razoaveis. E uma area de pesquisa relevante, com importantes
contribuicdes, como por exemplo, em 4reas comerciais e desenvolvimento tecnolégico (YING,
1999; ZHANG; CAI, 2004; OBERGUGGENBERGER; SCHMELZER; FELLIN, 2008; ZHENG;
LIU; CAl, 2010; LI; LI; XIE, 2011).

A andlise baseada na Jd-sensibilidade (ou sensibilidade ponto a ponto), conforme
apresentado em (LI et al., 2005), pode ser estendida para contemplar resultados anéalogos
para abordagem intuicionista, fornecendo fundamentos légicos para suportar aplicacdes fuzzy
robustas com base na LFI (ATANASSOV, 1986). Além disso, o estudo da d-sensibilidade
de sistemas de inferéncia baseada na LF| pode ser estruturado analogamente aos conceitos
da LF e abranger ainda solucdes para ambas situacBes: (i) a incerteza inerente aos sistemas
computacionais via modelagem de variaveis linguisticas (ATANASSOV; GARGOV, 1989); (ii) a
indecisdo sobre a relacdo de pertinéncia, cuja construcdo dual ndo se restringe ao complemento,
nas variaveis modeladas (G. CORNELIS G. DESCHRIJVER, 2004).

Em sistemas baseados em regras fuzzy, cada termo linguistico de uma variavel linguistica
de entrada estd associado a um determinado conjunto fuzzy com caracterizacdo altamente
subjetiva. Apesar desta subjetividade, tais sistemas fuzzy devem ser estaveis, ou seja, robustos
no sentido de que as mudancas suaves realizadas na entrada de parametros que definem
conjuntos fuzzy resultem em pequenas alteracdes nos resultados. Desta necessidade em
garantir estabilidade aos sistemas baseados em LF e LFI, considera-se a seguinte questdo

de pesquisa:

e Como garantir a robustez de sistemas baseados em Logica Fuzzy Intuicionista — como
proposta em (ATANASSOV, 1994)?

Este trabalho de pesquisa considera que a robustez pode ser verificada diretamente nos

operadores fuzzy, a partir de duas estratégias:

(i) estudo da d-sensibilidade de operadores fuzzy baseado na analise da monotoniciade de seus

argumentos (negacdes, agregacdes, implicacdes e coimplicagdes);

(ii) avaliacdo do comportamento dos operadores fuzzy nos pontos terminais ((0,0),(0,1),(1,0)
e (1,1)), quando a monotonicidade n3o pode ser aplicada (conectivos Xor, XNor, bi-

implicacdes e bi-coimplicacdes).

1.1 Objetivos

Este trabalho objetiva colaborar com o estudo da robustez em sistemas baseadas na LFI,
analisando a sensibilidade dos conectivos fuzzy intuicionista e avaliando a preservacdo da J-
sensibilidade ou sensibilidade ponto a ponto na construcao dual destes operadores légicos.

Dentre a diversidade de conectivos da LFl, a proposta considera as negacdes, normas

triangulares e as implicacdes fuzzy intuicionistas, considerando ainda as construcoes duais.
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Entretanto, este estudo restringe-se a representabilidade destes conectivos a partir de
operadores da LF. Portanto, este trabalho estd focado no estudo das principais propriedades
algébricas de conectivos fuzzy intuicionistas representaveis por conectivos fuzzy, no sentido
proposto em (BACZYNSKI, 2003, Definicio 1).

Os objetivos especificos sdo brevemente descritos a seguir:

e Caracterizar o estado da arte da légica fuzzy intuicionista e suas aplicacdes;

e Descrever a relevancia do estudo da robustez de conjuntos fuzzy intuicionistas gerados

por conectivos fuzzy intuicionistas representaveis;

e Revisar os principais conceitos da légica fuzzy intuicionista, considerando as principais

propriedades algébricas dos conectivos fuzzy intuicionistas representaveis;

e Analisar a extensdo da metodologia introduzida em (LI et al., 2005), baseado no conceito
de sensibilidade ponto a ponto de operadores fuzzy, para avaliacdo da robustez de

conectivos fuzzy intuicionistas.

1.2 Motivacao

A estruturacdo légico-formal dos sistemas fuzzy fornece a base para geracdo de técnicas
poderosas para a solucdo de processos incertos, vagos e nebulosos.

Robustez ou sensibilidade pode ser conceituada como propriedade fundamental destes
sistemas logicos, nos quais, as conclusdes n3o s3o essencialmente modificadas, se fossem
assumidas condicdes varidveis referentes a um pardmetro (&) na modelagem do raciocinio
fuzzy.

A nocao de robustez é importante para compreensdo de processos, cujo raciocinio dedutivel
seja desenvolvido e também para formalizar vias e métodos que incorporam a modelagem de
erros e perturbacdes em um sistema de regras de raciocinio fuzzy.

A compreensdo da robustez do raciocinio fuzzy intuicionista considera as medidas
semelhantes de robustez de conectivos fuzzy. Assim, tal extensdo (da andlise da robustez de
conectivos fuzzy) para a abordagem intuicionista contribui para evitar resultados inesperados

no raciocinio baseado em LFI e motivam o desenvolvimento deste trabalho.

1.3 Metodologia

A metodologia utilizada na realizacdo deste trabalho se resume no desenvolvimento das

tarefas descritas a seguir:

1. Revisdo bibliogréfica e estudo das fundamentacdes da légica fuzzy (LF);

1.1 Estudo da negacao fuzzy e relacdo de dualidade.
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1.2 Estudo das funcdes de agregacdo fuzzy, t-normas, t-conormas e suas duais.
1.3 Revisdo bibliografica das propriedades inerentes as implicacdes e coimplicacdes
fuzzy, bem como anélise da relacdo de dualidade entre elas;
2. Estudo da analise da sensibilidade de conectivos da légica fuzzy;
2.1 Revisao bibliografica da robustez de conectivos fuzzy, negacdes, normas e conormas
triangulares, implicacGes e coimplicacdes fuzzy;

2.2 Andlise da robustez dos conectivos fuzzy Xor e XNOr, bi-implicacdes e bi-

coimplicacdes fuzzy;

2.3 Analise da robustez das construcdes duais.
3. Revisdo bibliografica e fundamentacdes da légica fuzzy intuicionista;

3.1 Estudo do indice fuzzy intuicionista
3.2 Estudo das funcdes de negacao fuzzy intuicionista;
3.3 Revisao bibliografica e estudo das funcdes de agregacdo fuzzy intuicionista;

3.4 Revisao bibliografica e estudo das propriedades das implicacGes e coimplicacoes
fuzzy intuicionista;
3.6 Revisdo bibliogréafica das implicacdes fuzzy intuicionista geradas por agregadores

de implicacdo e coimplicacao;

4. Estudo da robustez dos conectivos fuzzy intuicionista baseado na andlise da ¢-

sensibilidade;
4.1 Estudo da sensibilidade dos conectivos fuzzy intuicionista que s3o representaveis
por composicao de operadores fuzzy;

4.2 Estudo da sensibilidade dos conectivos duais fuzzy intuicionista;
Evidencia-se que as atividades de revisdo bibliografica, analise e estudo compreendem:
(i) estudo individual de vérias referéncias bibliograficas;

(i) discussdes no grupo de pesquisa;

(iii) redacdo de artigos para publicacdo e contribuicdo com a éarea.

1.4 Organizacao do Texto

A apresentacao deste texto estd organizada em seis capitulos, brevemente resumidos logo
a seguir.
No Capitulo 2, veremos um breve histérico do surgimento da légica fuzzy e principais

aplicacdes tecnoldgicas que fazem uso desta abordagem logica. Mostram-se vantagens e
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desvantagens do uso da LF bem como as aplicacoes e exemplos de onde utiliza-la. Apresentam-
se conceitos basicos da LF; negacao e a relacdo de dualidade entre operadores fuzzy, as funcdes
de agregacdes: t-normas, t-conormas e a sua dualidade. Ainda falaremos das implicacdes e
coimplicacdes fuzzy, mostrando a relacdo de dualidade entre eles.

No Capitulo 3, faremos uma analise de robustez na légica fuzzy, enfatizando a sensibilidade
dos conectivos assim como a dualidade fuzzy.

No Capitulo 4, fundamentais conceitos da LFl e dos conjuntos fuzzy intuicionista sao
considerados. Descrevemos a negacao fuzzy intuicionista e a relacdo de dualidade entre funcdes
fuzzy intuicionista. Ainda as funcdes de agregacoes t-normas e t-conormas fuzzy intuicionista
sdo estudadas e também as implicacoes fuzzy intuicionista. Introduz-se uma analise das
principais propriedades algébricas que estendem a logica classica e das propriedades inerentes
a LFI, apresentando também alguns exemplos, além de implicacGes fuzzy intuicionistas geradas
por funcdes de agregacdo por implicacdes e coimplicacdes. Mostramos ainda alguns exemplos
presentes na literatura.

O Capitulo 5, discorre sobre a sensibilidade dos conectivos fuzzy intuicionista: robustez
de negacOes fuzzy intuicionistas representaveis e a relacao de dualidade; sensibilidade de
(co)ormas triangulares intuicionistas e (co)implicacdes fuzzy intuicionistas.

No Capitulo 6, consideramos a conclusdo do nosso trabalho e apresentamos alguns tépicos

que poderiam dar continuidade a pesquisa.



2 LOGICA FUZZY - CONECTIVOS E PROPRIEDADES

A LF é uma légica multivalorada capaz de prover representacdo para as modelagens do
mundo real pela habilidade em inferir conclusGes e gerar respostas baseadas em informacdes
vagas, ambiguas, qualitativamente incompletas e imprecisas (SIVANANDAM; SUMATHI;
DEEPA, 2007; LEE, 2005; MCNEIL; THRO, 1994; JENSEN; SHEN, 2008).

Fundamentados na Teoria dos Conjuntos Fuzzy (Zadeh/1965) e com ampla aplicagcdo no
gerenciamento e controle de sistemas reais, os sistemas fuzzy tém sua modelagem ldgica
construida a partir de conectivos da LF, levando a obtencdo de sistemas compreensiveis e de
facil manutencdo (ZADEH, 1965).

Este capitulo apresenta as principais aplicacdes da LF considerando ambos os sentidos: (i)
numa abordagem mais ampla, a contribuicao no desenvolvimento de tecnologias e atividades
industriais e comerciais s3o reportadas; e (ii) no sentido estrito, os conceitos formais
referentes a estruturacdo légica dos operadores, principais propriedades e construcoes duais

sdo discutidos.

2.1 Aplicacoes da Logica Fuzzy

No inicio do século 20, o légico polonés Jan tukasiewicz, foi reconhecido pelo
desenvolvimento de conceitos que admitiam valores logicos intermediarios entre os valores
Booleanos: falso (0) e o verdadeiro (1).

A estruturacao da Teoria dos Conjuntos Fuzzy foi introduzida em 1965 pelo matematico
Lofti Asker Zadeh, com a publicacdo do artigo "Fuzzy Sets", combinando os conceitos da
l6gica classica e os conjuntos de tukasiewicz, definindo graus de pertinéncia aos elementos de
um conjunto fuzzy. Ele observou que recursos tecnolégicos, baseados na légica booleana, nao
eram suficientes para automatizar atividades relacionadas a problemas de natureza industrial,
biolégica ou quimica.

A principal vantagem associada ao uso e desenvolvimento de sistemas baseados na
Teoria dos Conjunto Fuzzy é obter uma modelagem matematica aos termos linguisticos
subjetivos como “aproximadamente” ou “em torno de”, viabilizando a producdo de calculos

com informacdes imprecisas ao programar e armazenar conceitos vagos em computadores.
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Entre 1970 e 1980 as aplicacdes industriais da logica fuzzy aconteceram com maior
importancia na Europa e apés 1980, o Japdo iniciou seu uso com aplicacdes na inddistria:
(i) primeiramente, destaca-se a aplicacdo de sistemas fuzzy em um processo para tratamento
de dgua proposto pela empresa Fuji Electric em 1983; (ii) e posteriormente a empresa Hitachi
desenvolve um sistema de controle do metro, baseado em LF, inaugurado em 1987.

Entretanto, foi por volta de 1990 que a LF despertou um maior interesse em empresas dos
Estados Unidos.

Devido ao desenvolvimento, as inimeras possibilidades praticas dos sistemas fuzzy e ao
grande sucesso comercial de suas aplicacoes a LF é considerada hoje uma teoria técnica
fundamental para uma abordagem com ampla aceitacdo na éarea de controle de processos
industriais.

Sistemas cuja modelagem consideram a imprecisdo e na sua especificagdo, mostram-se

totalmente vagos quanto a resposta de retorno, passam a ser especificados logicamente a

[N

partir do uso da Teoria dos Conjuntos Fuzzy. E, neste contexto, sua abordagem légica
considerada uma ferramenta de apoio a tomada de decisdo promovendo maior credibilidade e
confiabilidade ao sistema desenvolvido.

Como desvantagens da abordagem classica, salientam-se:

(i) impossibilidade de descrever a realidade em sua totalidade utilizando apenas os extremos,

o falso (0) ou o verdadeiro (1);
(ii) dificuldade na modelagem de inferéncias;

(iii) rigidez da lei do meio excluido, ndo hd uma interpretacdo para ‘meio-termo” em
contrapartida, o nosso raciocinio e a linguagem natural usam esse “meio-termo” na

tomada de decisdes;

(iv) ndo aplicabilidade em relacdo as operacdes com conceitos subjetivos, resultando em uma

modelagem drasticamente imprecisa.
Como vantagens da LF, destacam-se:

(i) modelagem baseada em palavras e ndo apenas em niimeros, ou seja, os valores verdades

sao linguisticamente expressos;
(ii) melhor tratamento das imprecisdes;

(iii) facilidade na especificacdo das regras de controle, em linguagem préxima a linguagem

natural;
(iv) uso de varidveis linguisticas nos deixa mais perto do pensamento humano;

(v) simplificacdo na busca de soluco de problemas.
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Aliam-se a estas vantagens o intensivo uso e grande aplicabilidade da LF em sistemas
comerciais e de desenvolvimento tecnoldgico, como no controle e automacao de aeronaves
(Rockwell International Corporation), operacionalizagdo de comandos no Metrd de Sendai
(Hitachi), inovagdo nos sistemas de transmissdo automatica (Nissan, Subaru e NASA).

Incluem-se nesta lista de vantagens também sua aplicacdo no desenvolvimento de sistemas
especialistas na previsdo do indice IBOVESPA, como direcdo ou sinal de mudanca do nivel
do preco e/ou auxilio na decisdo de investimentos e anélise do mercado de a¢des ( Yamaichi
Securities Co., Ltd.), dentre tanto outros.

Contribuicdes relevantes devem ainda se reportar as areas de otimizacao e planejamento,
considerando o desenvolvimento de componentes eletronicos, como em elevadores (Hitachi,
Fujitech e Mitsubishi), de andlise de sinais, aplicada em ajuste da imagem de TV (Sony),
autofocus para cdmera de video (Canon), estabilizador de imagens de video (Panasonic) e
deteccdo de fraudes em cartdo de crédito.

Seguem exemplos comerciais bem sucedidos que fazem uso de LF:

(i) Mdquina de lavar: distinguem o nivel de sujeira das roupas e o tipo de tecido, para entdo

determinar automaticamente as necessidades de agua, detergente e poténcia.

(ii) Aspirador de po: capazes de identificar ndo apenas a sujeira, mas também a quantidade
de pd no chdo e variar a pressdo da succao em funcdo disso.

(iii) Cameras de video: geram imagens ‘limpas” eliminando os efeitos distorcidos causados

pela impericia do cinegrafista e objetos em movimento.

(iv) Aparelhos condicionadores de ar: variam a intensidade da operacdo dependendo do
numero de pessoas presentes no ambiente, mantendo a temperatura homogénea
constantemente. O sistema fuzzy possui, para esse controle, diversificadas regras de
aquecimento e de resfriamento, aquecendo e esfriando mais rapido e economizando em

poténcia.

Verifica-se que no sentido mais amplo, o estudo da LF vem colaborando diretamente no
desenvolvimento de novas tecnologias. Entretanto, estes avancos estao fundamentados no

estudo mais estrito dos aspectos formais desta abordagem légica.

2.2 Estudo no Sentido Estrito da Logica Fuzzy

Nesta secao, consideram-se os principais resultados na formalizacdo desta abordagem
l6gica, reportando aspectos mais tedricos e conceitos fundamentais, relacionados
principalmente com as propriedades algébricas dos conectivos e operadores légicos: negacoes,
agregadores como normas e conormas triangulares, implicacGes e coimplicacdes, bi-implicacdes

e bi-coimplicacoes, conectivos Xor e XNor, e outros.
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Esta formalizacao fundamenta a modelagem de sistemas classificados como inteligentes
com o uso por exemplo, de redes neurais e programacdo evolutiva (DENGFENG; CHUNTIAN,
2002; YE, 2011; MITCHELL, 2005; WANG; XIN, 2005). Tais sistemas sdo caracterizados como
sistemas hibridos, cuja capacidade de aprendizado amplia ainda mais as areas de aplicacao de
sistemas fuzzy e motivam a pesquisa mais formal e conceitual.

O estudo no sentido estrito da LF fundamenta uma vasta aplicabilidade na area
das engenharias, de processamento de imagens (BUSTINCE et al., 2009), tomada de
decisdo (WANG; LI; ZHANG, 2012), mineracdo de dados, planejamento e otimizagcdo, como
pode ser visto em (ATANASSOV et al., 2003), (HERRERA; MARTINEZ; SANCHEZ, 2005).

Em 1975 (ZADEH, 1975), os conjuntos fuzzy de tipo-2 ( seu surgimento esta relacionado
com a insuficiéncia da légica fuzzy tradicional em modelar as incertezas inerentes a definicao
das funcdes de pertinéncia dos antecedentes e consequentes em um sistema de inferéncia
fuzzy (MENDEL, 2003) ) foram apresentados como extensdo dos sistemas fuzzy de tipo-1
(ou conjuntos fuzzy) para colaborar mais significativamente na modelagem de sistemas fuzzy
envolvendo aproximacao de dados aleatérios na evolucao temporal. Nesta nova e abrangente
abordagem, a incerteza sobre a funcdo de pertinéncia é definida por um conjunto fuzzy do tipo-
2. Tal abordagem contribui com a generalizacdo da teoria dos conjuntos fuzzy, pois, se ndo
ha ocorréncia de incerteza, entdo um conjunto fuzzy do tipo-2 se reduz a um conjunto fuzzy
do tipo-1 (DUBOIS; PRADE, 1991, 2005; DESCHRIJVER; KERRE, 2005a,b; CORNELIS;
ATANASSOV; KERRE, 2003).

Dentre as diversas extensoes da LF, Krassimir T. Atanassov introduz a teoria dos conjuntos
fuzzy intuicionista (ATANASSOV, 1986, 1994) e os fundamentos da Légica Fuzzy Intuicionista
(LFI) (LIN; XIA, 2006; DESCHRIJVER; KERRE, 2005b; CORNELIS; ATANASSOV; KERRE,
2003; CORNELIS; DESCHRIJVER; KERRE, 2002). Esta teoria considera tanto a funcdo de
pertinéncia, como a funcao de n3o pertinéncia. E, diferentemente da teoria os conjuntos fuzzy,
o complemento do grau de pertinéncia ndo é necessariamente igual ao grau de n3o-pertinéncia,
sendo assim possivel de medir a distancia entre o grau de pertinéncia e de nao-pertinéncia,
conhecida como o grau de hesitacdo. Ampliando-se assim a forma de modelagem légica.

Na integracdo destas aboragens légicas, em (ATANASSOV; GARGOV, 1989), introduz-
se os conjuntos fuzzy intuicionistas intervalares, como uma generalizacdo dos conjuntos
intuicionistas, estendendo as funcdes de pertinéncia e de ndo-pertinéncia para abordagem
intervalar. A teoria dos conjuntos fuzzy intuicionistas intervalares vém sendo amplamente
discutidas. Estudos apontam modelagem ldgica na avaliacdo ambiental (ZENDEHDEL et al.,
2009), selecdo de fornecedores (WU et al., 2008), diagnésticos médicos (TSCHAN et al.,
2009), politicas publicas (ZARGHAMI et al., 2008), entre outras (GEHRKE; WALKER,;
WALKER, 1996; G. CORNELIS G. DESCHRIJVER, 2004; DESCHRIJVER, 2007; LI; WANG;
CHEN, 2010).

Incluindo outras extensdes da LF do tipo-2, tem-se a Légica Hesitante (TORRA, 2010;
XIA; XU, 2011; XIA; XU; CHEN, 2013; BEDREGAL et al., 2014) e tantas outras obtidas pela
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integracdo de diferentes extensoes.

O estudo pode considerar diferentes formas de representacdo (implicita, explicita) dos
conectivos fuzzy. Além desta, como descrito em (MAS; MONSERRAT; TORRENS, 2005,
2008), outra contribuicdo poderd ser alcancada para diferentes classes. No caso das
implicacdes fuzzy, tem-se as classes das R-implicacdes, S- e (S,N)-implicacdes, QL-Implicacdes,
D-implicacdes, XOR-implicacdes (DESCHRIJVER; KERRE, 2005b; BEDREGAL et al., 2010).

Também pode ser considerado o estudo de correlacdes entre conjuntos fuzzy definidos
a partir das propriedades verificadas por conectivos légicos (BUSTINCE; BURILLO, 1995;
GERSTAENKORN: MANKO, 1991). De especial interesse, neste trabalho, tem-se a anélise

de robustez baseada na sensibilidade dos conectivos fuzzy.

2.3 Conceitos Basicos

A LF estende os conceitos da légica classica — quando a teoria dos conjuntos fuzzy trata
de “conjunto” no sentido classico, a relacdo dicotomica de pertinéncia de um elemento a um
conjunto.

A caracteristica mais evidente da LF é considerar que entre dois valores (0 e 1) podem existir
valores intermediarios e estes valores sao analisados de acordo com um grau de pertinéncia. Tal
analise indica o nivel no qual a informac3o pertence a um conjunto especifico em determinado
universo de contexto ou dominio (DUBOIS; OSTASIEWICZ; PRADE, 2000; CHEN; PHAM,
2001).

A funcdo de pertinéncia estabelece uma correspondéncia entre um elemento = no dominio
X e um valor que indica o grau de pertinéncia do elemento x no conjunto A, isto é, quanto é

possivel para um elemento  em um universo X, pertencer ao conjunto fuzzy A.

Definicao 2.3.1. Funcao de Pertinéncia (ZADEH, 1965): Seja x um conjunto universo
ndo vazio. Um conjunto fuzzy A em x é caracterizado pela funcdo de pertinéncia 5 : x —
U = [0,1], sendo pa(x) o grau pertinéncia do elemento x no conjunto fuzzy A para todo

T E Y.

De acordo com a Definicdo 2.3.1, um conjunto fuzzy A referente a conjunto universo
X € um conjunto de pares ordenados, cada par consistindo de um elemento genérico = e o

correspondente grau de pertinéncia p4(z):

A= {(z,palx)) v € x} (1)

Os valores pia(x) =1 e pa(z) = 0 indicam, respectivamente, a pertinéncia plena e a n3o
pertinéncia plena do elemento = no conjunto fuzzy A.
Sejam A, Ay, ..., A, conjuntos fuzzy referente a conjunto universo y. O conjunto fuzzy

flA1, Aa, ..., A, definido por um conetivo fuzzy f : U™ — U, em relagdo ao universo X, é



25

dado pela expressao

Afands,an) = U piagy a0y (@) 17 € X}

sempre que pa,, 4, & — U éuma funcdo definida por:

:U/f[AhAz,---,An](x) = f(:u/h (I)7MA2 (l’), SR ,uAn(x)),Vx € X (2)

pa denota a funcdo de pertinéncia que define a um conjunto fuzzy A pa(x) é a imagem
em U de um elemento = € x pela aplicacdo da funcdo de pertinéncia que define o conjunto
fuzzy A

Os principais conectivos fuzzy s3o descritos logo a seguir.

2.4 Negacao Fuzzy

Apresentaremos as funcbes de negacdo fuzzy, também denominadas funcoes de
complemento fuzzy, a partir das principais definicdes, propriedades e exemplos, considerando
conceitos relacionados em (BUSTINCE; BURILLO; SORIA, 2003; KLEMENT; MESIAR; PAP,
2000).

A funcdo N : U — U é uma negacao fuzzy se satisfaz as duas seguintes propriedades,

para todos os valores x,y € U:

N1: N0O)=1e N(1)=0;

N2: Se x> y entdo N(z) < N(y).

As negacées fuzzy que satisfazem a propriedade involutiva
N3: N(N(z)) ==,

sdo chamadas de negacao fuzzy forte. Além disso, uma negacdo fuzzy continua é estrita,

ou seja, estritamente decrescente, quando satisfaz a seguinte propriedade:
N4: Se z >y, entdo N(z) < N(y).
Exemplificacdo 2.4.1. Seguem alguns exemplos de negacdo fuzzy:

1. Um exemplo tipico de uma negacdo fuzzy forte é a Negacdo Padrao (Standard
Negation), também conhecida com Negacdo de Zadeh definida pela funcdo Ny :

U — U, dada por
Ng(z) =1—x. (3)

2. Qutro exemplo de negacido fuzzy forte é dado pela expressao:

Ni(z) = V1 — a2 (4)
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3. Negacao minimal e negacao maximal N,,, Ny, : U — U, sdo respectivamente

definidas pelas expressdes:

1, sex=0

Nin(z) = { - (5)
0, caso contrario,
1, sex#1

Ny (z) = { y (6)
0, caso contrario

Neste caso, para qualquer que seja a negacdo fuzzy N : U — U, N,, < N < Ny,.
Na sequéncia, considera-se a relacdo de dualidade entre operadores fuzzy.

Definicdo 2.4.1. (BAETS, 1997, Definicdo 12) Sejam N uma negagdo fuzzy forte em U e
f U™ — U uma funcido real. A funcao N-dual de f é a funcio definida pela expressao:

In(x, 2oy ooy 2n) = NTHF(N (1), N(22), ..., N(2))), V(21,29 ..., 2,,) € U™, (7)

De acordo com Definicdo 2.4.1, f e fy sdao chamadas funcées mutuamente duais.
Neste trabalho, tal como considerado em (KLEMENT; MESIAR; PAP, 2004; LI; FANG,
2009; MAES; BAETS, 2009), quando N = Ng, a Equacdo (7) é dada pela express3o:

1— fy(zy, 29,y zp) = f(1— 21,1 — 29, ..., 1 — ), V(21,29 .., x,) € U™ (8)

2.5 Funcoes de Agregacao Fuzzy

Em (BUSTINCE; BARRENECHEA; MOHEDANO, 2004, Definicdo.2), uma funcdo de
agregacdo M : U? — U satisfaz as seguintes propriedades:

Al: M(0,0)=0e M(1,1) =1,
A2: Se x < z entdo M(x,y) < M(z,y), Vz,y,z € U,
A3: M(x,y) = M(y,x), Vo,y € U,
Funcdes de agregacdo satisfazendo a propriedade de idempoténcia
Ad: M(xz,z) =z, Vx € U,

sdao chamadas de funcdes de agregacdo idempotentes.
Sejam as funcdes de agregacio A,V : U? — U, respectivamente definidas
em (DESCHRIJVER; KERRE, 2005c¢, Definicdo 4.1) pelas expressdes:

A(z,y) = min(x, y); (9)
V(z,y) = max(z,y),Ve,y € U. (10)
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Se M é uma funcdo de agregacdo forte ou idempotente, entdo temos:
Nz, y) < M(z,y) < V(z,y),Yo,y € U.

2.5.1 T-normas e T-conormas

As funcdes de agregacao que qualificam as interseccSes fuzzy e unides fuzzy, sdo geralmente
referidas na literatura como t-normas e t-conormas, respectivamente. No contexto da inclus3o
{0,1} C [0, 1], as normas e conormas triangulares sdo extensdes das funcdes que representam

a conjuncao e disjuncdo na ldgica classica, respectivamente.

Definicao 2.5.1. (KLEMENT; MESIAR; PAP, 2000) Uma norma triangular (t-norma) é

uma funcdo T : U? — U, satisfazendo as seguintes propriedades, para todo u,v,x,y,z € U:
T1: T(z,y) = T(y,z) (Comutatividade);

T2: T(x,T(y,2)) =T(T(x,y),z) (Associatividade);

T3: T(z,y) <T(u,v), sex <u ey <v (Monotonicidade);

T4: T(x,1) = x (Elemento neutro).

Exemplificacdo 2.5.1. De acordo com (DUBOIS; PRADE, 2000) a Tabela 1 apresenta os

exemplos mais referenciados e utilizados de t-normas.

Nome Expressao Algébrica de t-normas
Interseccdo-Padrao:  Tys(x,y) = min {x,y}

Produto Algébrico: Tp(z,y) =zy

~ Lo 1 1
Interseccdo Drastica: Tp(z,y) = { Ser<eys<

’ min{z,y}, caso contrario;
tukasiewicz: Tr(z,y) = max{z +y— 1,0}

0, sex+y<l1

Nilpotente Minimo: 7oy (z,y) = min{z,y}, caso contrério.

Tabela 1: Exemplificacdo de normas fuzzy triangulares

Definicdo 2.5.2. (KLEMENT; MESIAR; PAP, 2000) Uma t-conorma triangular (s-norma)

é uma funcdo S : U? — U, satisfazendo as seguintes propriedades, para todo u,v,x,y,z € U:
S1: S(z,y) = S(y,xz) (Comutatividade),

S2: S(x,S(y,2)) = S(S(x,y), z) (Associatividade),

S3: S(z,y) < S(u,v) se x <u ey < v (Monotonicidade);

S4: S(z,0) = x (Elemento neutro).
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Nome Expressao Algébrica de t-conormas
Unido Padrao: Sy (z,y) = mazx {x,y}

Soma Probabilistica:  Sp(z,y) =z +y — zy

L 7 . 1
Unido Drastica: Sp(z,y) = y) = ) se0<zel<y )
max{x,y}, caso contrario;
tukasiewicz: Sp(z,y) = mln{x +y,1}
i 4xi > 1
Nilpotente Maximo: S, (z,y) = sex+y > !

max{x y}, caso contrario.

Tabela 2: Exemplificacdo de conormas fuzzy triangulares

Exemplificacdo 2.5.2. Analogamente, de acordo com (DUBOIS; PRADE, 2000) a Tabela 2

apresenta os principais exemplos de t-conormas.
Logo a seguir, discute-se o conceito de t-norma e t-conorma duais.

Proposicdo 2.5.1. (ZANOTELLI et al., 2015) A funcdo T(S) : U*> — U é uma t-norma
(t-conorma) se, e somente se, existe uma t-conorma T (t-norma Sy) tal que para todo

(z,y) € U%, uma das seguintes equivaléncias s3o satisfeitas:

A t-conorma T dada pela Equacdo ( 11) é denominada de t-conorma derivada de T pela
relacdo de dualidade e, analogamente a t-norma Sy dada pela Equacdo ( 12) é chamada de
t-norma derivada de S pela relacdo de dualidade, ambas definidas com respeito a negacao
fuzzy N.

Proposicao 2.5.2. (FODOR; ROUBENS, 1994, KLEMENT,; MESIAR; PAP, 2000) Sejam
as t-normas e t-conormas apresentadas na Exemplificacdo 2.5.1 e Exemplificacdo 2.5.2,
respectivamente. Entdo, tem-se que (T, Su), (Tp, Sp) , (T, Sp), (T, SL) e (T,,M, S, M)
sdo pares de t-normas e t-conormas mutuamente duais em relacdo a Ng (negacdo padrdo).

2.6 Conectivos Xor Fuzzy e XNor Fuzzy

(ZANOTELLI et al., 2013) O conectivo fuzzy ou exclusivo (Xor) é definido pela funcdo
E: U? — U satisfazendo, para todos x,y € U, as seguintes propriedades:

EO: E(1,1) = E(0,0) =0e E(1,0) =
El: E(z,y) = E(y, 2);

E2 (a) Se x <y entdo E(0,z) < E(0,y);
(b) Se z <y entdo E(1,z) > E(1,v).
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Analogamente, uma funcdo D : U? — U é um nor exclusivo fuzzy (XNor) se, para todo
x,y € U, satisfaz os seguintes:
DO: D(1,1) =D(0,0)=1 e D(0,1)=0;

D1: D(z,y) = D(y, x);

0,9);
(y,1).

X (D) denota a familia de todos conectivos X(N)or. Para todo x € U, a funcdo (Np)Ng :
U — U, dada pela

D2: (a) Se x < y entdo D(0,z) > D(
(b) Se x <y entdo D(1,2) <D

(No(z) = D(0,2)) Ne(r) = E(1,2),

é uma negacdo fuzzy subjacente ao conectivo fuzzy (XNor D) Xor E.
Algumas propriedades extras podem ser considerados razoaveis para o conectivo XOR fuzzy,
a fim de obter uma caracterizacdo de algumas classes de conectivos Xor fuzzy. As propriedades

consideradas no presente trabalho estdo listados abaixo:

E3: E(z,x) # 1;

E4: E(2,0) = z;

E5: Ng é uma negacdo fuzzy estrita;

E6: Ng é uma negacdo forte fuzzy;

E7: E(z,y) =1 = (x=1ley=0)ou(z=0ey=1);
E8: E(z,y) =0—>(x=1ley=1) ou(x=0ey=0).

E9: E(x,y) = E(N(y), N(z)).

Analogamente, estas propriedades podem ser reescrita a partir de D3 a D9 de modo a

obter uma caracterizacdo de algumas classes de conectivos fuzzy XNor .

Proposicao 2.6.1. (BEDREGAL; REISER; DIMURO, 2009, Proprosicio 3.4) Sejam T, S
e N, uma t-norma, uma t-conorma e uma negacdo fuzzy , respectivamente. A funcio

Ersn(Dsrn): U — U é denominada conectivo fuzzy f-X(N)or e definida pela express3o:

Ersn(z,y) =T(S(x,y), N(T(z,9))); (13)
Dsrn(z,y) =S(T(x,y), N(S(x,y))),Vx,y,z € U. (14)
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Proposicao 2.6.2. (BEDREGAL; REISER; DIMURO, 2009, Proposicdo 16) Sejam N uma
negacdo fuzzy forte e Ty (Sn) a fungdo N-dual de uma t-(co)norma T (S). A funcdo
(Eszn)y: UP—U dada por

(ES,T,N)N (ff,y) = DTN,SN7N(:an)7 vxay S Ua (15)

é um conectivo fuzzy XNor em D denominado funcdo N-dual de Esr n.

Baseado na Proposicdo 2.6.2, (Dsr n, Ersn) é dito ser um par fungdes matuas N-duais

Portanto, a classe de conectivos f-X(N)or preserva a construcdo dual, significando que: a
partir da negacao padrao em conjunto com um par de t-norma e t-conorma Ng-duais, como
(Tp, Sp), podemos obter um par de f-Xor e f-XNor Ng-duais como (Ez, s, ng, Dsp1p.ng)-
Proposicao 2.6.3. (BEDREGAL,; REISER; DIMURO, 2013, Proposicdo 9) Uma fun¢do Er g n
(Dsr.n) em X (D)verifica as propriedades de E3 (D3) para E8 (D8).

Proposicao 2.6.4. Sejam N uma SFN, S e T' uma t-conorma e uma t-norma tal que (S, T)
é um par de funcées mituas N-duais. Para todo x,y € U, o conectivo X(N)or fuzzy Er g n
(Ds.r n) verifica E9 (D9).

Prova. Para todos x,y € U, o seguinte é verificado:

Ersn(N(y), N(z)) = T(S(N(y), N(x)), N(T(N(y), N(z))))
= T(S(N(x), N(y)), N(T(N(x), N(y))))
= T(N(T(x,y),5(x,y)))
=T(5(z,y), N(T'(z,y)) = Ersn(z,y)

Analogamente, pode se provar que Dg 1 y verifica D9. Portanto Proposicdo 2.6.4 é provada.

Proposicao 2.6.5. (ZANOTELLI et al., 2013, Proposicdo 4) Para todo z,y € U, o conectivo

Xor e XNor fuzzy Er, s, ns € Ds, 1p.ng, respectivamente dada como

Erp.spns(,y) = 2 +y — 2y — 2%y — 2y® + 2y (16)
Dsp1pns(,y) =1 — 2 —y+ 2y + 2y’ + 2°y — 2y, (17)

sdo funcées mituas Ng-duais.

A partir das Proposicdes 2.6.2 e 2.6.5, para todo x,y € U, é valido que

(ETP,SPJVS)NS (Iv y) = DSP,TP,NS(Q;7 y)a (18)
(DSP,TP,NS)NS (ZL’, y) - ETP,SP,NS (x7 y) (19)

e Representacdo grafica dos conectivos Er, g, ng € Dgp e Nt
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Figura 1: Fuzzy Xor Eg, 7. ng

Figura 2: Fuzzy XNor Dr, s, ng

2.7 Implicacao Fuzzy e Coimplicacao Fuzzy

Tem-se uma diversidade de aplicacbes da teoria dos conjuntos fuzzy, e por
consequéncia, existem diversas maneiras de definir uma implicacdo fuzzy. Veja, por
exemplo, (BALASUBRAMANIAM, 2007; BUSTINCE; BURILLO; SORIA, 2003; FODOR;
ROUBENS, 1994; FODOR, 1995; RUAN; KERRE, 1993; SAINIO; TURUNEN; MESIAR, 2008;
SHI; RUAN; KERRE, 2007; SHI et al., 2008; YAGER, 1983, 1999, 2004; LIN; XIA, 2006).

A literatura mostra um consenso em todas essas definicGes: uma implicacao fuzzy devera
apresentar o comportamento da implicacao classica quando o caso crisp é considerado, ou
seja, as implicacdes fuzzy devem satisfazer as mesmas condicdes das implicaces classicas
para os extremos do intervalo unitario (MAS; MONSERRAT; TORRENS, 2007; MAS et al.,
2007; PEI, 2008; RUIZ-AGUILERA; TORRENS, 2009).

Neste caso, uma implicacao fuzzy estende uma implicacdo classica da légica Booleana,
geralmente expressa por “p = ¢" significando que p é suficiente para deduzir q. Esta extensao,
refere-se ao fato de que uma implicacdo fuzzy aplicada aos extremos do intervalo unitario
sempre coincide com a implicacdo classica, mas considera todas as demais possibilidades deste
intervalo como argumentos, modelando a incerteza entre o totalmente verdadeiro (1) e o

totalmente falso (0).

Definicao 2.7.1. (SHI; RUAN; KERRE, 2007) Uma funcdo bindria I : U* — U é um

implicador fuzzy desde que satisfaca as seguintes condicdes de contorno:

I1: I(1,1) = 1(0,1) = 1(0,0) =1 e I(1,0) = 0.



32

Assim, os implicadores fuzzy sdo extensées das implicacdes da légica classica (MAS et al.,
2007; NAVARA, 1999). Essas condicbes sdo, naturalmente, condicées minimas para um
operador de implicacdo. Varias outras propriedades potenciais dos operadores de implicacdo
sdo listados na literatura (FODOR, 1991; YAGER, 1999).

Uma implicacdo fuzzy I : U*> — U é um implicador fuzzy, satisfazendo, Vx,y,z € U, as

seguintes condicoes:

I12: Se x < z entdo I(x,y) > I(z,y) (antimonotonicidade no primeiro argumento);
13: Sey < z entdo I(x,y) < I(z,z) (isotonicidade no segundo argumento);

I4: 1(0,y) = 1 (dominéncia da falsidade);

I5: I(z,1) =1 (dominancia da verdade do consequente);

16: I(1,y) =y (principio da neutralidade a esquerda).

Definicdo 2.7.2. Uma funcio bindria I : U? — U é uma implicacdo
fuzzy segundo (FODOR; ROUBENS, 1994) se ela satisfaz as seguintes propriedades
1, 15, I3, 14, I, I, descritas acima.

Na sequéncia, tratam-se os conceitos referentes as coimplicacdes fuzzy, a partir de

definicdo, propriedades, exemplificacoes e relacdes entre as propriedades.

Definicdo 2.7.3. (RUIZ-AGUILERA; TORRENS, 2004) Uma func3o bindria J : U? — U é

chamada coimplicador fuzzy se satisfaz as seguintes condicdes de contorno:
J1: J(1,1) = J(1,0) = J(0,0) =0 e J(01)=1

Esta definicdo assegura que uma coimplicacdo fuzzy satisfaz as condicées que definem uma
coimplicacdo classica.

Como considerado em (LIN; XIA, 2006), se uma funcdo de implicacdo fuzzy satisfaz
as propriedades I1 a I6 coimplicacdo fuzzy pode também satisfazer as propriedades
correspondentes. Assim, além das condi¢bes de contorno na (Definicdo 2.7.3), Vz,y,z € U,

tem-se que:

J2: Se x < z entdo J(x,y) > J(z,y) (antimonotonicidade no primeiro argumento);
J3: Se y < z entdo J(z,y) < J(z, z) (isotonicidade no segundo argumento);

J4: J(1,y) = 0 (dominancia da falsidade);

J5: J(x,0) = 0 (dominancia da verdade do consequente);

J6: J(0,y) =y (principio da neutralidade a esquerda).
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Logo a seguir, a relacdo de dualidade entre implicacSes fuzzy e coimplicacoes fuzzy é
discutida na Proposicdo 2.7.1, indicando a condicdo com a qual uma implicacao fuzzy da
origem a uma coimplicacdo fuzzy. Significando que podemos construir uma coimplicacdo

fuzzy Iy como a correspondente estrutura dual da implicacdo fuzzy I.

Proposicdo 2.7.1. A funcio (Jy)Iy : U? — U é uma (co)implicacdo fuzzy, se, e somente
se, existem uma coimplicacio (implicacdo) fuzzy J(I) : U? — U e uma negacdo fuzzy
forte N : U — U tais que, Yx,y € U?, quaisquer duas igualdades seguintes sio funcées

equivalentes:
In(x,y) = N(I(N(z),N(y))) (20)

In(z,y) = N(J(N(z), N(y))) (21)
Prova. Direto da Equacdo( 7), na Definicdo 2.4.1.

Exemplificacbes de funcbes de implicacdo coimplicacdo fuzzy sdo nominadas em (FEl;
XIYANG; HONGXING, 2003; FEI; YANBIN; HONGXING, 2004).

A Tabela 3, apresenta a expressao algébrica das implicacdes e correspondentes
coimplicacdes consideradas neste texto, considerando V como operador maximo na
Equacdo (10) e A como operador minimo na Equacédo (9). A cada linha da Tabela 3, associa-
se um par (I, J) de funcdes mutuamente duais, ou seja, cada par de funcdes [ e J satisfaz

as Equacdes (20) e (21), respectivamente.

Implicacdo Fuzzy Coimplicacao Fuzzy
KD-Kleene-Dienes: I(z,y)=1—xVy Jx,y)=1—xz Ay
RC-Reichenbach: I(z,y)=1—2z+uzy J(x,y) =y —xy
LZ-tukasiewicz:  I(x.y)=1 ' -~ e § i Jay) = { 2’_ oo i v
Zadeh: IHz,y)=(1—2)V(xAy) J(x,y) =1 —z)A(xVy)
P.C. I(z,y) =xy J(x,y)=x+y—xy
B.C. I(z,y) =0V (x+y—1) J(z,y) =1A(x+y)
P.D.: I(z,y)=x+y—xy J(z,y) =xy
B.D.: I(z,y) = 1A (x+7y) J(z,y) =0V (z+y—1)

Tabela 3: Implicacdes, coimplicacdes fuzzy e dualidade relacionada.

2.7.1 Classes (Co)lmplicacao Fuzzy

A literatura apresenta muitas classes de (co)implicacdes (veja (BAETS, 1997; DUBOIS;
PRADE, 2000; BACZYNSKI; JAYARAM, 2008; BACZYNSK; JAYARAM, 2009; MAS et al.,
2007; BACZYNSKI; JAYARAM, 2008) e (MAES; BAETS, 2009)). Neste estudo sio

consideradas quatro classes descritas logo a seguir.
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2.7.1.1 Classe (S,N)-implicacées

S3o funcdes indicadas por Isy : U? — U e definidas pelas expressdes:
[S,N(xay) :S<N(x)7y)7 V$,y€ Ua (22)

sempre que S é uma t-conorma e N é uma negacao fuzzy. Esta classe generaliza a seguinte
equivaléncia classica: p = ¢ = —pV q. Se N é uma negac¢do fuzzy forte, entdo Ig é uma
implicacdo forte referida como S-implicacdo. A correspondente construcdo N —dual é uma

S-coimplicacao dada por:
(IS,N)N(ny) :SN(N(x)vy)u vxuy € UJ (23)
sendo Sy a funcdo N—dual da t-conorma S.

2.7.1.2 Classe QL-implicacées (Quantum implicacdes)

Uma QL-implicacdo é uma funcdo Isyr : U? — U, dada por
LS‘,N,T(I,?J) = S(N(LL’),T(.T,y)),VJI,y € U7 (24)

sempre que 1" é uma t-norma, S uma t-conorma e N uma negacdo fuzzy. Esta classe prové
semantica e o operador de Sasaki: p —g5 ¢ = —pV (p A q). Na construcdo N—dual de uma

QL-implica¢do tem-se QL-coimplicagdo (Isr.n)n : U? — U, dada por
(IS,N,T)N(:I"7 y) = SN(N(x)v TN(xa y))v \V/,I, ) € U. (25)

2.7.1.3 Classe D-implicacao (Dishkant Implicacées)

Uma D-implicacdo é uma fungdo Isr y : U2 — U, dada por:
Isrn(z,y) = S(T(N(z), N(y)),y),Vz,y € U, (26)

sempre que 7' é uma t-norma, S uma t-conorma e N uma negacao fuzzy.

Esta classe de implicacGes foi definida a partir do operador de Dishkant: p — g = (—p A
—q)Vq. Quando a t-conorma S é continua, uma QL-implicacdo e uma D-implicacdo coincidem
se, e somente se, estas funcdes verificam a simetria contrapositividade (MAS; MONSERRAT;
TORRENS, 2006). A fun¢do N-dual de uma D-implicacdo é uma D-coimplicacdo dada por

(IS,T,N)N<x7y) = SN(TN(N(Q:)v N(y)>7y)7vxay eU. (27)
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2.7.1.4 C(lasse f-Xor Implicacao e Coimplicacao

A implicacdo f-Xor é baseada na equivaléncia légica classica o« — = a @ —(a A 5). Em
LF, a conjuncdo e a disjuncdo de tal equivaléncia sdo interpretadas por t-norma (7') e uma

t-conorma (.5).

Proposicao 2.7.2. SejaT(S), N e E(D) uma t-(co)norma, uma negacio fuzzy e um conectivo
fuzzy Xor (XNor) , respectivamente. Uma funcio le v x(Jpsn) : U? — U, chamada como

fuzzy f-Xor-(co)implicacdo, é dada por

lern(z,y) =E(z, N(T'(2,9))); (28)
Jo.sn(w,y) = D(x, N(S(z,9))). (29)

Prova. Conclui-se que |g v n satisfaz as propriedades:
|E,T,N(070) = E(O, 1) = 1,' e IE,T,N(07 1) = E(O, 1) = 1,'
IE,T,N(L 1) = E(LO) = 1,' e IE,T,N(LO) = E(l, 1) = 0.

Portanto, g r n € uma implicacdo fuzzy.

Funcdes Duais de f-Xor implicacdo sdo obtidas pela composicio da negacdo fuzzy e
conectivos fuzzy (f-Xor, t-normas, t-conormas) definida como coimplicacdes, também obtidas

pela composicao de funcdes duais de tais conectivos.

Proposicdo 2.7.3. (BEDREGAL; REISER; DIMURO, 2013, Proposicdo 39) Sejam N uma
SFN, (Sy)Tn e (Dn)EN funcdes N-duais de uma (t-conorma S) t-norma T' e um (XNor D)
Xor E fuzzy. A funcdo (Jpsn)n) (lern)y 1 U? — U, dada por

(Jo,sN)N(Z,y) = lpy,sx,N (T, Y); (30)
(lE,T,N)N(x’y) = JEN7TN7N<x7y)7 (31)

para todos x,y € U, é uma (co)implicacdo fuzzy chamada f-X(N)or (co)implicacao fuzzy.

Proposicdo 2.7.4. (ZANOTELLI et al., 2013, Proposicdo 8) As funcbes Ig,, s v Tp,Ns €

(JDs, rp ng.5p.Ns ), dada para todos x,y € U, pelas seguintes expressoes

Iir, e ToNs(T,y) = (I=zy + 2%y) (1—z + 2°y); (32)
TDsp mpng SpNs (T,y) = (2—=(2=1)*)(y=D)((z=1)(y—=1) + (z=1)*(y—1)=1) + 1. (33)

sdo uma f-Xor implicacdo fuzzy e uma f-XNor coimplicacio fuzzy respectivamente, verificando

11(J1), 12 (J2) e 13 (J3).

e Representacdo grafica: f-Xor implicacao e f-XNor coimplicacao
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Figura 4: Fuzzy f-XNor coimplicacao

2.7.2 Xor Bi-lmplicacdo fuzzy e Xor Bi-(Co)lmplicacdo fuzzy

Na logica classica, a negacdo de um conectivo Xor resulta em uma bi-implicacdo (ou
equivaléncia). Em (BEDREGAL; REISER; DIMURO, 2013), considera-se um Xor E fuzzy
e uma negacdo N, a funcio Bgy : U? — U é uma bi-implicacdo fuzzy (ou fuzzy

equivalente) dada por:
Ben(z,y) = N(E(z,v)),Vx,y, € U. (34)

que satisfaz as seguintes propriedades, para todos z,y € U:
BO: B(1,1) =B(0,0) =1 e B(1,0) =0;
Bl: B(z,y) = B(y, z);
B2 Se x <y entdo B(0,2) > B(0,y); Se x <y entdo B(1,z) < B(1,y).

Dualmente, uma fun¢do Cp i : U? — U é uma fuzzy bi-(co)implicacdo se, para todos

x,y € U, mantenha as seguintes propriedades:
CO0: C(1,1) = C(0,0)=0e C(0,1)=1;
Cl: C(z,y) = C(y, 2);

C2: Se z < y entdo C(0,z) < C(0,y); Se x < y entdo C(1,z) > C(y, 1).
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De acordo com (BEDREGAL; REISER; DIMURO, 2013, Teorema2), o conectivo fuzzy
Xor E determina uma classe de equivaléncia fuzzy mais geral do que a equivaléncia fuzzy
descrita em (FODOR, 1991) e (FODOR; ROUBENS, 1994).

Baseado no principio da dualidade, as seguintes proposicdes mostram que a bi-implicacao

fuzzy Bg n pode ser expressa como um conectivo fuzzy XNor Dg 7, na classe dos conectivos
f-Xor.

Teorema 2.7.1. Sejam N uma SFN, (Sy)Tn e (Dn)EN funcées N-duais de uma (t-conorma
S) t-norma T e um (XNor D) Xor E fuzzy. A funcdo Be, .  n (CDT,s,N,N)N U = U,
definda pela expressao

BET,S,NaN(I7 y) - DS,T,N(xv y); (35)
CDS,T,NJV(:L‘? y) - ET,SJV(xa y); (36)

para todos x,y € U, é uma bi-(co)implicacdo fuzzy chamada fuzzy f-X(N)or bi-

(co)implicacao. Adicionalmente, eles sdo fun¢ées N-duais:

(Ben)n(2,y) = Coyn(z,y); (37)
(CD,N)N(xvy) = BENvN(I7y)7 (38)

Prova. A prova resulta dos resultados apresentados nas Proposicbes 2.6.2, 2.6.3 e 2.6.4.
Desde que N seja uma SFN, E e D sejam funcées N-duais verificando as propriedades da

comutatividade e contra-simetria.



3 ROBUSTEZ DE CONECTIVOS FUZZY

Analise de robustez na LF tem sido relevante para a area de controle fuzzy, contribuindo
para anélise de estabilidade de controladores fuzzy (JIN; LI; LI, 2007). Trabalhos significativos
foram desenvolvidos nesta area de controle fuzzy, cujo problema principal de investigacdo esta
relacionado com a andlise de estabilidade e robustez dos controladores fuzzy, veja exemplos
em (CAIl, 2001; LI, 2008; ZHANG; CAIl, 2004). Em (YING, 1999), foram propostos os
conceitos de robustez maxima e média para operadores sobre conjuntos fuzzy.

A andlise de sensibilidade tornou-se uma ferramenta importante na avaliaciao da
confiabilidade de estruturas de engenharia. Dado um sistema de producdo, a questdo de
quanto a perturbac3do nas variaveis de entrada tém influéncia mais decisiva sobre a perturbacao
nas variaveis de saida é sempre importante. Em (OBERGUGGENBERGER; SCHMELZER;
FELLIN, 2008), métodos de correlacdes de modelagem e interatividade em tais sistemas sdo
investigados. Em (LI; LI; XIE, 2011), a propriedade fundamental da robustez do valor de
intervalo de inferéncia fuzzy é discutida. Além disso, o intervalo robusto para matrizes sobre
a (max, min)-Algebra (envolvendo matrizes fuzzy) é estudado e condicdes equivalentes para
abordagem intervalar de matrizes fuzzy sdo apresentadas em (MOLNAROVA; MYSKOVA;
PLAVKA, 2013).

A nogdo de J-sensibilidade de conjuntos fuzzy é usada em (CAIl, 2001) para estudar a
robustez de raciocinio fuzzy baseado em operadores de implicacao fuzzy, incluindo inferéncia
modus tollens e modus ponens generalizadas. Nesta abordagem, 6 € U denota a maior
perturbacdo sobre as varidveis do sistema. Outras relacGes entre a robustez do raciocinio fuzzy,
conjuncdes fuzzy e classes de operadores de implicacdo fuzzy foram apresentados em (JIN; LI;
LI, 2007).

Este capitulo discute o estudo da robustez com base na d-sensibilidade e dualidade nas
principais classes de (co)implicacdes fuzzy enfatizando a anélise da robustez dos conectivos

Xor e XNor, X(N)or (co)implicacdo e X(N)or bi-(co)implicacdo.
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3.1 Robustez dos Conectivos Fuzzy

O estudo da d-sensibilidade de uma funcao f : U™ — U no ponto x, ou analogo, a
sensibilidade ponto a ponto de f : U™ — U est4 baseada no trabalho proposto em (LI et al.,

2005). Neste estudo, tem-se a énfase na classe de (co)implicacGes fuzzy.

Definicdo 3.1.1. (LI et al., 2005, Definicdo 1) Sejam f : U™ — U, § € U e x =
(21,22, ... T0), Y = (Y1, Y2, .- - Yn) € U". Tem-se que:

(i) a o-sensibilidade de f no ponto x, indicado por A¢(x,0), é definida por
Aj(x,0) = sup{|f(x) = f(¥)] : [2i — yilieqr2..y < 0} (39)

(ii) a J-sensibilidade maxima de f é definida pela expressdo:

Ap(0) =V Asl(x0);

xcUmn
(iii) f é pelo menos tao robusto quanto g no ponto x, significa que

6> 0= As(x,0) < Ay(x,0);

(iv) f e g sdo igualmente robusto no ponto x, significa que

6> 0= Ap(x,0) = Ay(x,0);

(v) f € mais robusto do que g no ponto x, significa que

§>0= As(x,0) < Ay(x,0);

A robustez pode ser concebida como uma propriedade associada a modelagem légica
de sistemas computacionais, cujo principal objetivo é garantir que as conclusGes nao sdo
essencialmente alteradas, se as condicoes de premissas variarem dentro de parametros
razoaveis.

E, uma vez que conectivos fuzzy (principalmente implicacdes e co-implicagdes) sdo
elementos importantes no raciocinio em sistemas fuzzy, a investigacdo correspondente da 6-
sensibilidade dos conectivos fuzzy, discutida neste Capitulo, nos termos da Definicdo 3.1.1(i),
fundamenta a abordagem fuzzy intuicionista considerada nos préximos capitulos.

Na Definicdo 3.1.1, comparamos também a robustez de duas funcdes, f,g: U" — U com
base em sua J-sensibilidade no ponto x € U™. Desse modo, analisamos a d-sensibilidade no

ponto x € U" de conectivos fuzzy considerando a propriedade de (anti, iso,mono)tonicidade
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em seus argumentos. Esta anélise de robustez baseada na J-sensibilidade se direciona as

principais classes de (co)implicacbes fuzzy.

Observacao 3.1.1. A andlise da robustez baseada na d-sensibilidade de uma funcio f : U™ —
U em um pontox = (x1,x9,...x,) € U™, comé € U se reporta a anélise da monotonicidade
de seus n argumentos 1, s, ... x,, sempre que ; € U, 1 < i < n.

Neste contexto, para facilitar a expressdo matematica dos termos referentes a esta andlise,

na sequéncia deste texto, consideramos x = (z,y) € U? e as seguintes notacées:

Observacao 3.1.2. Seja f : U™ — U. Tem-se que:

(i) f é uma funcéo iso(anti)monoténica na i-ésima componente se, e somente se, Vz;,

x; € U e inteiro tal que 1 < 1, tem-se que

!

r; <, — floy,xo, . Ty xy) <

)

l

v < — floy,xoy . Ty ) >

7

. 7 ~ A . / [ . .
(ii) f é uma funcao monoténica se, e somente se, Vz;, x, € U e inteiro, tal que 1 <i <

tem-se que

/ !

2 <y = far, T, x) < flXy, .. 2. 2. (46)

(iii) f é uma funcdo de ordem reversa se, V;, x; e U, tal que 1 <1i < n, tem-se que

!

migx;%f(:cl,xg,...,mn)zf(xll,x;,...a:n). (47)

(iv) Em particular, f : U — U é denominada funcdo de ordem reversa, se i = 1 na

Eq.(45), ou seja, f satisfaz a condicdo

r<y— f(z)> fly),Vz e U.

Proposicdo 3.1.1. (L/ et al., 2005, Teorema 2) Sejam 6 € U, x € U e f : U — U uma

funcdo de ordem reversa. A 0—sensibilidade de f no ponto x é dada por

Ap(x,0) = [f(x) = f((z + ) AD]V [f((z = 6) VO) = f()]. (48)
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Proposicdo 3.1.2. (Ll et al., 2005, Teorema 1) Considere f : U> - U, § € U, x = (z,y) €
U?ea',y cUtaisquer —6<ax' <x+dey—0<y <y+39.

(i) Se f é monoténica, entdo a d-sensibilidade de f no ponto x é dada por
Ap(x,0) = (f(x) = fIx]) VvV (fIx] = f(x)); (49)

(ii) Se f é antitdnica no primeiro argumento e isoténica no segundo argumento, entdo a

sensibilidade de f no ponto x é dada por
Ap(x,0) = (f(x) = fIx]) vV (fIx] = f(x)); (50)

(iii) Se f é isotdnica no segundo argumento, entdo a o sensibilidade de f no ponto x é dada

por
Ag( = VIf(z,(y=0)v0) = fx)|VVIflz (y+0) A1) = f(x)]; (51)

(iv) Se f antiténica no primeiro argumento, entdo a sensibilidade de f no ponto x é dada

por
Apx,6) = VIfx) = flz=0)vVoylVvVIfx) = f((z+0) ALy (52)

Proposicdo 3.1.3. Considere f: U?> - U, € U ex = (x,y) € U*.

(i) (LI et al., 2005, Corolsrio 1) A 6 sensibilidade de uma t-(co)norma T'(S) : U*> — U é
dada pela Equagio (49);

(ii) (LI et al., 2005, Corolario 1) A ¢ sensibilidade de uma S-(co)implicacdo Isn(Jr ) :
U? — U é dada pela Equacio (50);

(iii) (LI et al., 2005, Corolério 1) A § sensibilidade de uma QL-(co)implicagdo Is nr(Jrn.s)
U? — U é dada pela Equacio (51);

(iv) (REISER; BEDREGAL, 2012, Proposicdo 3) A § sensibilidade de uma D-(co)implicacdo
Istn(Jrsn) : U2 — U é dada pela Equacio (52).

Corolario 3.1.1. (LI et al., 2005, Corolsrio 1) Seja a fungdo f : U* — U.
(1) Se f é uma t-(co)norma, entdo
A((0,0),6) = f(6,9);

Af((()» 1)75) = Af((LO)»(S) = 0;
AM(1,1),6) = 1= f(1—6,1-3).
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(2) Se f é uma (S, N)-implicagdo, entdo

Af<<070)7 5) =1- N<5)7
A¢((0,1),0) =1—S(N(5),1—9);
Af((lvo)’ 6) = S(N(l - 5)75)7
A¢((1,1),0) = 1.
Em particular, se N = Ng, entdo
Af((ovo)v(S) = 5;
Ar((0,1),0) =1—-S(1—0,1—9);
Af((la())vé) - S(575)7
Ap((1,1),0) = 0.
(3) Se f é uma QL implicacdo entdo

Af((()?O)»é) = NS(N(é))a

Af((()? 1)75) = NS(N((S))a

Af((170)75) = S(N<1 - 5)75)7

(Ns(S((Ns((Ns(9)), Ns(0)))) V &) < Ap((1,1),6) < Ns(T'(Ns(6), Ns(6)))

((070)75) = 0;

((071)75) = 0;

A((1,0),0) = 5(6,9);
Ng(S(8,Ng(0))) Vo < Ay((1,1),9) < S(9,9)

Corolario 3.1.2. (L/ et al., 2005, Corolério 2)
(1) Se f =V ou A, entdo A¢((x,y),0) = 0 para todo x,y € U.

(2) Seja f a implicacdo de tukasiewicz (I na Tabela 3), entdo tem-se que:
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Tabela 4: Norma Produto e Soma Probabilistica

X | Ar(z,9) | Agu(z,6) |
(0,0) 9162 01 + 62 — 0102
(0,1) 91 5y
(1,0) d2 0
(1,1) | 01 4 02 — 0102 109

(3) Se f é a implicacdo de Kleene-Dienes (veja I p na Tabela 3), entdo tem-se:

Ap((x,y),0) = 0,Vx,y € {0, 1}.

(4) Se f € a implicacdo de Zadeh (veja I;p na Tabela 3), entdo obtém-se:

As((z,y),0) = 6,Va,y € {0,1}.

Teorema 3.1.1. (Ll et al., 2005, Teorema 5) Seja f : U> — U, entdo tem-se que:
(1) As(9) < As(An(9));

(2) Se N € SIFN e fuma (S, N)-implicagdo, entdo As(5) = Ag(0)).
Exemplificacdo 3.1.1. (1) Seja Ixr(z,y) = (1 —x) Vy . Entdo Ay, = 0.

(2) Seja Irc(z,y) =1 —x+zy. Entdo Irc tem a mesma sensibilidade da t-norma produto
e portanto Ay, .(0) = 20 — §2.

(3) SeI(z,y)=(1—x+y) AL entdo Ay(6) =25 AL

Observacao 3.1.3. Com base nos resultados apresentados nos Corolarios 3.1.1 e 3.1.2,
as tabelas a seguir ilustram uma andlise de robustez considerando, por exemplo, que a J-
sensibilidade do 1° argumento (01) seja possivelmente diferente da §-sensibilidade do 2°
argumento (0). E assim, ndo se considera § = &, V 62 mas os correspondentes valores
associados as perturbacbes dos argumentos.

Neste caso, na Tabela 4 é analisada a sensibilidade de operadores como a t-norma
produto (Ar,) e a t-conorma soma probabilistica (Ag,). Na Tabela 5 consideram-se a
implicacdo fuzzy de Riechenbach (Ary ) e a correspondente coimplicacdo fuzzy (Aj,, ).
E ainda, na Tabela 6, a QL-implicacdo fuzzy (AISP,NS,TP (x,0)) e a QL-coimplicacdo fuzzy
)

3.2 Robustez dos Conectivos N-Duais Fuzzy

Proposicdo 3.2.1. (REISER; BEDREGAL, 2012, Proposicdo 6) Seja f : U> — U uma
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Tabela 5: (S, N)-implicacdo e (7', N')-coimplicacdo Fuzzy
’X ‘ AISP‘,NS($’5) ‘ AJTP,NS<I75) ‘

(0,0) 01 )

(0,1) 0109 01 + 02 — 0102

(1,0) | 01 + 92 — 0162 0102

(1,1) ) 01

Tabela 6: QL-Implicacao Fuzzy
’ X ‘ AISP,A/S,TP (:L’, 5) ‘ AJTP,NS,SP (%5) ‘

(0,0) —01 + 0702 81 — 07 + 0y — 20109 + 620,
(0,1) 62 — 0y P
(1,0) ) 6% — 0
(1,1) | 01 — 07 + 6o — 26185 + 670 —81 + 0709

funcdo de segunda ordem, x = (z,y) € U? Ns(x) = (Ng(z), Ns(y)) onde f(Ngs(x)) =

f(Ns(x), Ns(y)). As seguintes equacdes sdo verificadas:

(1) fs|x) = Ns(f[Ns(x)1); (i) fis[x] = Ns(f[Ns(x)]),
(iii) fns[x] = Ns(f[Nsx)1); (iv) fas[x] = No(f[Ns(x)]).

Prova. Seja x = (z,y) € U?. Tem-se que:
@) fnlx] = fn((z—=0)V0,(y—0)VO0)]=N(f(N

= N(f(1—z+8)AL),(1—y+05)Al
= N(f((N(z) +36) AL, (N(y) + ) A1)l = N(f[N(z),N(y)])

(x =0) Vv 0), N((y —0) v0)))

Portanto, significa que fn|x| = N(f[N(x)]). As demais equacées podem ser provadas de
forma analoga. O

Se N é uma SIFN, o Teorema 3.2.1 afirma que a sensibilidade de uma funcao f em um

ponto x é igual a sensibilidade da correspondente funcdo dual fy.

Teorema 3.2.1. (REISER; BEDREGAL, 2012, Teorema 1) Considere f : U*> — U, § € U
ex = (x,y) € U2 Seja Aj(x,0) a expressdo da sensibilidade de f no ponto x. Se N é
a negacdo fuzzy padrdo (N = Ng na Equacdo (3)) e fx € a funcdo N—dual de f, entdo a

sensibilidade de fn no ponto x é dada por
AfN (X7 5) = Af((N(X))v 5) (53)

Proposicao 3.2.2. Sejam N uma negacdo fuzzy padrdo, fn a funcdo N —dual relacionada
com a funcdo f : U?> - U, § € U ex = (v,y) € U A sensibilidade de fx no ponto x é

definida pelos seguintes casos:
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(i) se f € crescente com respeito as suas variaveis, ent3o:

Apy(x,0) = (f(N(x)) = FING)) V(FINF)T = f(N(x)))
= (Un[x] = fn(x) VvV (Inlx] = fn(x); (54)

(ii) se f é decrescente com respeito a sua primeira varidvel e incrementada com a segunda

variavel entdo

Apy(x,0) = (f(N(x)) = [ING)) V (FINF)T = F(N(x)))
= (In[x]=/vE) vV (Unix] = fn()); (55)

(iii) se f é crescente com a segunda varidvel ent3o:

Ap(x,0) = _5\( E\f(N(X))—f(N(x’),(N(y)+5)A1)\V
5\( E\f(N(X))—f(N(x’),(N(y)—5)\/0)\; (56)

(iv) se f é decrementada com respeito a sua primeira varidvel:

App(x,0) = _5V 5\f((N(ﬂ7)+5)A1,N(y’))—f(N(X))\V
_5V E\f((N(w)—@VO,N(y’))—f(N(X))\- (57)

Prova. Direto da Proposicdo 3.2.1 e Teorema 3.2.1.

Proposicdo 3.2.3. Sejam (T')n, (S)n, (Is,n)n: Isnr)nv € (Isow)y as fungdes N —duais
de uma t-norma ', uma t-conorma S, uma S—implicacdo Is y, uma ()QL—implicacdo Is n T
e uma D—implicaco Ist n, respectivamente. Quando x = (z,y) € U? e § € U, seguem as
seguintes declaracoes:

(i) Ay (x,0) e Awg)y(x,6) sdo ambos definidos pela Equacdo (54);
(i) Arg .y, (x,0) € definido pela Equacdo (55);

(iii) A )w (X,0) € definido pela Equacdo (56);

Is N,T

(iv) A x,d) é definido pela Equacdo (57).

IS,T,N)N(

Prova. Prova segue da Proposicdo 3.2.2.

Proposicao 3.2.4. Sejam N a negacio fuzzy padrio e fn : U> — U a funcdo N—dual de
um conectivo binario f : U? — U. Ento a sensibilidade maxima de f e fy sdo dadas por:

Apy(0) = Ag(9). (58)
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Prova. Do Teorema 3.2.1, temos o seguinte:

AfN (6) - \/ AfN(X7 6) - \/ Af(N<X)7 5) = Af((s)
xeU? N(x)eU?
Proposicao 3.2.5. (REISER; BEDREGAL, 2012, Proposicdo 10) Seja (f, fn) e (g,gn) pares
de funcées N —duais. Tem-se que:

(i) (fn,f) é um par t3o robusto como (gn,g) em X se f é tdo robusta quanto g no mesmo

ponto;

(i) (fn,f) é um par mais robusta do que (gn,g) em um ponto X se f é mais robusto que g

no mesmo ponto;
(iii) (fn,f) é um par tio robusta como (gn,g) se f é tdo robusta quanto g;

(iv) (fn,f) é mais robusto que (gn,g) se [ é mais robusta do que g.

3.3 Robustez do conectivo f-Xor fuzzy

A analise da robustez baseada na sensibilidade média pode ser utilizada em operadores
que nao apresentam comportamento monotdnico nos seus argumentos. Tem-se entdo uma
alternativa para analise de sensibilidade de forma a selecionar os operadores fuzzy que sujeitos
a uma pequena mudanca nos argumentos de entrada apresentam (na média) apenas uma
pequena alteracdo no resultado da operacao.

Em (HERNANDEZ; NAVA, 2011), o estudo da sensibilidade média referente aos conectivos

Xor e XNor, nas correspondentes familias X e D, fornece os seguintes resultados:

(i) o menos sensivel (ou o mais robusto) operador fuzzy X(N)or em X (D). Com base nos
principais resultados em (HERNANDEZ; NAVA, 2011), a operacdo menos sensivel, em
média, com respeito as familias X e D é definida como conectivo f-Xor Er gy € f-
XNor Dg 1 , neste texto apresentada nas expressdes de Equacdo (13) e Equacdo (14),

respectivamente;

(ii) a sensibilidade média do conectivo fuzzy X(N)or f, dada pela express3o:
11
S0) = [ [ Aslx,0)dedy
0 Jo

Uma vez que um conectivo f-X(N)or pode ser definido explicitamente em termos de
agregacoes e negacoes fuzzy, consideramos nesta secdo uma outra possibilidade de explorar o

estudo da sensibilidade ponto a ponto (d-sensibilidade), focando nos pontos terminais de U.
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Primeiramente, alguns resultados preliminares ja verificados em (REISER; BEDREGAL,
2012) s3o reportados. Tais relatos estdo relacionados a anélise de robustez a partir do estudo
de t-(co)normas e negacdes fuzzy, e sdo estendidos para a sensibilidade de conectivos X(N)or.
Neste caso, o estudo da robustez estd focado no conectivo f-X(N)or indicado por Er, s, v
(Dsp 1p,ng), Obtido pela t-norma produto T, soma probabilistica Sp e negacdo padrao.

Outras contribuicGes nesta secdo se reportam a robustez do conectivo f-Xor considerando
a (co)implicacdo f-X(N)or e a bi-(co)implicacdo f-X(N)or correspondente.

O estudo da d-sensibilidade da (co)implicagdo f-X(N)or e bi-(co)implicacdo f-X(N)or
é restrito aos pontos terminais de U, j& que um conectivo f-X(N)or ndo é uma funcio
monotonica com respeito aos dois argumentos.

Em particular, consideramos (co)implicagdo f-X(N)or e bi-(co)implicagdo f-X(N)or obtida

pela soma probabilistica, t-norma produto e a negacao padrao.

3.3.1 Estudo da /-Sensibilidade na Classe de Conectivos f-Xor fuzzy

No que se segue, com base em (LI et al., 2005) e (REISER; BEDREGAL, 2012), o estudo
da ¢ sensibilidade do conectivo f-Xor fuzzy no ponto x (ou sensibilidade ponto a ponto) no

dominio U é considerado.
Proposicao 3.3.1. Seja 6cU. Entdo, tem-se que:

(i) (LI et al., 2005, Teorema 1) Se f : U*—U é uma funcdo monoténica, i.e.
<2y <y = flz,y) < fa,y), Yo,y € U?, (59)
ent3o a sensibilidade de f no ponto x = (x,y) € U? é dada como

Af(x,0) = (f(x)=f[x]) v (f[x]=f(x)) (60)

(ii) (LI et al., 2005, Teorema 2) Se f : U — U é uma funcdo de ordem reversa, tal que
r<y= f(xr) > f(y), a sensibilidade de f no ponto x € U é dada por

Ap(a,0) = [f(2)=fle+0) AD]V [f((z=0) V 0) = f(2)] (61)

(iii) (REISER; BEDREGAL, 2012, Teorema 1) Se N € a negagdo padrdo fuzzy (N = Ngs) e
fn: U? = U é a funcdo N—dual de f: U? — U ento a sensibilidade de fy no ponto
x = (x,y) € U? é dada por

Apy(x,0) = Af((N(x)),9) (62)

Corolario 3.3.1. Seja g a funcdo Ng-dual de f : U*—U ed € U. Entdo f e g sdo igualmente

robustas em x = 0.5, ou seja, no ponto de equilibrio Ng.
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Prova. Direto da Proposicdo 3.3.1(iii).

Agora, baseado na Equacdo (62) a sensibilidade ponto a ponto de T e Sp nos pontos

terminais de U é reportada por:

Proposicao 3.3.2. (ZANOTELLI et al., 2013, Proposicdo 11) Consideramos Sp, Tp : U?—U,
6€U ex = (z,y)€U?. Entio, é vélido que:

Proposicdo 3.3.3. (ZANOTELLI et al., 2013, Proposicdo 12) Consideramos f : U> — U e
0 € U. A sensibilidade de Eg,, 1, v no ponto x é dada por

(i) Sex=(0,0) entdo Agy, . v, (X,0) = Ag,(x,0)—Ar,(x,0);
(i) Sex=(1,1) entdo Ag,, 1, v (%,0) = Ag,(x,0) + Ar, (x,9).

A seguir, analisamos a J-sensibilidade dos conectivos f-Xor ,considerando ambas

construcdes, (co)implicacdes e bi-(co)implicacdes.

Teorema 3.3.1. Se N € a negacdo fuzzy padrdo (N = Ns), entdo o seguinte € verificado:

b
m
z
”
Nt

I
>

p((N(x)),0) e Ae((N(x)) = Apy (x,6);
Ay (x,0) = Ay((N(x)),0) e A((N(x)),0) = Ay (x,0);
)75> € AB<<N(X))75) = ACN(Xv(S)'

[P
w
Z
»
N

Il

>

A
=
3

Prova. Direto da Proposicio 3.3.1(iii).

3.3.2 /-Sensibilidade referente as implicacoes fuzzy e equivaléncias fuzzy obtidas

a partir do conectivo Er, g, v

Visto que Er, s, vy : U? — U n3o verifica a propriedade da monotonicidade, como
descrito na Equacdo.(59), precisamos analisar a perturbacdo em ambos os argumentos de x

(r £+ 9 and y £ 6). No entanto, deve ser executado ao longo da unidade do intervalo.



Tabela 7: d-sensibilidade do conectivo f-Xor nos pontos extremos do intervalo da unidade
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Na Tabela 7, resumem-se as possiveis avaliacdes do conectivo f-Xor por meio das Equacdes
(40) até (43).

As colunas indicam a perturbacdo no ponto x = (z,y) € U? e as linhas s3o agrupadas
por cada conectivo f-X(N)or visto nesta dissertacdo. Para isso, a fim de reduzir a notac3o,

consideramos as seguintes igualdades:

E = Erp 5p,n6;

D - DSP’TP)NS;
|
J

= lETP,S’P,NS1TPaNS7
= JDSP,TP,NS7SP=NS’
B= BETP,SP,NS»NS7

C= CDSP,TP,NsyNS'

Com base na proposicao 2.6.4, indicando a contra-positiva dos operadores E e D, os dados
no primeiro grupo coincidem com os dados no dltimo grupo.
Além disso, os resultados principais sdo relatados nos Teoremas 3.3.2 e 3.3.3 fornecendo

uma analise de tais avaliacoes.

Teorema 3.3.2. Considere 6cU e x = (z,y)€U>.

(i) Se E = Er, 5,5 € C=Cpg . v, N, €Ntd0 tem-se que:

x € {(0,0),(1,1)} = Ag(x,d) = Ac(
x €{(0,1),(1,0)} = Ae(x,6) = Ac(

x,0)=(2 = 0)(0 — 0°);
x,0)=1—(6 — 6°)(2 — 6 + 0°).

(ii) Se D = Dsp 1p,n5 € B =Bey, 5, vy.Ns, €NtAO tem-se que:

x € {(0,0),(1,1)} = Ag(x,0) = Ac(x,6) =1 — (2 —6)(§ — &%);
x € {(0,1),(1,0)} = Ag(x,6) = Ac(x,0) = (6 — 62)(2 — 6 + 62).

Prova. Considere os resultados referentes ao conectivo f = Er, s, ng descritos desde a

Equacdo(40) até a Equacdo(43). Entdo, tem-se que:

Tomando E(0,0) = 0 na Equacdo(39), Definicdo 3.1.1(i), obtemos que: Ag((0,0),0) =
Ag((0,0),d) = (2 —6)(6 — &63). Analogamente, os demais casos podem ser provados.

Teorema 3.3.3. Considere 6€U e x = (z,y)€U>.
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(i) Sel =lgr, s, ngTr.Ns € = JDs, 1, ny.Sp.Ng, ENLEO tem-se que:
x = (0,0) = A((x,0)=A;(Ns(x),0)=1—(1-6* + §*)(1—5 + 6°);
x = (0,1) = Ay(x,8)=A(Ng(x),0)=1—(1-5+26>—6)(1—6+5>—5%);
x = (1,0) = A((x,0)=A(Ng(x),0) = 1—(1—-02+0°)(20—28>+5%);
x = (1,1) = Ag(x,0)=Ac(x,0) = 1—(1—0+452—5°)(1-26+30°—5%).

Prova. Ao aplicarmos a fungdo I, ; . .1 N5 Nas expressbes das Equacbes (40) a (43),

obtemos o seguinte:

0) = 1;1[0,0] = 1(0,8) = 6;
0) = &; 170,0] = 1(5,8) = (2

110,0] = 1(0,
170,0] = I(,

— &2+ 5(1

— 65— 8%

Tabela 8: Sensibilidade do conectivo f-Xor relacionado com 6 = 0.1

f | x | Af(x,0) | 6=0.1

E.C | (0,0) | (2—10)(6 — %) 0.1881
(0,1) | 1—(6—6%)(2 -0+ 6?) 0.1719
(1,0) | 1—(6—6%)(2—0+6?) 0.1719
(1,1) | (2—=8)(6 —6%) 0.1881

D;B | (0,0) | 1—(2—-8)(6 6% 0.8119
(0,1) | (§—6%)(2 -0+ 62 0.8281
(1,0) (5 52)(2 =3+ 4?) 0.8281
(1,1) | 1= (2=10)(6 — &%) 0.8119

| (0,0) | 1= (1—=62+8%)(1—5+6°%) 0.107109
(0,1) — (1-64262-63) (1—0+5%—-03) 0.164629
(1,0) | 1 — (1-6%46%)(26—26%40%) 0.179371
(1,1) 1 — (1-6+44%-63)(1-26+352—63) | 0.221569

J (0,0) | (1—64+40%—6%)(1—20+352-5%) 0.778931
(0,1) | (1-6%40%)(26—262+03) 0.820629
(1,0) | (1—-6%46%)(20—26240°) 0.835371
(1,1) | (1—=862+48%)(1—6+6% 0.892891

Tabela 8 descreve A(x,d) tomando § = 0.1, assumindo que f seja um conectivo f-Xor

e X esteja relacionado aos pontos terminais do intervalo da unidade. Podemos observar que
as perturbacdes relacionadas com 6 = 0.1 sdo mais intensas quando os operadores D, B e J

sao considerados. E também imediato que:

A(0,0),0) =1— (1 =6 +8)(1—-0+6); e Ay(1,1),8) = (1 -8 +6)(1—3+d°.

Se § = 0.1, tem-se que: A((0,0),0.1) + A((1,1),0.1) = 0.107109 + 0.892891 = 1.0



4 LOGICA FUZZY INTUICIONISTA

Este capitulo apresenta os conceitos fundamentais para o estudo da robustez de sistemas
baseados na LFI, considerando a d-sensibilidade referente aos conectivos fuzzy intuicionistas.
Tais conectivos sao amplamente utilizados por sistemas especialistas baseados no raciocinio
aproximativo (BUSTINCE; BARRENECHEA; MOHEDANO, 2004). A reducdo do ndmero
de regras utilizadas por esses sistemas devido a abordagem fuzzy intuicionista é obtida pela
aplicacado de regras geradas através do uso das principais propriedades algébricas dos conectivos
fuzzy intuicionistas.

Além disso, esta andlise da robustez mostra-se capaz de preservar as propriedades de
sistemas baseados em LF quanto a construcdo de conectivos fuzzy representaveis, ou seja,
operadores que estendem as propriedades relevantes e permitem a flexibilidade quanto a relacao
de complemento fuzzy.

Primeiramente, estuda-se o indice fuzzy intuicionista e conceitos relacionados aos conjuntos
fuzzy intuicionistas. Na sequéncia, revisamos alguns conectivos da légica fuzzy intuicionistas,
tais como negacoes, t-normas e t-conormas. E entao focamos no estudo de implicacdes fuzzy

intuicionistas e nas principais propriedades algébricas, incluindo exemplificacdes.

4.1 Conjuntos Fuzzy Intuicionistas

De acordo com Atanassov (ATANASSOV, 1986), um conjunto fuzzy intuicionista A; é
representado por um par {4, 4) (pertinéncia e ndo pertinéncia), e indicado por um conjunto

de tuplas que satisfazem uma restricdo natural :
A = {(@, pa(z),va(z)) [z € X e pa(z) +va(z) < 1} (63)

Podemos ent3o pensar em um conjunto fuzzy como um caso especial de um conjunto fuzzy
intuicionista, onde o grau de n3o pertinéncia n3o necessita ser igual ao seu complemento.

No contexto da LFI, cada elemento = € X’ esta associado um elemento & = (21, x2) € U X
U, onde nem sempre o grau de n3o pertinéncia v4(x) = x5 é menor ou igual ao complemento

do correspondente grau de pertinéncia pa(x) = x;. Ou ainda, na LFl a equagdo va(z) +
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pa(x) =1 é estendida pela inequacio:
0 <wa(x)+ pa(z) <1 (64)
Como v(x), u(x) € U, pode-se entdo expressar a Equacdo (64) da seguinte forma:

v(x) < Ns(pa(r)) ou ainda pa(x) < Ng(va(z)). (65)

Exemplificando uma aplicacdo, vejamos em (CORNELIS; ATANASSOV; KERRE, 2003), a
descricao de um procedimento de votacdo, onde as pessoas tém de expressar seu sentimento
a uma série de propostas. E ébvio que, enquanto um pode ser a favor, outro vote em desfavor
de uma proposta da mesma maneira que um terceiro pode abster. Usando somente o grau de
pertinéncia torna-se um trabalho arduo e de dificil compreensdo a separacao de um defensor
e de um adversario da proposta. Para tal, parece natural aplicar uma modelagem baseada em
conjuntos fuzzy intuicionistas. Nesta abordagem, modelam-se a cada proposta, o nlimero de
defensores e de adversarios a proposta permitindo que o cardinal do complemento do conjunto
de defensores ndo seja exatamente igual ao cardinal do complemento do conjunto de adversos

a proposta.

4.1.1 Conjunto U dos Valores Fuzzy Intuicionista

O conjunto de todos os pares contendo o grau de pertinéncia e de ndo-pertinéncia associado
a um elemento z ¢ indicado por U é definido pela expressao:

U = {f=(v1,12) €U e0< 1 + a9 < 1}, (66)

De acordo com (ATANASSOV; GARGOV, 1998), as seguintes relacdes sdo consideradas
em U:

(i) para todos & = (x1,22),5 = (y1,92) € U, tém-se as relacdes de ordem:
(x1,22) <g (y1,y2) se e somente se z1 < Yy € Ta > Yo; (67)
(x1,22) =g (y1,y2) se e somente se 1 < y; e T2 < Yo. (68)
(i) para todo & = (y,x5) € U, tem-se que

0=(0,1) <z 7 <51=(1,0); (69)

(iii) para todo X = (&y,...,4,) € U", tal que &; = (21, 2:5) € U, com 0 < i < n, tem-se
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as projecoes Iy, ry : U™ — U, cujas correspondentes definicdes sdo dadas por:

lr((Z1, T2y ..., Tn)) = (@11,%21, ... Tp1); (70)

T[((j]l,fg,...,j}n)) = (1'12,1’22,...,1‘”2). (71)

4.1.2 Indice Fuzzy Intuicionista

Segundo (XU; YAGER, 2009), o indice fuzzy intuicionista m4(z), também chamado de

grau de hesitacao, ou grau de indeterminacao de x em A, é definido pela expressao a seguir:
wa(x) =1 — pa(x) —va(z),Vo € x. (72)

Portanto, para todo 2 € y tem-se associado Z = (x1,2;) € U tal que mu(z) = 1 —
pa(z) —va(x) =1—a1 —x9. E portanto, quando m4(z) = 0, o conjunto fuzzy intuicionista
se reduz a um conjunto fuzzy (SZMIDT; KACPRZYK, 2004).

4.2 Negacao Fuzzy Intuicionista

Nesta secdo apresentaremos as funcdes de negacdo fuzzy intuicionista, suas propriedades
algébricas, exemplos e conceitos relacionados.
De acordo com (G. CORNELIS G. DESCHRIJVER, 2004), N; : U — U é uma negacio

fuzzy intuicionista (IFN) se satisfaz as seguintes condicdes:
Nyl N[(O):ieN](i):O,
N;2 : Se & > g entdo Ny (%) < Ny(), V&, € U.

Negacdes fuzzy intuicionistas fortes (SIFN) sdo negacbes fuzzy intuicionistas que
satisfazem a propriedade involutiva (BUSTINCE; BURILLO; SORIA, 2003):

N[3 . N[(N[(ii’)) :f, VT eU.

Teorema 4.2.1. (BACZYNSKI, 2003; DESCHRIJVER; KERRE, 2005c) Uma negacio fuzzy
intuicionista Ny : U — U é forte, se e somente se, existe uma negacdo fuzzy forte N : U — U

tal que:

Ni(%) = (Ns(Ns(2)), Ns(Ns(21))), Vi = (21, 22) € U (73)
Exemplificacao 4.2.1. Um exemplo de negacido fuzzy intuicionista forte é obtida

considerando a Negacdo Padrdo na Equacio (3). Tem-se entio que N;ig(%) =
(Ns(Ns(x2)), Ns(Ns(21))) = (22, 21).
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4.2.1 Relacao de Dualidade entre Funcdes Fuzzy Intuicionitas

Definicdo 4.2.1. Seja N; uma negacdo fuzzy intuicionista forte em U. Para todo X =
(T1,...,%,) € U, se N; é involutiva ent3o (fNI>NI — f, ouseja e fN, sdo mutuamente

duais. A funco intuicionista N;-dual de uma funcio f; : U™ — U é dada pela expressio:
fin, (%) = Ni(f1(Ni(241), . .., Ni(Zn)))- (74)

4.3 Funcoes de Agregacao Fuzzy Intuicionistas

Uma funcdo A; : U? — U é denominada func3o de agregacdo idempotente se, para
todos 7,7, € U satisfazem as seguintes propriedades (BACZYNSKI, 2003; CALVO et al.,
2002):

Apl: A7(0,0) =0e A;(1,1) = 1 (condicdes de Borda em U/);
Ar2: Se z < z, entdo A;(Z,y) < A;(Z,9) (Monotonicidade);
Ar3: Ar(Z,9) = Ar(g, %) (Comutatividade).

Uma funcdo de agregacdo idempotente satisfaz também a seguinte proprie-
dade (BACZYNSKI, 2003):

A[4: A[(i‘,j) =1x.
Exemplificacao 4.3.1. As funcées Ay, Vi - U? — U, definidas pela expressdo:

Va(@,9) = (Vul(f1, %), Vu(@, fa); (75)

) = (Au(@,91), Au (T2, g2)- (76)

ISX
<

(

A (

h

ISX

sdo funcées de agregacio em U?.

Além disso, sempre que A; é uma funcdo de agregacdo idempotente, tem-se que:
N (2,9) g Ar(E,§) <g Vo(2,9), V3,5 € U
4.3.1 T-(co)normas Fuzzy Intuicionistas

FuncGes que qualificam as interseccbes fuzzy intuicionista e unides fuzzy intuicionista
sdo também referidas na literatura como t-normas e t-conormas fuzzy intuicionistas,

respectivamente.

Definicio 4.3.1. Em (BACZYNSKI, 2003) uma t-norma intuicionista é uma funcdo

Tr1: Ti(2,9) = T1(g, &) (Comutatividade);
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T72: Ti(2,T1(y, 2)) = T1(T7(,9), 2) (Associatividade);
T73: Tr(Z,y) <g Ti1(a,0), se T <y u ey <y v (Monotonicidade);
Ti4: Ty(%,1) = @ (Elemento neutro).

Definicdo 4.3.2. Uma t-conorma intuicionista é uma funcio S; : U> — U, satisfazendo

Srl: Si(z,9) = S1(y, &) (Comutatividade);

Sr2: Si(z,51(9,2)) = Si(S1(2,9), 2) (Associatividade);

Sr3: Si(Z,9) < Si(u,0) sez < u ey < v (Monotonicidade);
Si4: S;(%,0) = @ (Elemento neutro).

Com base nos resultados apresentados em (BACZYNSKI, 2003, Definicdo 1), a Proposicdo

4.3.1 reporta a definicdo de t-representabilidade na LFI, veja mais detalhadamente os resultados
em (DESCHRIJVER; CORNELIS; KERRE, 2004) e (G. CORNELIS G. DESCHRIJVER, 2004).

Proposicdo 4.3.1. (BACZYNSKI, 2003, Lemma 1) Uma t-(co)norma fuzzy intuicionista
(Sp), Ty : U?> — U é uma t-(co)norma t-representavel em LFI se existem ambas, uma
t-norma T : U?> — U e uma t-conorma S : U?> — U, de tal modo que, para todo & =

(z1,22),5 = (y1,12) € U, (S)T; é expressa pela equacio:

<

Si(@,g) = Si((z1,22), (y1,y2)) = (S(@1, 1), T(22,92)); (77)
T1(Z,9) = Ti((71,72), (Y1,92)) = (T(x1,91), S(22, Y2)), (78)

sempre que T'(x1,y1) < Ns(S(Ns(x2), Ns(y2)))-

Nos casos apresentados na Proposicdo 4.3.1, diz-se que T} e S; sdo t-representaveis por
pares (1,S) e (S,T), respectivamente (DESCHRIJVER; CORNELIS; KERRE, 2004).

4.3.2 Propriedades Algébricas e Exemplificacao

A seguir é considerada a extensdo fuzzy intuicionista para as principais propriedades das

implicacoes fuzzy.

12 1 & <g z= I(%9) > I1(Z,9);

113y <y 2= 1i(3,9) <g Li(Z,2);
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L6: Se(d = (11,3), § = (Juip) € U tisquess + 2 = ley +1p =
1, entao TIr((z1,22),(y1,y2)) = 0;

Em (DESCHRIJVER; CORNELIS; KERRE, 2004) e (ATANASSOV; GARGOV, 1998) uma
implicacdo fuzzy intuicionistas I; : U% — U é uma funcao que satisfaz I;1, I;2 e I;3.

Em (BUSTINCE; BARRENECHEA; MOHEDANO, 2004, Definicdo 3), estende-se a
definicdo proposta por J. Fodor e M. Roubens (FODOR; ROUBENS, 1994), uma implicacdo
fuzzy intuicionistas I : U? — U é uma funcdo que satisfaz as propriedades 172, I;3, I;4, I;5

e I76 incluindo a condicdo de contorno I[1(176) =0.

4.3.3 Implicacoes Fuzzy Intuicionistas Geradas por Agregacao de Implicacoes e
Coimplicacoes

Encontramos diversos trabalhos sobre formas de representacio de implicacGes
inerentemente intencionistas e estudos de propriedades (IFS) (LIN; XIA, 2006; G. CORNE-
LIS G. DESCHRIJVER, 2004; BUSTINCE; BARRENECHEA; MOHEDANO, 2004). Esta
secdo baseia-se na forma de representacdo proposta por (BUSTINCE; BARRENECHEA,;
MOHEDANO, 2004), considerando-se a negacdo padrdo, Equacdo (3), e funcdes de agregacdo
idempotentes (M;, My, M3, M,) e e pares de fun¢des duais (/,Iy) para a obtencdo da
definicdo de implicacbes fuzzy intuicionistas.

Em (BUSTINCE; BARRENECHEA; MOHEDANO, 2004), é demonstrado que uma
implicacdo fuzzy intuicionista I; pode ser gerada por um conjunto finito de funcdes de
agregacdo M e por pares de funcdes mutuamente duais (I, y), no caso, a implicacdo

e sua correspondente coimplicacdo [, obtida a partir da negacdo forte V.

Proposicao 4.3.2. (BUSTINCE; BARRENECHEA; MOHEDANO, 2004, Proposicdo 3)
Sejam | uma implicagdo fuzzy (FODOR; ROUBENS, 1994) e Iy a coimplicagdo associada
a implicacdo I obtida por uma negacio forte. Considere M; : U?> — U, i € {1,2,3,4}, um
conjunto de fungdes de agregacdo idempotentes tais que, para todo x,y € U, verificam-se as

condicdes:

M (z,y) + M3(Ns(x), Ns(y)) > 1; (79)

Ms((z,y) + My(Ns(x), Ns(y)) < 1. (80)

Entdo, para todo & = (x1,22),7 = (y1,y2) € U, a funco binaria I; : U> — U é uma

implicagdo fuzzy intuicionista dada pela express3o:

I;(%,9) = (I(My(z1, Ns(22)), Ma(y1, Ns(y2))), In(M3(Ns(x1), 22), Ma(Ns(y1), y2)))-
(81)
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Para todo & = (x1,22),5 = (y1,42) € U, I; : U*> — U séo definidas as seguintes
expressoes:
lg(In)(Z,9) = I(Mi(z1, Ns(22)), Ma(y1, Ns(y2))); (82)

re(In)(%,9) = In(M3(Ns(21),2), Ma(Ns(y1), y2))- (83)

Com base (BACZYNSKI, 2003, Teorema 4) e (G. CORNELIS G. DESCHRIJVER, 2004),
uma funcdo I; : U? — U é uma (S, N)-implicacdo intuicionista representavel baseada
na negacdo forte N; : U — U se e somente se existirem (S, N)-implicacdes I,, I, : U? — U,

tais que para todos T = (x1,x2) € § = (y1,¥y2) € U, I é expressa como:

I1(Z,5) = (Ia(Ns(x2),41), Ns(Io(x1, Ns(y2))))- (84)

Dualmente, pela Equacdo (74), uma coimplicagdo fuzzy intuicionista .J; pode ser definida.
Além do mais, uma funcdo J; : U2 — U é uma (T, N)-coimplicacdo intuicionista representavel
baseada na negacdo forte N; se existirem (7', N)-coimplicagdes J,,J, : U?> — U, tais que

para todos T = (z1,x2) € § = (y1,y2) € U, Jr é expressa como:

Ji(Z,9) = (J(Ns(z2),91), Ns(Ja(z1, Ns(32))))- (85)

Quando N = Ng, J, = I,y € Jy = Iy, € valido que J; = I;y, € um operador N;-dual

fuzzy intuicionista.

4.3.4 Exemplificacao

Para as implicacdes fuzzy intuicionistas definidas, tém-se alguns dos principais exemplos
presentes na literatura. Considerando a notacdo: A para a operacdo de minimo, Equacg&o (76)

e Vi para a operagdo de maximo, Equacdo (75).

Implicacdo Fuzzy Intuicionista
KD-Kleene-Dienes:  I;(Z,9) = (x2 V y1,21 A y2)

RC-Reichenbach: I[(i‘, g) (132 + Y1 — x2y1, $1y2)

LZ-tukasiewicz: Ir(Z,9) = (1A (z2+41),0V (21 + y2 — 1))

Zadeh: I[(fﬁ, g) = (xg vV ((1 — 1‘2) ANy, x1 A ((1 — 1‘1) V yg))
P.C.: I[(.f,g) (y1 —y1$2,1—$1+$1y2)

B.C.: I[(SNU,Q) (O\/(yl —9:2) 1/\(1—:101+y2))

P.D.: I1(Z,9) = (1 — 2 + x2y1, y2 — Yy2x1)

B.D.: Iz, 5)=0AN(1—224y1),0V (y2 — x1))

Tabela 9: Implicacdes Fuzzy Intuicionistas



5 ROBUSTEZ DE CONECTIVOS FUZZY INTUICIONIS-
TAS

Este capitulo estende o estudo da robustez integrando o conceito de J-sensibilidade de
conectivos fuzzy como concebida por (LI et al., 2005), com a abordagem introduzida pela
Teoria do Conjuntos Fuzzy Intuicionistas, proposta por Atanassov (ATANASSOV, 1994).

5.1 J/-Sensibilidade dos Conectivos Fuzzy Intuicionista

O estudo da d-sensibilidade de operadores fuzzy intuicionista no ponto de x e dominio U?
é considerado nesta secdo, estendendo os resultados j& apresentados em (LI et al., 2005), mas
focando principalmente na classe dos conectivos fuzzy intuicionista que sao representaveis, ou
seja, podem ser definidos por composicao de conectivos fuzzy.

Consideramos a = (ay,as,...a,) € U™ sendo que para cada a; = (a;1,as) € U2,

a;1 +a < 1semprequei=1,2,... n.
Definicdo 5.1.1. Seja f; : U" — U uma funcio de n—ordem, § = (61,00) e U? ex,y € un.
A §-sensibilidade de f; no ponto X, denotado por Ay, (X,0), é definida por:

A, (%, 8) =sup{| f1(Z)=fr(F)| : ¥ € U, \ (g (%), 1 (3)) <01, \(rgn (%), 750 (§)) <02086)

sempre que \/(x,y) = max{|z;,—y;| ;i =1,...,n} e AN(X,y) = min{|z;—y;| : i =1,...,n}.

De acordo com a Definicao 5.1.1, a d-sensibilidade de conectivos fuzzy intuicionistas
é preservada pela aplicacio de funcoes-projecao, sempre que os conectivos fuzzy
intuicionistas s3o representveis no mesmo sentido proposto em (BACZYNSKI, 2003;
G. CORNELIS G. DESCHRIJVER, 2004). Neste contexto, a abordagem intuicionista estende

o estudo da robustez segundo a abordagem fuzzy.

5.2 Robustez de Negacoes Fuzzy Intuicionistas Representaveis

A Proposicao 5.2.1 logo a seguir mostra que a J-sensibilidade é preservada pela

aplicacao das funcdes de projecao que definem uma negacao fuzzy intuicionista representavel,
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considerando os resultados em (BACZYNSKI, 2003; DESCHRIJVER; CORNELIS; KERRE,
2004) e (G. CORNELIS G. DESCHRIJVER, 2004).

Proposicao 5.2.1. Seja N; : U" — U uma IFN. Sempre que § = (6,,0;) € U? e X =
(T1, T, ..., Tp) € U™, a 6-sensibilidade de N; no ponto % é definida por

An,; (%,0) = (Anong (22, 02), Angon (21, 61)). (87)

Prova. Para todo X,y € U™ tais que T; = (1, T52), v < Ng(xin) €Y = (91,925 -+ Yn),
Ui = (Yi1, ¥i2), Yin < Ng(yi2) tem-se que :

Ay, (%,0) =sup{|N;(X) = N;(¥) : y € U" e

V(lga (%), lgn (¥)) < 01, N(rgn (%), 79(§)) < 02} Equacdo (86)
=sup{|N;((z11, 212), - - -, (Tn1, Tn2)) = Nr((Y11, 912); - -5 (Y1, Yn2))| -

¥ € U™\ (g (%), 15 (3)) < 81, \(rg (%), 74 (3)) < 02}
=sup{|(N o Ng(x12), Ng o N(x11)),...,(N o Ng(xn2), Ns o N(xp1)) —

(N o Ns(y12), Ns o N(y11)), - - - (N 0 N5(Yn2), Ns o N(yn1))| :

y € U\ (g (%), 1ga(3)) < 01 N(rgn (%), 75 (§)) < 62} Equagdo (73)
=sup{|(N o Ng(x12), Ngs o N(x11)) — (N o Ng(y12), Ns o N(y11))|, - - -,

(N o Ng(zn), NS 0 N(xnl)) —(No Ns(yn2)7 Ns o N(yn1))| -

¥y € U™ NV lgn (%), 15x(3)) < 01}, Alrgn (%), 75 () < 62})
= (sup{|(N o Ns(z12) — NONs(ylz)l,--wl(No Ns(n2) = (N o Ns(yna)|} :
y € U, Nlrg (%), r5(3)) < 02},
sup{|(N o Ng(x11) — N o Ng(y11)|,.--,|(N o Ng(xn1) — N o Ns(yn1)|} :
¥ € U™V (lgn (%), 1g(¥)) < 61}})

= (Anong (1 (X, 02), Angon (l5(X), 61)) - Equagdo (39)

Portanto a Equacdo(87) é satisfeita.

Corolario 5.2.1. Seja N; : U — U uma IFNS representavel. Sempre que 6 = (8y,8,) € U?
, N; = Ng; ex € U", a §-sensibilidade de N, no ponto X, também pode ser expressa
como

Prova. A prova segue a partir da Definicdo 5.1.1 e Proposicées 3.1.1 e 5.2.1.

Corolario 5.2.2. Seja N; : U — U uma negacdo fuzzy intuicionista forte (SIFN)

representdvel, definida pela Equacdo(73). Sempre que 6 = (01,02) € U?, N = Ng, e
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% € U, a §-sensibilidade de N; no ponto % é dada por

ANSI (i7 5) = (527 51) (90)

Prova. Segue da Proposicao 5.2.1.

Observacao 5.2.1. Os resultados apresentados na sequéncia, no Corolario 5.2.3, foram
obtidos a partir da analise de robustez baseada na d-sensibilidade de operadores obtidos por
composicSes entre as negacdes fuzzy Ni(z) = /1 — 22 e Ng(x) = 1 — z, tabulados na
Tabela 10.

Tabela 10: Analise de Robustez na Composicao de Negacdes Fuzzy

’ T ‘ AN1 (CL’,(5) ‘ ANs(xv 6) ‘ ANloNs(x75) ‘ ANSON1 (IL‘,(5) ‘
r=0]1—+1-42 0 V26 — 62 1—v1—-42
r=1 V20 — 62 ) 1— 142 V20 — 62

Corolario 5.2.3. Seja Ni(z) = /1 — 22. Sempre que § = (61,0,) € U? e N; = Ny, tem-se
a expressdo da -sensibilidade de N; nos pontos 0 e 1 dadas por

An,,(0,8) = <1— J1—02,1— M) (91)

An, (1,8) = <¢252 — 83, /20, - 5%) . (92)

Prova. Seja Ny ;(z) = (vV2z — 22,1 — /1 — 22). Logo, obtém-se que

lg(Any, (X, 0)) =Anong (T2, 02) pela Equacdo(88)
- Wz((m +62) A1) = (w2 +02) A1) — /205 — x%) v
Wz@ — 23— \/2(w2 — 8) VO) — (w2 — 05) V 0)2> pela Equagio(61)
ri(An,, (X,0)) =Angon, (z1,01) pela Equacdo(89)
—<\/1—a:%— \/1—(x1+61/\1)2> %

(\/1 — (21 — 6 V0)?2— \/1 — x%) pela Equacio(61)

Concluindo, Ap,,(0,8) = (1— V1—03,1— wl—é%) e a Equacio(91) é verificada.

Analogamente, Equacdo(92) pode ser provada.

A Figura 5 apresenta o diagrama que graficamente resume os principais resultados obtidos
na Proposicao 5.2.1 e Corolarios 5.2.1 e 5.2.2 — a robustez das IFN representavel pode ser

expressa em termos de robustez dos correspondentes argumentos.
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(iv 5) ‘ ANS[(S(’ 5)

Eqs.(70)(71) FEqs.(88)(89)

Eq. (86)

(rUQ (5{7 5)7 102 (iv 5)) (ATUONI (5(7 5)? ATUONI (}27 5))

Figura 5: Operador de robustez na classe das IFNs representavel .

5.2.1 Robustez de Conectivos Fuzzy Intuicionista e Relacdao de Dualidade

Esta secdo estabelece que a d-sensibilidade é preservada pela construcio Nj-dual

de conectivos fuzzy intuicionista que s3do representdveis no mesmo sentido proposto
em (BACZYNSKI, 2003; G. CORNELIS G. DESCHRIJVER, 2004).

Proposicdo 5.2.2. Sejam f; : U™ — U e Af,(X,0) a expressio da d-sensibilidade de f; no
ponto X. Sempre que § € U?, Ny = N;g e J1n, a funcdo Ni-dual de f;, a 0-sensibilidade
de fry, no ponto X é dado por

A(fng, (%,0) = Nsi(Ap (Nsi(X), Ns1(9))) - (93)

Prova. Para todo x,y € U", é vdlido que:

Afpng, (X,0) = (rg(A(fI)NSI(i, 6), L (A¢spng, (X 5)) pelas Equacées.(88) e (89)
= (Aryos, (rg 0 Ni(%), 75 0 N1(8)), Ao, (Ig © Ni(R), Iy 0 N1(6)))
= (Ao (1(R),15(8), Argos, (1 (%), 75(9))) pela Equagio(62)
= (rg(As, (N1(%), Ni(0)), lg: (A, (N1(%), N1(9))) pela Equagdo(87)
=Ng; (Af,(Nsr(X), Ng;(6))) pelas Equagbes(70)(71).

Portanto Equagdo(93) € verificada.

5.3 Robustez de (Co)Normas Triangulares Intuicionistas

Esta secdo apresenta uma analise da robustez baseada na ¢-sensibilidade das t-
(co)normas intuicionistas que s3o t-representaveis no sentido proposto em (BACZYNSKI,
2003; G. CORNELIS G. DESCHRIJVER, 2004).

Proposicdo 5.3.1. Seja (S;)T; : U? — U uma t-(co)norma fuzzy intuicionista representavel
como definido pela Equacio (77) Equacio (78). Considere § = (6,,0,) € U> ex € U?. A
d-sensibilidade de (S;) T; no ponto X, denotada por (Ag,(X,9)) Ar,(X,6), é definida por
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Prova. Sejam %,y € U? de tal modo que X = (Z1,%2), 1 = (x11,212), T11 < Ns(x12) €
To = (L1, T92), To1 < Ng(x92); ¥ = (91,72), de tal modo que 41 = (y11, v12), Y11 < Ng(y12)
e U2 = (Y21, Y22), Y21 < Ng(ya2). Segue que:

A (x,0) = sup{|T1(x) = T1(¥)| : [wij — ijlijeqr2y < 05} pela Equacdo (86)
= SUP{’TI((iUn, $12), ($21,$22)) - TI((yn, y12)7 (9217 y22))‘ : ‘xij - yij|z’,je{1,2} < 5j}
= sup{[(T(z11, x21), S(212, w22)) — (T (Y11, y21), S (Y12, y22))| :
|15 — Y1jlicqrey < 010|225 — Yo5ljeqn,2y < 02} pela Equacdo( 78)
= sup{(|T'(z11, 221) — T(y11, y21), [S (Y12, y22) — S(@12, ¥22)] :
1215 — Y1jlieqray < 01, T2 — Yojljeqroy < 02}
= (sup{|T(211,z21) — T'(y11,y21)| * [215 — Y1sljeqry < 01},
sup{|S (@12, T22) — S(Y12, Y22)| : |T2ij — Y2jljeqry < 02})
= (Ar((lg,l5)(X),01), As(rg,75)(X),02)) pela Equacdo(39) e Equacdo(74).

Portanto, verifica-se que Equacdo (94) é vélida. Da mesma forma, pode ser provada a
Equacéo (95).

No que segue, o estudo da d-sensibilidade de uma t-(co)norma intuicionista no ponto

X = (x1,%x2) = ((x11,212),(211,212)) no dominio U? estende o trabalho introduzido
em (LI et al., 2005) ao aplicar as fun¢des de projecdo na classe de tais conectivos
fuzzy intuicionista binarios para expressa-los a partir de seus correspondentes conectivos
fuzzy (G. CORNELIS G. DESCHRIJVER, 2004). Com base nas projecdes, obtemos a seguinte

proposicao:

Proposicao 5.3.2. A {-sensibilidade de (S;) T; no ponto X, denotado por (Ag,(X,9))

Ar,(X,0), pode ser definida pelas projecdes:

Prova. Segue direto da Proposicdo 5.3.1.

Analogamente, seguem os mesmos resultados, considerando as componentes de cada

argumento em X:

Corolario 5.3.1. Quando § = (6,,6,) € U?, x = (X1,%,) € U?, tem-se que:

) = (Ar((w11,721),01), As((212, 722), 62)) ; (98)
Ag, (%,0) = (As((w11,221),61), Ar((212, ¥22), 02)) - (99)
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Prova. Segue da Proposicdo 5.3.2 e Equacio (78) que:

Portanto a Equacdo (98) é valida. De modo analogo, a Equacdo (99) pode ser provada.

Os resultados discutidos no Corolario (5.3.3) estendem os resultados apresentados em (LI
et al., 2005, Corolariol(i)).

Corolario 5.3.2. Seja f;: U?> — U uma t-(co)norma fuzzy intuicionista. Ent3o, tem-se:

Ay, ((0,1),0) = Ay, ((1,0),0) = 6; (100)
Ay, ((0,0),0) = f1(5,06); (101)
Af[ ((17 1)7 6) - (st (517 51)7 st(52; 62)) (102)

Prova. Pelos resultados apresentados no Corolario 5.3.1, segue que:

Ap, ((1,1),8) = (As((1,1),61), As((0,0),55))
= (Ns(f(Ns(01), Ns(01))), fns(02,02)) = (fng(0161), fng (02, 02))

Portanto, Equacdo (102) é verificada. Da mesma forma, as demais expressGes nas
Equagées (100)(101) podem ser verificadas.
5.3.1 Robustez de t-(Co)Normas Intuicionistas e Relacdo de Dualidade

Esta secdo descreve a agcdo do operador dual na classe das t-(co)normas fuzzy intuicionistas

que sdo representaveis.

Proposicdo 5.3.3. Seja (S;)T; : U? — U uma t-(co)norma fuzzy intuicionista representavel
como definido pela Equacio (77) e Equacio (78). Considerando N = Ng, § = (01, 0) € U?

ex € U?, a §-sensibilidade de (Sing,) e Trn,, no ponto X sdo definidas por

) = Nsi(Ar(Nsi(x), Nsi(9))) ; (103)
Aspng, (%,0) = Nsp(As;(Nsi(X), Ns1(9))) - (104)

Prova. Segue pela aplicacdo da Equacio (93), na Proposicdo 5.2.2.

Na sequéncia, tem-se a expressdo da relacdo dual de t-(co)normas fuzzy intuicionistas em

termos dos argumento de x:

Corolario 5.3.3. Seja (S;)T; : U?> — U uma t-(co)norma fuzzy intuicionista representavel
como definida pela Equac3o (77) e Equac3o (78). Considerando N = Ng, § = (41, 0,) € U?
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ex € U?, a§-sensibilidade de (Sing,) Ting, no ponto X podem ser definidas pelas expressées

A(TI)NSI (x,6)= (ATNS ((z11, 221), 01), ASNS(($127 T2), 52)) ; (105)
A(S,)NSI (x,0)= (ASNS ((z11, 221), 01), ATNS((l“lQ, T22), 52)) . (106)

Prova. Segue da Proposicdo 5.3.3.

A Proposicao 5.3.4 mostra que, quando N = Nj;, as funcdes de projecOes preservam
a construcdo Nj-dual de t-(co)normas fuzzy intuicionistas que sdo representaveis segundo
abordagem em (G. CORNELIS G. DESCHRIJVER, 2004).

Proposicio 5.3.4. Seja (S;)T; : U?> — U uma t-(co)norma fuzzy intuicionista representavel
como definida pela (Equacdo (77)) Equac3o (78). Considerando N = Ng, § = (41, 0,) € U?

ex € U?, tem-se que:

)) = Digaorin, (52(X),15(8)) = Ary (@11, 1), 81)  (107)
)) = Drpaetry,, (l52(%). 15(0)) = Ay, (w12, 222),02)  (108)

I (A(SI)NSI (%, 5)) = AIUQOSINSI (l02 (%), l0<5)) = ASNS ((z11,221), 01) (109)
roe (A, (%,0)) = Arpsosy vy, (102 (%),15(0) = Ay (w12, 720),82)  (110)

Prova. Segue direto do Coroldrio 5.3.3.

A Figura 6 apresenta as relacdes que preservam a robustez de construcoes duais na classe
das t-normas fuzzy intuicionistas. Analogamente, também podem ser verificadas as correlacdes

na classe t-conormas fuzzy intuicionistas.

Eq. (87)

(%,9)

Eq.(95) Eq.(103)

Eqs.(109)(110)

( 1(5(75)) (A(TI)NSI (5(7 6))

Figura 6: Analise da robustez na classe IFTs.

Observacao 5.3.1. Em analogia do que foi descrito na Observacdo 3.1.3, podemos considerar
valoracGes diferenciadas para a perturbacdo 0 = (01,02) = ((011,012), (021, 092)) referente a

um argumento X = (Z1, &) = ((x11, x12), (T21, T92), respectivamente.
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Tabela 11: T-norma e T-conorma Fuzzy Intuicionista definida pelo Produto Algébrico (Tp) e
Soma Deterministica (Sp)

x| Ag (2,9) | As, (%) |
(0,0) ‘ (011012, 12022) ‘ (011 + d21 — 011021, 012 + G2z — O12022) ‘
(0,1) ‘ (011, 021) ‘ (012, 022) ‘
(1,0) ‘ (012, 622) ‘ (011, 021) ‘
(1,1) ‘ (011 + G21 — 011021, 012 + G2z — O12022) ‘ (011021, 012022) ‘

Neste contexto, aplicando a Equacdo (49) resulta em que:

Ar,((0,0),(011,021)) = (Tp(0+ 011 A1,04+ 21 A1) —Tp(0,0))
V(Tp(0,0) — Tp(0 — 611 V0,0 — dor V 0))
= Tp(d11,021) VO = Tp(011,621) = (011, 021)
Asp((1,1), (021,022)) = (021, 022)
As,((0,0), (091,022)) = (Sp(0+d12 AL, 0+ e A1) — Sp(0,0))
V(Sp(0,0) — Sp(0 — 612 V 0,0 — 095 V 0))
= Sp(012,022) V 0 = Sp(d12,022) = d12 + d22 — 12022
Az ((1,1),(011,021)) = 011 + 021 — 611021

E na sequéncia, aplicando as Equacées (98) e (99), obtemos também que:

A7, (0,6) = Ag,,((0,0),(01,62)) = (Az,((0,0), (611, 021)), Asp (1, 1), (621, 622)))
= (TP(5117521)71_SP(1 _52171 _522))
= (TP(6117 621)7 TP<5217 522)) = (5115217 521522)

Nsp,(0,0) = Agp, ((0,0), (51, 02)) = (Asp((0,0), (611, 021)), A (1, 1), (621, 522)))
= (Sp(011,021),1 — Sp(1 — d21, 1 — d92))
= (Sp(611,021), Sp(021,022)) = (811 + d21 — 011021, d12 + d22 — 012092)

A Tabela 11 apresenta outros exemplos desta aplicacdo.

5.4 Robustez de Implicacoes Fuzzy Intuicionistas

A discussdo sobre a d-sensibilidade de uma (.S, N)-implicacdo representavel I; no ponto
x € U? é introduzida em (REISER; BEDREGAL, 2015). Nesta sec3o, os principais resultados
sao relatados e outras proposicoes sdo estudadas.
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Com base nas funcdes de projecio em U? veja nas Equacdes (70) e (71), a
Proposicdo 5.4.2 estende os resultados em (REISER; BEDREGAL, 2015, Proposicio 10),
proporcionando uma expressdo para a d-sensibilidade de uma (S, N)-implicacdo intuicionista
obtida por t-(co)normas representaveis.

Agora, estudamos a J-sensibilidade de uma (S, IV)-implicac3o intuicionista no ponto X €
U2,

Proposicdo 5.4.1. SejaI; : U> — U uma (S, N)-implicacdo fuzzy intuicionista como definida
pela Equacdo (84). Considerando § = (6,,85) € U? e x € U?, a d-sensibilidade de I no

ponto X é definida por
AII (i’ 5) = (Afa((NS °Tg, ZU)<)~()7 51)? Alb((lU’ Ng o Tﬁ)(foa 52)) (111)

Prova. Seja I} uma (S, N)-implicacdo representavel obtida por (S, N )-implicagées fuzzy 1,, I,
e a negacdo fuzzy padrdo Ng, definida pela Equacdo (84). Para todos X,y € U?, segue que:

A (x,0) =
sup{|17(X) — I1(¥)| : |@ij — Vijlijeqoy < 0} pela Equagdo (86)
)

|
SUP{|II((I11,I12 ($21,$22))—]I((y117y12)> (921,922))| : |$ij_yij|i7je{1,2} < 5}
sup{|(La(Ns(212), ¥21), Ns(Lly(211), Ns(222)) = (La(Ns(y12), y21), Ns(Lp (Y11, N (y22))] -
215 — yijljeqray < 01 [2—Yjlieqn2y < 02} pela Equacdo (84)
= sup{(|La(Ns(z12), v21) =1 (Ns(v12), y21)) |, [Ns(Ls (11, Ns(y22)) —Ns(Ip(211, Ng(222))] :
’xlj_y1j|je{1,2} <4y, ’ij_y2j|je{1,2} < 0o}
(SUP{Na(NS(l'lz),1321)—](1(]\75(1/12),1/21)’ : ’wlj—y1j|je{1,2} < (51}7
sup{|Ns(lo(y11, Ns(y22))) = Ns(Io(w11, Ns(222)))| ¢ [w25=125lje12) < 02})
= (A, ((Nsorg,lg)(X),01), AL ((lz, Ns ory)(X),02)) pela Equacdo( 39)

Portanto, segue-se que (A, (x,0)) = A, ((Nsorg,lg)(X),01) e analogamente, temos que
ro(Ar(%,0)) = Ay ((lg, Ns 0 1) (%), 02).

Proposicio 5.4.2. Seja I;(.J;) : U*> — U uma intuicionista t-representavel (S, N)-implicacdo
(T, N)-implicaco), como dadas pelas Equacées (84) e (85). Se § = (61,02) € U? e x =
(x1,%X3) € U?, a é-sensibilidade de I; no ponto % é dada por

A, (%,0)= (Ar, ((Ns(212), 221), 81), Angor, (211, N (222)), 62)). (112)

Analogamente, a )-sensibilidade de J; no ponto x é dada por

Ay (%,0)= (A7, ((Ns(212), 221), 61), Angos, (211, Ns(222), 2), ) - (113)
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Prova. Segue-se a partir de:

Ar(%,0)= A, (N1(21), 22),
= Ag, (((z21, 212), (721, £22))9)
= (As, (12, 221), 01), Asg, (211, T22), 02))
= (As((z12, 721), 01), Angos, (Ns(211), Ns(222)), 02))
= (A, (Ns(z12),221),01), Angor, (T11, Ns(222)), 02)).

0)

Analogamente, a Equacdo (113) pode ser provada.

Ao considerar S-implicacdo fuzzy intuicionista, o préximo corolario estende a légica fuzzy
intuicionista proposta por Atanassov para aproximar os resultados apresentados em (LI et al.,
2005, Corolario 1(iii)):

Corolério 5.4.1. Seja f;: U? — U uma (S, N)-implicacdo (ou (T, N)-coimplicacdo) fuzzy

intuicionista. Ent3o:

Ag, ((0,1),8) = Nop f1(3,Ne(8)); - Ay, ((0,0),6) = Noy(Ni(6));
Ay, ((1,0),6) = f1(N o Ns;(8),0); Ay, ((1,1),0) =4

Prova. Pelo Corolario 5.3.3, temos que:

Af[ ((L i)v 5) = (Af((lv 1)7 61)7 Af«oa 0)7 62)) = (517 62) =0
Analogamente, as demais expressbes podem ser provadas.

Corolario 5.4.2. Seja f;: U> — U uma (S, N)-implicacdo (ou (T, N)-coimplicacdo) fuzzy
intuicionista e fy, a sua constru¢cdo dual. Quando N = Ng, as seguintes expressoes
séo verificadas: (i) Ay ((0,1),8) = fu,(N2(9),0); (i) &y ((1,0),8) = £(5,8); (iii)
Ay ((0,0),6) = Ap ((1,1),0) = .

Prova. Direto do Corolario 5.4.1.

Proposicio 5.4.3. Seja (J;)I; : U" — U uma (co)implicacio fuzzy intuicionista
representavel e (A;(x,6)) Ar(x,0) a d-sensibilidade de uma (co)implicacdo (J) I no ponto
x. De acordo com a Proposicdo 5.2.2, quando N é uma negacdo fuzzy padrdo (N = Ng na
Equacéo (3)) e (Jn) In é a funcdo N-dual de (J) I, a o-sensibilidade de I;y, no ponto
X é dada por

Ay, (%,0) = (Angon, (212, Ns(221)), 01), Ar, (Ns(211), 22), 02)) ; (114)
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Dualmente, a 0-sensibilidade de J;y, no ponto x é dada por

Ajry, (X, 0) = (Angos, (212, Ns(21)), 01), Ay, (Ns(211), 222), 62)) - (115)

Prova. A partir de Equacdo(93) na Proposicdo 5.2.2, temos que:

Appy, (%,0)=Ni(Ar (N(%), N1(6))) = Ni(Ap, (@12, 211), (222, T21)), (02, 01))
= N1 (Ar, ((Ns(211), 222), 02), Angor, (212, Ns(221)), 01))
= (Angor, ((T12, Ns(21)), 01), Az, (Ns(11), ¥22), 62))

Analogamente, Equacdo (115) também pode ser provada.

Corolario 5.4.3. As declaracées a seguir sio verificadas:

A Figura 7 apresenta um diagrama comutativo com os principais resultados discutidos nas
Proposicoes 5.4.2 e 5.4.3.

x5 — DA )
Eq.(112) Eq.(114)
An (%, 5) — 22 11D g, (5,0)

Figura 7: Operador de robustez na classe das (S,N)-implicacdes representaveis.

O Teorema a seguir estende os resultados em (LI et al., 2005, Teorema 2) considerando a

abordagem intuicionista proposta por Atanassov.

Teorema 5.4.1. Seja uma (S, N)-implicacdo fuzzy intuicionista tal que Ig, n,(Z,7) =
Sp,(Ns,(Z),7), S; é uma t-conorma fuzzy intuicionista e N; é uma negacdo fuzzy intuicionista.

Entao:

(i) Ar((0.0), 5) = 1 - N, (5); (ii) Ar((0,1),8) =1 = Sp, (N, ()1 - 3);

Prova. Pela Proposicao 5.4.2, segue que:
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(iv) Seja é € U?. Entdo tem-se que A;((1,1),8) = (A7, (N(0),1),61), Az, ((1, N(0)),d)).

Afa((lv 1)’ 61)

L(1,1)=1
L1 =1,(1—-6;, V0,146, A1)
=I,(1—0y,1)

=1-1+8+1-6=1

L1 =L,(1+6A1,1-8V0)

= I,(1,1-0)

=1-14+1—-6=1-9

(La(1,1) = L[1,1]) V (La[1,1] = La(1, 1))
1—-140V1—1=96

Ar((1,1),6)
I(1,1) =0
LI1,1] = I,(1— 6,V 0,148 A1)
= (1 — 6, 1)
=1—1+6,=0

L1, =L(1+86A1,1—6V0)
— (1,1 0)
=1—-6—-1+6=0
(1(1,1) = LIL, 1)) V (5[ 1,1] = (1,1)
0—-0VdI—-—0=9

Portanto, conclui-mos que A;(1,1) = 6 = (61, d2)

(i) AISPWSI(((),()),(?) = A7, ((N(1),0),01), AL, ((0, N(1)),d2). Logo, temos que:

A, ((0,0),61)

1,(0,0) =1

1,10,0] = 1,(0—0V0,0+ A1)
1,(0,0) =1

1,]0,0] = L,(0+ 8 A1,0— 6V 0)
L(5,0)=1-0+0=1-6

(Ia(()? 0) - Ia [07 OJ) vV (Ia L07 O—I - ]a(07 0))
l1—1+06VvV1i—1=9

AISP,NSI ((67 6)? S) =1-Ng, (5)

AIb((O’ 0)7 62)
1,(0,0) = 0

1,10,0] = I,(0— 6 V0,0 - 5 A1)
— 1,(0,6) = 6

I,]0,0] = ,(0+ 6 AN1,0—0V0)
=1,(6,0) =0

(1,(0,0) — 1,[0,0]) V (1,]10,0] — 1,(0,0))
0-0Vdo—-0=9

(i) AISPﬂNSI<<I’())’S> = (A, ((N(0),0),81), A, ((1,N(1)),82)). Logo, temos que:

AL ((1,0),01)

I,(1,0)=0

I,]1,0] =1,(1 -6V 0,0+ A1)
= I,(1 —61,0)

=1 —1+408 46, — 62 =26, — 62
1,10,0) =1,(0+0A1,0-5V0)
=1,6,00=1-0+0=1-9¢

([a(()?O) - Ia[0,0J) v (Ia\_0,0—I - [a(0,0))
1—-140VvV1—1=9§

Ay, ((1,0),09)
I,(1,0) =0

L[1,0] =1,(1—6V0,0+8A1)
= I,(1 — 05, 65)
0o — 0y + 05 =

I,]0,0] = L,(0+d6A1,0—-8V0)
= 1,(6,0) =0

(1,(0,0) — L,[0,0]) V (1,[0, 0] — L,(0,0))
0—-0Vdi—0=9
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Tabela 12: Implicacdo e Coimplicacdo Fuzzy Intuicionista

‘ X ‘ AISP,NSI (‘%7 8) ‘ AJTP,NSI (jv 8) ‘
| (0,0) | (011, 021) \ (012022) |
’ (0,1) ‘ (611021, 012022) ‘ (611 + G21 — 611091, 12 + F2g — G12022) ‘
’ (1,0) ‘ (611 + 091 — 611021, 612 + 022 — G12022) ‘ (611021, 012022) ‘
(00| (012, 0) | (011, 0) |

Portanto, Arg . ((1,0),0) = 4.
’ I

Observacao 5.4.1. As Tabelas 12 e 13 apresentam os resultados da analise de robustez
referente a extens3o intuicionista da Implicacdo e Coimplicacdo Fuzzy (de Reichenbach )
a partir da aplicacdo da Equacdo (111), considerando novamente valoracdes diferenciadas
para a perturbacdo § = (01,02) = ((d11,012), (921, 022)), ou seja, referente ao argumento

X = (zﬁl,iz) = ((xu,xu), (4172173722))-

Tabela 13: IQL Fuzzy Intuicionista
X AISP,NS,TPI (‘%7 S) A(]7“13)]\1575,‘}31 (f7 S)

(6; 0) (=611 + 5%1521), (—d12 + 5%2522)) (011 — 5%1 + 091 — 2011021 + 5%1521),
(012 — 5%2 + 099 — 2012092 + 5%2522))

| (0,1) | (0% — 011), (03, — 021)) | (012, 022) |
| (1,0) | (G12, 022) \ ((67, = 011), (95; — d21)) |
(1,1) | (611 — 63, + 621 — 201101 + 07,012),

(012 — 075 + a2 — 2012092 + 075022)) ((=011 + 0F1021), (012 + 075022)) ‘




6 CONCLUSOES E CONSIDERACOES FINAIS

A robustez é vista como propriedade fundamental na modelagem légica de sistemas
computacionais baseados na légica fuzzy, garantindo que conclusGes nao sejam essencialmente
modificadas, quando forem assumidas condicGes varidveis referentes a um parametro () na
modelagem do raciocinio fuzzy. A nocao de robustez formaliza vias e métodos para incorporar
a modelagem de erros e perturbacdes em um sistema de regras de raciocinio fuzzy.

Esta dissertacdo aborda um estudo da robustez no sentido estrito, centrado na analise da
0-sensibilidade de conectivos da Légica Fuzzy Intuicionista que podem ser representaveis por
conectivos da Légica Fuzzy.

A andlise da d-sensibilidade dos operadores fuzzy cujos argumentos satisfazem propriedades
como mono/anti/isotonicidade (negacdes, agregacdes, implicagdes e coimplicacdes) é
estendida para a abordagem fuzzy intuicionista.

Além destes, consideramos o comportamento nos extremos do intervalo unitario U para
operadores fuzzy, nos quais a monotonicidade ndo pode ser aplicada (Xor, XNor, bi-implicacdes
e bi-coimplicacdes), garantindo uma anélise da robustez nos pontos terminais para abordagem
fuzzy e correspondente extens3o intuicionista.

A principal contribuicido deste trabalho é estender o estudo da d-sensibilidade como
proposto no trabalho de (LI et al., 2005) para a classe dos conectivos fuzzy intuicionistas,
estabelecendo que a sensibilidade ponto a ponto é preservada por construcées duais e
operadores de projecdo, contribuindo desta forma para evitar resultados inesperados no
raciocinio fuzzy intuicionista.

Como aplicacdo, complementando o estudo da instabilidade baseada na andlise de
operadores fuzzy, sdo investigadas algumas das classes de operadores fuzzy como implicacdes
e bi-implicacdes derivadas dos conectivos f_Xor e f_XNor.

Incluiram-se também aplicacdes das extensdes intuicionistas das classes das (S, N)-
implicacdes e QL-implicacdes, instanciadas para norma produto e soma probabilistica.

A continuidade do trabalho prevé a andlise da robustez de outros operadores fuzzy e suas
extensoes intuicionistas, incluindo as relaces fuzzy que modelam regras fuzzy — Modus Ponens
Generalizada.

Outra possivel linha de estudos futuros pode considerar a aplicacdo da robustez na avaliacdo
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da estabilidade de sistemas baseados na légica fuzzy e na légica fuzzy intuicionista, com

aplicacdo em operadores da morfologia matematica.
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