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RESUMO

CARDOSO, Wilson Roberto da Silva. Diferenca Fuzzy Intuicionista: Robustez,
Dualidade e Conjugacdo. 2016. 80 f. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncia da Computac3o)
— Programa de Pés-Graduacao em Computacdo, Centro de Desenvolvimento Tecnoldgico,
Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2016.

Esta dissertacao foca, sobretudo, nos conceitos fundamentais relativos ao estudo da
robustez, dualidade e conjugacdo na Légica Fuzzy (FL) e sua extens3o intuicionista proposta
por Atanassov (A-IFL). A metodologia de avaliacdo da sensibilidade ponto-a-ponto é aplicada
a conectivos fuzzy e conectivos fuzzy intuicionistas, considerando a acdo de negacdes fortes
e automorfismos. O objetivo principal neste trabalho consiste na avaliacao da robustez de
operadores de diferenca, representaveis por composicdo de negacdes e agregacoes da LF e da
A-IFL. O operador de diferenca tem aplicac3o direta em conceitos da FL e da A-IFL, quando
do uso de conceitos de distancia, medidas de similaridade e entropia. O trabalho colabora com
a investigacdo da robustez na construcdo dual da classe de operadores de diferenca em LF e
A-IFL, incluindo possiveis construcdes conjugadas obtidas por automorfismos representaveis.

Palavras-chave: Légica Fuzzy, Légica Fuzzy Intuicionista, Robustez, d-sensibilidade,
Diferenca Fuzzy Intuicionista, Diferenca Fuzzy, Dualidade, conjugacao.



ABSTRACT

CARDOSO, Wilson Roberto da Silva. Intuitionist fuzzy difference: Robustness, Duality
and Conjugation. 2016. 80 f. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncia da Computacio) —
Programa de Pés-Graduacdo em Computacdo, Centro de Desenvolvimento Tecnolégico,
Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2016.

This dissertation focuses mainly on fundamental concepts relating to the study of robustness,
duality and in conjunction Fuzzy Logic (FL) and its intuitionistic extension proposed by
Atanassov (A-IFL). The methodology for assessing the sensitivity point-to-point is applied
to fuzzy connectives and fuzzy connective intuitionists considering the action of strong
denials and automorphisms. The main objective of this study is to assess the robustness of
difference operators, representable by composition of denials and aggregations of LF and
A-IFL. The difference operator has direct application of the concepts and the FL-IFL, when
using distance concepts of similarity and entropy measures. The research work cooperates
with the robustness of the dual construction difference operator class LF and A-IFL, including
possible constructions conjugate obtained by automorphisms representable.

Keywords: Fuzzy Logic, Intuitionistic Fuzzy Logic, Robustness, §-sensitivity, Intuitionistic
Fuzzy Difference, Fuzzy Difference, Duality, Conjugate Operator.
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1 INTRODUCAO

A Teoria dos Conjuntos Fuzzy (TCF) foi introduzida por L. A. Zadeh, como um
modelo matematico com estruturacao légico-formal para suporte a sistemas computacionais,
viabilizando a representacdo, armazenamento e processamento de informacdes incertas pelo
tratamento de termos linguisticos subjetivos e, por consequéncia, a semelhanca do que
usualmente faz o ser humano.

A estruturacdo logico-formal da Légica Fuzzy (FL) contribui para uma modelagem
computacional mais flexivel das informacdes vagas e/ou incertas de sistemas reais, os quais sdo
normalmente descritos em linguagem natural. A FL é capaz de converter tais informacdes para
um formato de facil manipulag&o por sistemas computacionais (BARROS; BASSANEZI, 2006),
consolidando-se como uma abordagem légica expressiva na tomada de decisGes em sistemas
de controle (XIA; XU; CHEN, 2013), frequentemente baseados em informacdes obtidas por
especialistas ou mesmo extraidas de outros contextos computacionais.

Tal contribuicdo pode ser facilmente verificada em aplicacoes nas areas de reconhecimento
de padrdes (BISHOP, 2006), processamento de imagem (CELENK, 1990), mineracdo de
dados (KUMAR STEINBACH M, 2006) e morfologia matemética (HEIJMANS, 1994; KLIR,
1993; DUBOIS; OSTASIEWICZ; PRADE, 2000; MITRA; PAL, 2005; KLIR, 2005)

1.1 Légica Fuzzy Intuicionista

Dentre as diversas extensbes da FL, considera-se nesta proposta a Teoria dos
Conjuntos Fuzzy Intuicionista proposta por K. Atanassov (IFST) (ATANASSOV, 1994) e na
sequéncia (ATANASSOV, 2003, 2005, 2008, 1999, 2012) os fundamentos da Légica Fuzzy
Intuicionista (A-IFL) (CORNELIS; DESCHRIJVER; KERRE, 2002; DESCHRIJVER; KERRE,
2005a,b; LIN; XIA, 2006; LI, 2011).

Verificam-se variadas aplicacGes que fazem uso da A-IFL em sistemas especialistas e no
raciocinio aproximativo (ZADEH, 1975; BEZDEK; DUBOIS; PRADE, 1999; ATANASSOV
et al., 2003; HERRERA; MARTINEZ; SANCHEZ, 2005; XU, 2009; LI; WANG; CHEN, 2010),
e mais recentemente, surgem aplicacoes em bases de dados, reconhecimento de padroes, redes

neurais, otimizacdo fuzzy, economia, medicina, e tomada de decisdo.
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A Teoria dos Conjuntos Fuzzy de Atanssov (A-IFT) vem sendo também amplamente
aplicada na resolucdo de problemas da vida real. Um exemplo de tal aplicacdo consiste na
extens3o de otimizacSes da FL mas com aplicacdo da A-IFT, onde é possivel reformular tais
problemas de otimizacdo usando graus de rejeicdo de restricoes e os valores da funcdo-objetivo
que n3do sdo admissiveis (PEKALA, 2012). Este conceito viabiliza a definicdo de um grau de
rejeicao que nao pode ser simplesmente um complemento do grau de aceitacdo. Tal abordagem
pode ser aplicada tanto na otimizacdao de meio-nutriente em engenharia de bioprocessos quanto
na tomada de decisdo em engenharia biomédica (ANGELOV, 1997).

Diferentemente da abordagem da Teoria dos Conjuntos Classica (CST), uma proposicdo
na FL estad definida sobre conjuntos fuzzy, cujos elementos sdo valorados por nlimeros reais
no intervalo unitario U = {pu(x) € R: 0 < pu(x) < 1} = [0,1]. Dado um universo x # 0,
a expressao de um conjunto fuzzy A e de seu complemento Ay, associados as funcdes de

pertinéncia 4,74 @ x — U sdo, respectivamente, dados pelas expressoes:

A= {(x,pa(0) i x € X} An = {(2,va(@)) : pale) + vale) = 1,Yx € x}.

A teoria fuzzy intuicionista, como proposta em (ATANASSOV; GARGOV, 1989),
caracteriza-se pela flexibilizacdo desta relacdo de complementaridade, ou seja, a funcdo de
pertinéncia e a funcao de ndo-pertinéncia n3o sao necessariamente complementares como na
abordagem fuzzy. Diferentemente da teoria dos conjuntos fuzzy, a soma do grau de pertinéncia
com o grau de n3o-pertinéncia é menor, no maximo igual a unidade.

Esta flexibilizacdo prové representacdo tanto para aspectos positivos, quanto para os
negativos de uma dada informacdo, sem estes serem necessariamente complementares.

No contexto da Teoria dos Conjuntos Fuzzy Intuicionistas de Atanassov (A-IFST), a cada
elemento x € y # () esta associado um grau de pertinéncia p(x) e um grau de ndo-pertinéncia
v(x) ndo necessariamente complementares. Assim, o conjunto dos valores fuzzy intuicionistas

em A estd definido em:

U={%=(pa(x),va(x)) e U x U : p(x) +v(x) < 1}.

Um elemento & = (x1,25) € U, o qual frequentemente est4 definido por agregacio
de valores fuzzy intuicionistas, descreve a opinido de varios especialistas sobre a pertinéncia
xr1 = p(x) e a ndo-pertinéncia 3 = v(x). E, o grau de hesitacdo m4(x) de um elemento
X € Y quanto a sua pertinéncia x; = p(x) e ndo-pertinéncia xo = v(x) é dado pela expressdo
ma(x) =1—px) —v(x) =1—12; — 29

Assim, pelo desenvolvimento de sistemas baseados em IFL, amplia-se a modelagem de
propriedades logicas, preservando os principios da FL e agregando ainda a hesitacdo quanto ao
complemento da soma dos graus de pertinéncia e de ndo-pertinéncia. Também surgem outras
extensdes mais atuais.

A Légica Fuzzy Valorada Intervalarmente (IvFL) usa as técnicas intervalares para
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modelagem da pertinéncia e ndo pertinéncia, veja (ATANASSOV; GARGOV, 1998; FODOR;
ROUBENS, 1994; G. CORNELIS G. DESCHRIJVER, 2004) e (CORNELIS; DESCHRIJVER;
KERRE, 2006). E ainda, outras abordagens mais abrangentes, como a Légica Fuzzy Valorada
Intervalarmente Intuicionista (IvIFL) (ATANASSOV; GARGOV, 1989; LI, 2011; REISER;
BEDREGAL, 2013) considerando imprecisdo e incerteza como um intervalo na definicdo
dos conjuntos fuzzy. Neste contexto de légicas fuzzy do tipo-2, destaca-se a Logica Fuzzy
Hesitante (HFL), a qual estd baseada nos conjuntos fuzzy hesitantes, introduzido por Vincen¢
Torra em (TORRA; NARUKAWA, 2009; TORRA, 2010), cujo grau de pertinéncia consiste
em um conjunto (e n3o apenas uma agregacdo) de valores descrevendo a opinido de vérios

especialistas.

1.2 Robustez de Conectivos na A-IFL

A consolidacao da FL como uma ferramenta robusta para modelagem e implementacao de
sistemas especialistas, passa pela avaliacdo dos operadores fuzzy. De acordo com (LI; LI; XIE,

2011). Esta avaliacdo colabora em ambas abordagens:

(i) na fundamentacdo tedrica, referente ao estudo de propriedades algébricas verificadas por
conectivos fuzzy, satisfazendo critérios de sensibilidade quanto as variacbes nos seus

parametros;

(ii) no desenvolvimento de aplicacBes, considerando que esquemas praticos em sistemas

baseados em IFL sdo susceptiveis a perturbacao por varios tipos de ruidos.

A analise da robustez no raciocinio fuzzy constitue uma questao de pesquisa relevante para
desenvolvimento de sistemas especialistas (CAl, 2001; JIN; LI; LI, 2007; LI et al., 2005; LI,
2008; REISER; BEDREGAL, 2012).

Dentre as questdes de pesquisa, destacam-se duas que estdo sendo investigadas neste
proposta e em extensdo a outro trabalhos de pesquisa junto ao MFFM-CDTEC/UFPEL,
grupo de pesquisa em Métodos Formais e Fundamentos Matematicos da Ciéncia da
Computacdo (ZANOTELLI et al., 2015):

1. Como pequenas perturbacdes (0-perturbacdes) na entrada de dados de um sistema definido
em func3do de conectivos nas construcdes de validacdo de proposicGes comprometem os

dados resultantes?

2. Como avaliar a d-sensibilidade de sistemas a partir do conhecimentos dos operadores

l6gicos considerados na sua modelagem?

Esta analise se apresenta como uma metodologia formal para modelagem de erros e

perturbacées em sistemas de regras baseados em FL e A-IFL. Além disso, a proposta se
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estende a analise de condicdes de fronteiras, pontos extremos e propriedades algébricas, como
a monotonicidade de operadores de diferenca em LF e A-IFL.

Em (PAPA; JASON; SCHENOBI, 2001), Papa e Wood avaliam a robustez de sistemas
de controle considerando variacdes de parametros significativos. Em (LI, 2011), apresenta-se
a nocdo de sensibilidade de conectivos fuzzy para IvIFL. Salientam-se também os trabalhos
descritos em (JIN; LI; LI, 2007; LI, 2008; CAl, 2001; LI; LI; XIE, 2011).

Conectivos fuzzy intuicionista (em especial, normas e conormas triangulares, implicacdes
e coimplicagdes, bi-implicacdes e bi-coimplicacdes) consistem em importantes elementos para
inferéncia no raciocinio fuzzy e correspondente extensao intuicionista.

Para garantir sistemas robustos baseados na IFL, neste trabalho propde-se a consolidacdo
da metodologia introduzida em (LI et al., 2005) e (REISER; BEDREGAL, 2012), que considera
a anélise da J-sensibilidade (ou sensibilidade ponto-a-ponto) dos principais conectivos fuzzy
intuitionistas. Estende-se portanto, a investigacdo da d-sensibilidade em termos dos conectivos
da IFL (REISER; BEDREGAL, 2012, 2014; ZANOTELLI et al., 2015).

A -sensibilidade de conectivos fuzzy intuicionistas deve considerar a andlise pela
sensibilidade dos conectivos fuzzy e de suas correspondentes construcées duais.

E, no grupo MFFM-CDTEC/UFPEL, os trabalhos ja desenvolvidos estdo investigando
a o-sensibilidade referente aos conectivos como negacdo, agregacdo, implicacdo, Xor, bi-
implicacdo (ZANOTELLI et al., 2013, 2014; REISER; BEDREGAL, 2014; ZANOTELLI et al.,
2015). Neste trabalho, contribuindo com esta pesquisa, consideram-se os operadores de
diferenca em FL e A-IFL.

1.3 Trabalhos Relacionados

Vérios trabalhos na literatura ja consideram o estudo estrito do operador de diferenca
fuzzy e de diferenca fuzzy intuicionista. Nesta sessdo, resumem-se os principais trabalhos que

fundamentam esta proposta.

1.3.1 Operadores de Diferenca Fuzzy

Em (HUAWEN, 1987), apresenta-se o operador anticomutativo de diferenca, para
conjuntos fuzzy e relacdes fuzzy, relacionado com operadores de diferenca da CTS, comparando
propriedades e provando ainda a relacdo geral de inclusdo para operadores de diferenca fuzzy.
O uso histérico de operadores de diferenca anticomutativos bem como sua aplicacoes sdo
também brevemente discutidos.

O estudo em (DUBOIS; PRADE, 1984) no sentido estrito de operadores da FL, também
tem énfase nos conjuntos fuzzy obtidos por diferencas e inclusées. Procedimentos gerais para
geracao sistematica dos conectivos fuzzy de diferenca e inclusdo sdo descritos com base na
analise de equacoes envolvendo nimeros fuzzy. A analise de tais equacdes leva a definicao de

uma aritmética fuzzy com compensacao de erros, baseada na inclusdo e nas implicacdes fuzzy.
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Em (RAY, 1992, Definition 1.1), mostra-se que a diferenca de dois conjuntos fuzzy
generaliza o operador de complemento satisfazendo as leis de De Morgan e ainda, induz uma
definicao para o operador de diferenca simétrica. O conceito de conjuntos fuzzy fracamente
disjuntos, como generalizacdo da disjuncao fuzzy, leva a estruturacdo de d-anéis de conjuntos
fuzzy, os quais sdo definidos sob unido e diferenca de anéis booleanos de conjuntos fuzzy. Ainda
sao estudados topicos sobre medida fuzzy e teoria da integracdo fuzzy. A associatividade
da diferenca simétrica e a distributividade da interseccao em relacdo a diferenca simétrica,
promovem a estrutura de J-anel a conjuntos fuzzy sob unido e diferenca. Discutem-se
propriedades da medida fuzzy em um d-anel de conjuntos fuzzy.

Em (BOUCHON-MEUNIER; RIFQI; BOTHOREL, 1996), o estudo axiomético da diferenca
fuzzy é considerado como fundamentacao para classificacdo de medidas de comparacdo que
permitam fazer a caracterizacdo fuzzy de objetos de acordo com as suas propriedades de
semelhanca. A diferenca entre as medidas de satisfacdo e similaridade levam em conta os
graus de comparacdo de conjuntos fuzzy e podem ser ainda generalizados, considerando o
estudo de medidas de inclusdo e dissimilaridade.

Em (ALSINA; TRILLAS, 2005), estuda-se a aplicacdo de técnicas de derivacdo, via
equacdes funcionais ou via teoria dos reticulados, para novos modelos do operador de diferenca
simétrica entre conjuntos fuzzy. As expressdes funcionais obtidas e o modelo padrdo utilizado
consideram apenas as condicdes de comportamento do operador de diferenca simétrica nos
pontos extremos e nas diagonais do intervalo unitario U = [0, 1]. A formulacdo e resoluc3o de
um conjunto de equacdes funcionais em (ALSINA; TRILLAS, 2008), no ambito da FL, modela
o conceito de operador de diferenca entre conjuntos fuzzy.

Mais recentemente, a extensdo do operador de diferenca generalizada entre nimeros
fuzzy é proposta em (GOMES; BARROS, 2015), e neste estudo, discutem-se também novas
abordagens para o teorema de existéncia da diferenciabilidade generalizada.

A relacdo estrita entre o operador de diferenca simétrica e a disjuncao exclusiva discutida
em (GARCIA-HONRADO; TRILLAS, 2015) analisa propriedades destes operadores bem como
a comparacao de comportamentos quando da preservacdo de esquemas de inferéncia via
silogismo disjuntivo. No estudo do silogismo disjuntivo, consideram-se diferentes estruturas
algébricas, como as algebras de Boole, De Morgan e na FL.

Em (SHEN; ZHANG, 2015), a estruturacdo e propriedades de um operador de diferenca
simétrica continuo e associativo em U s3o apresentados. Tais operadores sao determinados por
t-normas continuas e negacdes fortes em U, onde sdo também discutidas equacdes funcionais.
Os resultados sdo comparados com propostas previamente discutidas em (ALSINA; TRILLAS,
2005).

1.3.2 Operadores de Diferenca Fuzzy Intuicionista

Na descricio do operator de diferenca fuzzy intuicionista, pode-se fazer uso do termo

de medida de diferenca, como um conceito dual da medida de similaridade entre conjuntos
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fuzzy intuicionistas. Tais operadores vem sendo amplamente usados em muitas aplicacoes,
com relevancia no reconhecimento de padroes, aprendizagem de maquina e diagnéstico
médico (SHEN; ZHANG, 2015; SZMIDT; KACPRZYK, 2004; TIZHOOSH, 2008; WANG;
XIN, 2005; BUSTINCE; BARRENECHEA; PAGOLA, 2008).

Em (HUAWEN, 1987), apresenta-se uma definicdo axiomatica do operador intuicionista
de diferenca simétrica baseada em propriedades estendidas da CST, considerando um
operador fuzzy intuicionista de complemento, de acordo com a IFL como concebida por
Atanassov (ATANASSOV; GARGOV, 1989).

Duas interpretacGes da operacdo de diferenca na CST estdo descritas logo a seguir:

(i) complemento da interseccdo de dois conjuntos em relacdo a um deles:

A—B=Cu(AUB) B-A=Cp(AUB);

(ii) interseccdo entre um conjunto e o complemento do outro:

A—-—B=ANB B-A=BnNnA.

Muitas outras equacdes relacionais podem ser estabelecidas(DUBOIS; PRADE, 1984;
MAKSA, 2005). Neste trabalho, considera-se a definicdo axiomatica proposta em (HUAWEN,
1987). E estudam-se a representabilidade e a propriedade de monotonicidade referente a analise
da d-sensibilidade para os operadores de diferenca em FL e A-IFL. Esta analise contempla ainda

as construcdes referentes a dualidade e conjugacao.

1.4 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é colaborar com o estudo da robustez de operadores da
IFL, considerando a metodologia de avaliacao da sensibilidade ponto-a-ponto de conectivos
fuzzy proposta em (LI, 2011) e extendida em (REISER; BEDREGAL, 2012).

Busca-se obter como resultados teéricos, uma fundamentacdo para avaliacao da robustez
de operadores de diferenca em FL e A-IFL, considerando as abordagens introduzidas em (LI,
2011) e (ATANASSOQV, 2012). O trabalho também investiga a relacdo de monotonicidade e
as construcdes dual e conjugada destes conectivos fuzzy intuicionistas.

Os objetivos especificos estdo detalhados logo a seguir:

e Andlise da sensibilidade de operadores em FL e A-IFL modelados por funcdes anti-

monotonicas, negacdes em FL e A-IFL;

e Andlise da sensibilidade de funcGes monotdnicas em ambos argumentos, extensdo de

normas e conormas em FL e A-IFL;

e Analise da sensibilidade dos operadores de diferenca em FL e A-IFL;
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e Andlise da sensibilidade nas construcdes duais e conjugadas dos operadores de diferenca
em FL e A-IFL.

1.4.1 Metodologia

Com base nos objetivos previamente apresentados, a metodologia a ser utilizada na
realizacdo deste trabalho considera atividades de estudo, estruturacao e organizacdo de texto,

distribuidas em tarefas descritas logo a seguir:

1. Revisdo bibliografica dos principais conceitos referentes a robustez de conectivos da FL

e IFL, considerando principalmente a anélise da -sensibilidade de funcées monotdnicas;

2. Revisdo das fundamentacdes da FL focando nos conectivos fuzzy (operadores de negacdo
e agregadores), com especial atencdo aos operadores de diferenca, suas principais classes

e propriedades algébricas;

3. Revisao bibliografica das fundamentacdes da IFL focando nos conectivos fuzzy
intuicionistas (operadores de negacdo e agregadores), com especial atencdo aos

operadores de diferenca, suas principais classes e propriedades algébricas;
4. Apresentacdo do semindrio de andamento e resultados parciais;

5. Definicdo e anélise da robustez dos operadores fuzzy de diferenca, representaveis por
composicao de negacdes e agregadores da FL;

6. Definicdo e anélise da robustez dos operadores fuzzy de diferenca, representaveis por

composicao de negacdes e agregadores da IFL;

7. Definicdo e andlise da robustez de funcdes conjugadas e construcdes duais para
operadores da FL e IFL;

8. Redacdo da dissertacao e defesa do trabalho em banca de dissertacéo.

Salienta-se ainda que as atividades de revisdo bibliografica, analise e estudo compreendem:
(i) estudo individual de vérias referéncias bibliograficas;
(ii) discussdes no grupo de pesquisa;
(iii) Redac&o de artigos para publicacdo e contribuicdo com a area.

De forma analoga, a atividade de avaliacdo compreende elaboracdo do texto final e definicao
da continuidade deste estudo a partir da revisdao das atividades propostas de acordo com a

avaliacdo dos resultados obtidos.
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1.5 Organizacao do Texto

Este texto estad organizado em cinco capitulos, conforme resumo logo a seguir.

No Capitulo 2, veremos um breve histérico da légica fuzzy bem como suas aplicaces. Sao
introduzidos conceitos de conjuntos fuzzy, automorfismos e funcdes conjugadas. Também
s3o vistos os principais conectivos fuzzy, como a negacdo, o operador E e o operador OU
representados pelas T-normas e T-conormas, respectivamente. As definicdes de diferenca
e co-diferenca também s3o introduzidas neste capitulo. Por fim estudamos a implicacao e
coimplicacdo fuzzy.

No Capitulo 3 é apresentada a robustez de conectivos fuzzy, onde estudamos a ¢-
sensibilidade ponto-a-ponto. O tratamento da robustez dos conectivos N-duais fuzzy e a
robustez da diferenca e co-diferenca fuzzy também s3o estudadas.

No Capitulo 4, os conceitos fundamentais da LFI e dos conjuntos fuzzy intuicionista sdo
considerados. Descreve-se a negacdo fuzzy intuicionista e a relacao de dualidade entre funcdes
fuzzy intuicionista. As funcGes de agregacbes t-normas e t-conormas fuzzy intuicionista
sdo estudadas, bem como as implicacdes fuzzy intuicionista. Introduz-se a diferenca e co-
diferenca fuzzy intuicionista. Ainda apresenta vérias provas do operador de (co)diferenca
fuzzy intuicionista.

O Capitulo 5, disserta sobre a sensibilidade dos conectivos fuzzy intuicionistas. Onde é
apresentada a robustez de negacdes fuzzy intuicionistas representaveis e a relacdo de dualidade;
sensibilidade de (co)normas triangulares intuicionistas e a robustez da (co)diferenca fuzzy
intuicionista.

No Capitulo 6, apresentamos a conclusdo do trabalho e definimos alguns assuntos que

podem dar continuidade a pesquisa.



2 LOGICA FUZZY

Este capitulo trata da légica fuzzy, onde um elemento pode pertencer ou ndo a um
determinado conjunto, ou seja, determinamos o quanto este elemento esta inserido dentro
deste conjunto. Neste contexto, o elemento assume graus de pertinéncia no conjunto.
Estudamos a seguir os conceitos basicos, onde abordamos na teoria de Conjuntos Fuzzy,
automorfismos e funcdes conjugadas, conectivos e negacdes fuzzy, as funcdes de agregacdo
fuzzy, diferencas e co-diferencas fuzzy, incluindo implicacdo e co-implicacdo fuzzy.

Exemplos, tabelas e graficos sdo apresentados para uma melhor compreensao.

2.1 Conjuntos Fuzzy

Definicio 2.1.1. Funcdo de Pertinéncia (ZADEH, 1965): Seja x # 0 um conjunto
universo. Um conjunto fuzzy A em x é definido pela expressio:

A= {pa(x) - x € x}, (1)

cujos elementos estdo indexados pela funcio de pertinéncia 14 : x — U.

De acordo com a Definicdo 2.1.1, um conjunto fuzzy A referente a conjunto universo y
pode ser definido como um conjunto de elementos indexados, onde cada x € x esta indexado
por seu correspondente grau de pertinéncia f14(x).

Os valores p14(x) = 1 e pa(x) = 0 indicam, respectivamente, a pertinéncia plena e a ndo

pertinéncia plena do elemento x no conjunto fuzzy A.

Definicao 2.1.2. Sejam Ay, As, ..., A, conjuntos fuzzy referente ao conjunto universo x. O
conjunto fuzzy f[Ay, As, ..., A,] definido por um conetivo fuzzy f : U™ — U, em relacdo ao

universo x, é dado pela expressio:

Af[A1,A27---,An] = {MAf[Al,AQ ,,,,, A"](X) X e X}a

sempre que fua,, X — U € a funcdo de pertinéncia definida por:

,,,,,

Hf[A1,As,...,Ap) <X> = f(/vLA1 (X)7 KA,y (X)7 <o A, (X))v Vx e X. (2)
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Exemplificacdo 2.1.1. Em (BOUCHON-MEUNIER; RIFQI; BOTHOREL, 1996), o estudo
axiomatico da diferenca fuzzy é considerado como fundamentacdo para classificacdo de
medidas de satisfacdo e similaridade, que permitam fazer a caracterizacdo fuzzy de objetos de
acordo com as suas propriedades de semelhanca. Uma comparacdo de conjuntos fuzzy levam
em conta o estudo de medidas de inclusdo e dissimilaridade. De acordo com (BOUCHON-
MEUNIER; RIFQI; BOTHOREL, 1996, Definition 2.1), sejam A;, As conjuntos fuzzy em
x. Uma funcdo F : U? — U é um operador de diferenca fuzzy se satisfaz as seguintes

propriedades:
FI : Se jipra,)(x) < pippay)(x) entdo Appa, a, = 0.
F2 : Se A; C Ay entdo Apja, 4 C Apja,,a)-

Exemplificacdo 2.1.2. Sejam os conjuntos fuzzy A; e Ay em x. Em (RAY, 1992,
Definition 1.1), os elementos do conjunto fuzzy diferenca entre A; e Ay sdo indexados pela

funcdo de pertinéncia (up(a, 4, : U*> — U, dada por:

0, se pua, (X) < pra, (X);
fa, (X) — pa,(x), caso contrario.

[FA;A2) () = { (3)

2.2 Automorfismos e Funcoes Conjugadas

Definicdo 2.2.1. (BEDREGAL et al., 2007) A funcdo ¢ : U — U é um automorfismo se,
e somente se, é bijetora e monoténica: r <y = ¢(x) < ¢(y), Vx,y € U. Ou ainda, ¢ €

uma fungdo continua e estritamente crescente, tal que: ¢(0) =0 e ¢(1) = 1.

A acdo de um automorfismo ¢ em uma funcdo fuzzy f : U™ — U, gera a funcdo conjugada

f? expressa pela equac3o:

folar,. o wn) = 07 (f(0(21), -, d(2)))- (4)

Seja Aut(U) o conjunto de todos os automorfismos definidos no intervalo unitario U, e seja o
a operacdo de composicio de fungdes em U. (Aut(U), o) é um grupo. Logo, automorfismos
sdo fechados para a composicdo em U: ¢y 0 ¢po € Aut(U), Ve, po € Aut(U).

E ainda, o inverso de um automorfismo ¢, representado por ¢! é também um

automorfismo em U:
pog ' =¢ o =idU). (5)

Definicao 2.2.2. (BUSTINCE et al., 2009) As funcdes fi, fo : U™ — U sdo denominadas
funcées conjugadas se existe um automorfismo ¢ : U — U tal que f, = ff’ , para todo

1, Ty ...x, € U", tem-se que:
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fa(wr, 29, 2™) = o7 (fi(d(x1), P(22)), - - ., D).
Observa-se que também valem as equacdes: fo = f{ e f = 55_1.

Exemplificacdo 2.2.1. A funcio ¢ : U — U definida por ¢(x) = z™ sempre que n é
um ndmero natural, é um automorfismo. O automorfismo inverso corresponde a funcio
¢! : U — U, definida por ¢~ (x) = {/x.

2.3 Conectivos Fuzzy

Os principais conectivos fuzzy sao descritos logo a seguir.

2.4 Negacao Fuzzy

Apresentaremos as funcées de negacdo fuzzy, também denominadas funcdes de
complemento fuzzy, a partir das principais definicdes, propriedades e exemplos, considerando
conceitos relacionados em (BUSTINCE; BURILLO; SORIA, 2003; KLEMENT; MESIAR; PAP,
2000).

A funcao N : U — U é uma negacao fuzzy se satisfaz as duas seguintes propriedades,

para todos os valores x,y € U:

N1: N(0)=1e N(1)=0;

N2: Se x> y entdo N(z) < N(y).

As negacdes fuzzy que satisfazem a propriedade involutiva:
N3: N(N(x)) =z,

sdo chamadas de negacao fuzzy forte. Além disso, uma negacdo fuzzy continua é estrita,

ou seja, estritamente decrescente, quando satisfaz a seguinte propriedade:
N4: Se z >y, entdo N(z) < N(y).
Exemplificacao 2.4.1. Seguem alguns exemplos de negacio fuzzy:

1. Um exemplo tipico de uma negacdo fuzzy forte é a Negacdo Padrdo (Standard
Negation), também conhecida com Negacdo de Zadeh definida pela funcdo Ny :

U — U, dada por:
Ng(z) =1—x. (6)

2. Outro exemplo de negacdo fuzzy forte é dado pela expressio:

Ni(z) = V1 — a2 (7)
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3. Negacao minimal e negacao maximal N,,, Ny, : U — U, sdo respectivamente

definidas pelas expressdes:

1, sex=0

Nin(z) = { - (8)
0, caso contrario,
1, sex#1

Ny () = { . (9)
0, caso contrario.

Neste caso, para qualquer que seja a negacdo fuzzy N : U — U, N,, < N < Ny,.
Na sequéncia, considera-se a relacdo de dualidade entre operadores fuzzy.

Definicdo 2.4.1. (BAETS, 1997, Definicdo 12) Sejam N uma negacdo fuzzy forte em U e

f U™ —= U uma funcdo real. A funcao N-dual de f é a funcio definida pela expressdo:
fN(xlv T2, 7$n) = N_l(f(N(I1)7 N<I2)’ ey N(Cﬂn))),V(fl, T2, ,.In) SHUAS (10)

De acordo com Definicdo 2.4.1, f e fy sdo chamadas funcoes mutuamente duais.
Neste trabalho, tal como considerado em (KLEMENT; MESIAR; PAP, 2004; LI; FANG,
2009; MAES; BAETS, 2009), quando N = Ng, a Equacdo(Eq.) (10) é dada pela expressio:

1 — fy(zy, 29,y xy) = f(1— 21,1 — 29, ..., 1 — ), V(21, 29, .., x,) € U™ (11)

Observacao 2.4.1. Baseado na Definicdo2.1.2, o conjunto fuzzy N[A] definido pela negacdo

fuzzy N : U — U, em relacdo ao universo x, é dado pela expressao

NUT = {pnw)(x) 1 x € X, v (x) = N(pa(x))},
sendo N[A] o conjunto fuzzy N-dual de A pela negacdo fuzzy N.

Proposicao 2.4.1. (NAVARA, 1999) Seja N uma negacdo forte, entdo a conjugada de N
também é uma negacao forte dada pela expressdo:

N?(z) = ¢ (N(¢(z)),Vx € U. (12)

Proposicao 2.4.2. (BUSTINCE; BURILLO; SORIA, 2003, Teorema 0) N é uma negacdo

fuzzy forte se, e somente se houver um automorfismo ¢ :U—U de tal forma que:

Né(z) = 6711 — ¢()). (13)
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2.5 Funcoes de Agregacao Fuzzy

Em (BUSTINCE; BARRENECHEA; MOHEDANO, 2004, Definicdo.2), uma funcdo de
agregacdo M : U? — U satisfaz as seguintes propriedades:

Al: M(0,0) =0e M(1,1) = 1;
A2: Se x < z entdo M (z,y) < M(z,y), Vx,y, z € U;(Isotdnica no primeiro argumento)
A3: M(z,y) = M(y,z), Vo,y € U; (Comutatividade)
FuncGes de agregacdo satisfazendo a propriedade de idempoténcia
Ad: M(xz,z) =z, Vx e U,

sdao chamadas de funcdes de agregacdo idempotentes.
Sejam as funcdes de agregacio A,V : U? — U, respectivamente definidas
em (DESCHRIJVER; KERRE, 2005c, Definicdo 4.1) pelas expressdes:

Az, y) = min(z,y); (14)
V(z,y) = max(z,y),Va,y € U. (15)

Se M é uma funcdo de agregacdo forte ou idempotente, entdo temos:
N, y) < M(z,y) < V(x,y),Vo,y € U

2.5.1 T-normas e T-conormas

As funcdes de agregacao que qualificam as interseccoes fuzzy e unides fuzzy, sao geralmente
referidas na literatura como t-normas e t-conormas, respectivamente. No contexto da inclusdo
{0,1} C [0, 1], as normas e conormas triangulares sdo extensdes das funcdes que representam

a conjuncao e disjuncdo na légica classica, respectivamente.

Definicdo 2.5.1. (KLEMENT,; MESIAR; PAP, 2000) Uma norma triangular (t-norma) é

uma funcdo T : U? — U, satisfazendo as seguintes propriedades, para todo u,v,x,y,z € U:
T1: T(z,y) = T(y,z) (Comutatividade);

T2: T(z,T(y,2)) =T(T(x,y), z) (Associatividade);

T3: T(z,y) < T(u,v), sex < u ey < v (Monotonicidade);

T4: T(x,1) = x (Elemento neutro).

Exemplificacdo 2.5.1. De acordo com (DUBOIS; PRADE, 2000) a Tabela 1 apresenta os

exemplos mais referenciados e utilizados de t-normas.
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Nome Expressao Algébrica de t-normas
Interseccdo-Padrao:  Tas(x,y) = A {z,y}

Produto Algébrico:

x
(xay) = { 0 £
Nz,y}, caso contrério;
tukasiewicz: ( v
0, sex+y<1

Tp

Interseccdo Drastica: Tp ser<ley<l
Ty,

T Nx,y}, caso contrério.

Nilpotente Minimo:

Tabela 1: Exemplificacdo de normas fuzzy triangulares

Definicdo 2.5.2. (KLEMENT,; MESIAR; PAP, 2000) Uma t-conorma triangular (s-norma)

é uma funcdo S : U? — U, satisfazendo as seguintes propriedades, para todo u,v,x,y,z € U:
S1: S(z,y) = S(y,x) ;

S$2: S(x,5(y,z2)) =S(S(z,y),2);

S3: S(z,y) < S(u,v) sex <uey<w;

S4: S(z,0) ==x.

Exemplificacdo 2.5.2. Analogamente, de acordo com (DUBOIS; PRADE, 2000) a Tabela 2

apresenta os principais exemplos de t-conormas.

Nome Expressao Algébrica de t-conormas

Unido Padrao: Su(z,y) =V (z,y)

Soma Probabilistica:  Sp(z,y) =z +y —zy

Unido Drastica: Sp(x,y) = { sel <z e/0.< 4
caso contrario;

tukasiewicz: Sr(z,y) = Nz + y, 1

. - >1

Nilpotente Maximo: S, (z,y) = { €Tty ey

caso contrario.

Tabela 2: Exemplificacdo de conormas fuzzy triangulares

Logo a seguir, discute-se o conceito de t-norma e t-conorma duais.

Proposicao 2.5.1. Seja N uma negacio forte. (KLEMENT,; MESIAR; PAP, 2004) A funcdo
T(S) : U> — U é uma t-norma (t-conorma) se, e somente se, existe uma t-conorma Ty

(t-norma Sy ) tal que para todo (x,y) € U?, uma das seguintes equivaléncias sdo satisfeitas:
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A t-conorma Ty dada pela Eq. 16 é denominada de t-conorma derivada de T pela relacao
de dualidade e, analogamente a t-norma Sy dada pela Eq. 17 é chamada de t-norma derivada

de S pela relacao de dualidade, ambas definidas com respeito a negacdo fuzzy N.

Proposicao 2.5.2. (FODOR; ROUBENS, 1994, KLEMENT,; MESIAR; PAP, 2000) Sejam
as t-normas e t-conormas apresentadas na Exemplificacdo 2.5.1 e Exemplificacdo 2.5.2,
respectivamente. Entdo, tem-se que: (Ty, Syr), (T, Sp) , (Tp, Sp), (T1,S) e (T, M, S, M)
sdo pares de t-normas e t-conormas mutuamente duais em relacdo a Ng (negacdo padrdo).

Além disso, considerando (KLEMENT; MESIAR; PAP, 2004, Definicdo 2.2) tem-se que:
Tp <Tp <Tp <Ty. (18)
Analogamente, com base na relacdo de dualidade referente a Eq.(18), tem-se que:
Sy <Sp <S5 < Sp. (19)

Pela proposicdo a seguir, observa-se que os automorfismos preservam as t-conormas, de
acordo com previamente estabelecido em (NAVARA, 1999).

Proposicdo 2.5.3. (NAVARA, 1999) Seja T(S): U* — U uma t-(co)norma e ¢ : U — U

um automorfismo. Entdo a funcdo conjugada T?, dada pela expressio:

T¢(:L’,y) =
Y(,y) =

S

— —
e
!
—~
S S
—~~
& &
~—
S ©
—~~ o~
TS
~— —
~— ~—
~— ~—
—~~
N N
= (@)
~— ~—

é também uma t-(co)norma.

Exemplificacdo 2.5.3. Sejam os automorfismos ¢ : U — U definida por ¢(x) = x", sempre
que n é um niimero natural e correspondente ¢ : U — U, definida por ¢~ (x) = zn. Ent3o,

tem-se que:

Automorfismo | t-norma conjugada t-conorma conjugada
o@)=a" | Ta,y) =452y | S%,y) = A+ +y" —amy)

Portanto, é imediato que va’s (x,y) = S®(x,vy), para todo x,y € U.

2.6 Diferenca Fuzzy e Co-diferenca Fuzzy

As mais conhecidas expressdes para as operacdes de diferenca — : U? — U e co-diferenca
1: U? — U entre valores fuzzy est3o baseadas na interseccdo entre valores da abordagem

classica, de acordo com as igualdades:

A-B=ANB e AI1B=AUB, (22)



30

respectivamente. Em LF, a co-diferenca e a diferenca de tal igualdade s3o interpretadas por
operadores de co-diferenca (CoDif) e diferenca (Dif), respectivamente.

Em (HUAWEN, 1987, Definition 4), a operacdo de diferenca fuzzy est4 definida pela funcdo
Dif : U? — U satisfazendo, para todos z, %,z € U, as seguintes propriedades:

D1: Dif(z,y) < x (dominancia do antecedente);

D2: Dif(z,0) = x (principio da neutralidade);

D3: Se y < z entdo Dif(x,y) > Dif(x,z) (antimonoténica no segundo argumento);
D4: Se x < y entdo Dif(z,z) < Dif(y, z)) (isomonotdnica no primeiro argumento);
D5: Dif(1,z) = N(z).

Analogamente, uma funcio CoDif : U? — U é um operador de co-diferenca se, para

todo z,y € U, os seguintes axiomas sao verificados:
CD1: CoDif(z,y) > x;

CD2: CoDif(x,1) = z;

CD3: Se y < z entdo CoDif(z,y) > CoDif(z,z2)
CD4: Se z <y entdo CoDif(x,y) < CoDif(z,y)
CD5: CoDif(0,z) ==

2.6.1 Classe de Operadores Difry e CoDifsn

Esta sessdo apresenta a classe de operadores de (co)diferenca representaveis, ou seja,
obtidos por composicdo de t-(co)normas e negacdes fortes.

A primeira classe prové interpretacdo para expressdes da Eq.(22)(a,b).
Proposicao 2.6.1. (ALSINA; TRILLAS, 2008) Sejam T' (S) e N, uma t-(co)norma e uma

negacdo fuzzy, respectivamente. A funcdo Difr n(CoDifsy): U* — U dada por:

CODZfS,N(x7y) :S<‘T7N(y))7 anyaze U. (24)
é um operador de (co)diferenca fuzzy.
Proposicdo 2.6.2. Sejam N uma negacio fuzzy forte e Ty (Sn) a funcdo N-dual de uma

t-(co)norma T (S). A funcdo (Difsn)y: U?—U dada por

(DifTJV)N (Jf,y) = OODifTN,N<x7y)7 (25)
(CoDifsn)y (x,y) = Difsyn(z,y), Yo,y €U, (26)
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é um operador de (diferenca) co-diferenca fuzzy N-dual de (CoDifsrn) Difstn.
Prova. Direto dos resultados estabelecidos nas Proposicées 2.6.1 e 2.5.1.

Baseado na Proposicdo 2.6.2, cada par (Difrn,CoDifry n) e (Difsy n,CoDifsy)
define funcdes mutuamente N-duais. Portanto, ambas as classe C(Dif) e C(CoDif) que
correspondem a todos os operadores CoDif, Dif : U? — U, preservam a construc3o dual, a

partir da negacdo forte V.

Observacao 2.6.1. Nos exemplos 2.1.2 e 2.1.1 faz-se uso da expressio do operador de

diferenca Difr, ng € CoDifs, ng-

Na sequéncia, apresenta-se a representacdo grafica dos pares (Difr,, ng, CoDifs,, ng),
(Dipr,N57 COD?:fSp,NS)v (DifTL,N57 CODifSL,Ns) S (DifTD,Ns7 CODifSD,NS)-

Figura 1: Diferenca Fuzzy Difr, n, e Co-Diferenca Fuzzy CoDifs, ng

Figura 2: Diferenca Fuzzy Difr,, ns € Co-Diferenca Fuzzy CoDifs,, ng

Pela proposicao a seguir, observa-se que os automorfismos preservam as diferencas e co-

diferencas fuzzy:

Proposicdo 2.6.3. Seja Difr n(CoDifsn): U* — U uma (co)diferenca fuzzy e ¢ : U — U

um automorfismo. Entdo a funcdo conjugada Dif?(CoDif?), dada pela expressdo:

Difgz,]\f (17, y)
CoDifé \(z,y)

¢~ (Difrn(p(x),0(y))); (27)
¢~ (CoDifsn(p(x), d(y))). (28)

é também uma (co)diferenca fuzzy.
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Figura 4: Diferenca Fuzzy Difr, ng e Co-Diferenca Fuzzy CoDifg, ny

Prova. Segue imediato da Proposicdes 2.5.3 e 12.

2.7 Implicacao Fuzzy e Coimplicacao Fuzzy

Tem-se uma diversidade de aplicacbes da teoria dos conjuntos fuzzy, e por
consequéncia, existem diversas maneiras de definir uma implicacdo fuzzy. Veja, por
exemplo, (BALASUBRAMANIAM, 2007; BUSTINCE; BURILLO; SORIA, 2003; FODOR;
ROUBENS, 1994; FODOR, 1995; RUAN; KERRE, 1993; SAINIO; TURUNEN; MESIAR, 2008;
SHI; RUAN; KERRE, 2007; SHI et al., 2008; YAGER, 1983, 1999, 2004; LIN; XIA, 2006).

A literatura mostra um consenso em todas essas definicoes: uma implicacdo fuzzy devera
apresentar o comportamento da implicacao classica quando o caso crisp é considerado, ou
seja, as implicacdes fuzzy devem satisfazer as mesmas condicdes das implicaces classicas
para os extremos do intervalo unitario (MAS; MONSERRAT; TORRENS, 2007; MAS et al.,
2007; PEI, 2008; RUIZ-AGUILERA; TORRENS, 2009).

Neste caso, uma implicacdao fuzzy estende uma implicacdo classica da légica Booleana,
geralmente expressa por “p = ¢q" significando que p é suficiente para deduzir ¢q. Esta extensao,
refere-se ao fato de que uma implicacdo fuzzy aplicada aos extremos do intervalo unitario
sempre coincide com a implicacdo classica, mas considera todas as demais possibilidades deste
intervalo como argumentos, modelando a incerteza entre o totalmente verdadeiro (1) e o

totalmente falso (0).

Definicao 2.7.1. (SHI; RUAN; KERRE, 2007) Uma funcdo bindria I : U*> — U é um
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implicador fuzzy desde que satisfaca as seguintes condicdes de contorno:
I1: I(1,1) =1(0,1) =1(00) =1 e I(1,0) =0.

Assim, os implicadores fuzzy sio extensées das implicacées da légica cldssica (MAS et al.,
2007; NAVARA, 1999). Essas condicbes sdo, naturalmente, condicGes minimas para um
operador de implicacdo. Varias outras propriedades potenciais dos operadores de implicacio
sdo listados na literatura (FODOR, 1991; YAGER, 1999).

Uma implicacdo fuzzy I : U*> — U é um implicador fuzzy, satisfazendo, Vx,y,z € U, as
seguintes condicdes:

12: Se x < z entdo I(x,y) > I(z,y) (antimonotonicidade no primeiro argumento);
13: Sey < z entdo I(x,y) < I(z,z) (isotonicidade no segundo argumento);

I4: 1(0,y) = 1 (domindncia da falsidade);

I5: I(x,1) =1 (dominéncia da verdade do consequente);

16: I(1,y) =y (principio da neutralidade a esquerda).

Definicio 2.7.2. Uma funcdo bindria I : U? — U é uma implicacdo fuzzy
segundo (FODOR; ROUBENS, 1994) se ela satisfaz as seguintes propriedades Iy, I5, I3, 14, I5

e I, descritas acima.

Na sequéncia, tratam-se os conceitos referentes as coimplicacdoes fuzzy, a partir de

definicdo, propriedades, exemplificacGes e relacdes entre as propriedades.

Definicdo 2.7.3. (RUIZ-AGUILERA; TORRENS, 2004) Uma funcdo bindria J : U?> — U é

chamada coimplicador fuzzy se satisfaz as seguintes condicées de contorno:
J1: J(1,1) = J(1,0) = J(0,0) =0 e J(01)=1

Esta definicdo assegura que uma coimplicacdo fuzzy satisfaz as condicoes que definem uma
coimplicacdo classica.

Como considerado em (LIN; XIA, 2006), se uma funcdo de implicacdo fuzzy satisfaz
as propriedades I1 a I6 coimplicacdo fuzzy pode também satisfazer as propriedades

correspondentes. Assim, além das condicdes de contorno na (Definicdo 2.7.3), tem-se que:

J2: Se x < z entdo J(z,y) > J(z,v);
J3: Se y < z entdo J(z,y) < J(z, 2);
J4: J(1,y) =0;

J5: J(x,0) =0;
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J6: J(0,y) =y, Vx,y,z € U.

Logo a seguir, a relacao de dualidade entre implicacoes fuzzy e coimplicacdes fuzzy é
discutida na Proposicdo 2.7.1, indicando a condicdo com a qual uma implicacdo fuzzy da
origem a uma coimplicacdo fuzzy. Significando que podemos construir uma coimplicacdo

fuzzy Iy como a correspondente estrutura dual da implicacdo fuzzy I.

Proposicdo 2.7.1. (ZANOTELLI, 2015) A funcdo (Jy)Ix : U? — U é uma (co)implicacdo
fuzzy, se, e somente se, existem uma coimplicacdo (implicacdo) fuzzy J(I) : U?> — U e uma

negacio fuzzy forte N : U — U tais que:

Exemplificaces de funcdes de implicacdo e coimplicacdo fuzzy sdo nominadas em (FEI;
XIYANG; HONGXING, 2003; FEI; YANBIN; HONGXING, 2004).

A Tabela 5, apresenta a expressio algébrica das implicacGes e correspondentes
coimplicacdes consideradas neste texto, considerando VV como operador méximo na Eq. (15)
e A\ como operador minimo na Eq. (14). A cada linha da Tabela 5, associa-se um par (/,.J)
de fungdes mutuamente duais, ou seja, cada par de fungdes [ e J satisfaz as Equacdes (29)

e (30), respectivamente.

Implicacdo Fuzzy Coimplicacao Fuzzy

KD-Kleene-Dienes: I(z,y)=1—2Vy Jx,y)=1—z ANy
RC-Reichenbach: Iz,y)=1—xz+uxy J(x,y) =y —xy

. 1, se x < v; 0, se x > v,
LZ-t ukasiewicz: I(z,y) = { |~y sex>ggj. J(x,y) = { Y-z se:c<gy/.
Zadeh: IHz,y)=(1—2)V(zAvy) J(x,y)=1—z)A(xVy)
P.C. I(z,y) =y J(x,y)=x+y—xy
B.C.: I(z,y) =0V (x+y—1) J(z,y) =1N(x+y)
P.D.: I(z,y)=x+y—2xy J(z,y) =xy
B.D.: I(z,y)=1A(x+y) J(x,y) =0V (r+y—1)

Tabela 3: Implicacdes, coimplicacdes fuzzy e dualidade relacionada.

2.7.1 Classes das (S,N)-implicacdes e (T,N)-coimplicacGes

A literatura apresenta muitas classes de (co)implicacdes (veja (BAETS, 1997; DUBOIS;
PRADE, 2000; BACZYNSKI; JAYARAM, 2008; BACZYNSK; JAYARAM, 2009; MAS et al.,
2007; BACZYNSKI; JAYARAM, 2008) e (MAES; BAETS, 2009)). Neste estudo, considera-se
a classe das (S,N)-implicacdes e das (T,N)-coimplicacdes.
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Uma (co)implicacdo Iy : U? — U é definida pela expressdo:

IS,N(x7y) = S(N(.%‘),y), (31)
Jsn(z,y) = T(N(z),y), Ve,y € U, (32)

sempre que T'(S) é uma t-(co)norma e N é uma negacdo fuzzy. Esta classe que satisfaz
a Eq. 35 generaliza a seguinte equivaléncia classica: p — ¢ = —-pV g Se N é
uma negacdo fuzzy forte, entdo Isn(Jrn) é uma (co)implicacdo forte referida como S-
implicacdo(T-coimplicacdo). A correspondente construcdo N —dual é uma S-coimplicacdo

(T-implicacao) dada por:

(Lsv)n(z,y) = Sn(N(z),y), (33)
(JT,N)N(xvy) = TN(N(x)7y)v V:L‘,yEU, (34)

sendo Sy a funcdo N —dual da t-conorma S.

2.7.1.1 C(lasse f-Dif Implicacao e f-CoDif Coimplicacao
Proposicdo 2.7.2. (HUAWEN, 1987) Seja Is n, Jr.n : U? — U uma (co)implicacdo. Ent3o:

DZf((I},y) = N(]S,N(xvy))7 (35)
CoDif(x,y) = N(Jrn(z,y)), Yo,y €U, (36)

é um operador de (co)diferenca fuzzy, sempre que S(T) é uma t-conorma (t-norma) e N é

uma negacdo fuzzy.

Corolario 2.7.1. Os pares (DifTM,Nsy CODifSM,NS>' (Dipr,Nsy CODifSp,Ng)r
(Difr, ng,CoDifs, ng) € (Difry ng, CoDifs, ng), cujas expressées algébricas estdo

apresentadas na Tabela 4, sdo funcées mutuamente Ng-duais.

Prova. Direto dos resultados estabelecidos na Proposicdo 2.6.2.
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Operador DifT,NS

Operador CoDi fr ng

DifTALNS( = Az, 1-y)
Difrp ng(, ) =x(l—vy)
Difr, ng(2,y) = V(z —y,0)

DifTDJVs (37 )

0, sex<ley>0
V(z,1—1y),cc

CoDifsy, ng(z,y) = V(7,1 —y)
CoDifs, Ng(z,y) =1—2(1 —y)
CoDifs, ng(z,y) = Az — y,0)

‘ l,sex<ley>0
CoDifspNs(2,y) = A1 —z,y),cc

Tabela 4: Exemplificagdo dos Operadores Difrn e CoDifgn

Operador Di fr ng

Operador CoDi fs n,

KD:
RC:

LZ:
ZH:

P.C.:
B.C.:
P.D.:
B.D.:

Difr ng(z,y) =2 A1 —

Difr ng(x,y) = x —xy
Difrng(z,y) = 27_ y 2: i i z
Difrng(z,y) =z A (1 - (zAy))
Difr ng(z,y) =1 -y
Difrng(,y) =1A 2 — (z+7y))
DZfTNs(x’y) (1 N x)(l B y>
Difrng(z,y) =0V 1—(z+y)

CoDifsng(z,y) =z V1~

CODifS’NS( y) = 1_( —:Uy)
CoDifsne@n) =4 _ () e
CoDifsng(z,y) =2V (1—(zVy))
CODZ'fS’NS (l‘, y) (1 - 1‘)(1 - )
CoDifsng(xz,y) =0V (1 —(z+y))

CoDifs ng (z,y)=1—uzy

CoDifsng(x,y) =1N(2—(x+y))

Tabela 5: Implicacées, coimplicacoes fuzzy e dualidade relacionada.



3 ROBUSTEZ DE CONECTIVOS FUZZY

A analise de robustez na LF tem sido relevante para a area de controle fuzzy, onde contribui
para anélise de estabilidade de controladores fuzzy (JIN; LI; LI, 2007). Significativos trabalhos
foram desenvolvidos na area de controle fuzzy, cujo principal problema de investigacdo esta
relacionado com a anélise de estabilidade e robustez dos conectivos fuzzy usados nas regras
de sistemas de inferéncia fuzzy, veja exemplos em (CAIl, 2001; LI, 2008; ZHANG; CAIl, 2004).
Em (YING, 1999), foram propostos os conceitos de robustez média e maxima para operadores
sobre conjuntos fuzzy. A avaliacdo da confiabilidade de estruturas de engenharia usa a andlise
de sensibilidade como uma importante ferramenta para suas avaliacdes.

Em um sistema de producdo, a questdo de quanto a perturbacdo nas varidveis de entrada
tém influéncia mais decisiva sobre a perturbacdo nas variaveis de saida é sempre importante.
Em (OBERGUGGENBERGER; SCHMELZER; FELLIN, 2008), métodos de correlacdes de
modelagem e interatividade em tais sistemas s3o investigados.

Em (LI; LI; XIE, 2011), a propriedade fundamental da robustez do valor de intervalo de
inferéncia fuzzy é discutida. Além disso, o intervalo robusto para matrizes sobre a (max, min)-
Algebra (envolvendo matrizes fuzzy) é estudado e condices equivalentes para abordagem
intervalar de matrizes fuzzy sdo apresentadas em (MOLNAROVA; MYSKOVA; PLAVKA,
2013).

A noc3o de J-sensibilidade de conjuntos fuzzy é usada em (CAl, 2001) para abordar e estudar
a robustez de raciocinio fuzzy baseado em operadores de implicacdo fuzzy, incluindo inferéncia
modus tollens e modus ponens generalizadas. Nesta abordagem, § € U denota a maior
perturbacdo sobre as variaveis do sistema. Outras relacGes entre a robustez do raciocinio fuzzy,
conjuncdes fuzzy e classes de operadores de implicacdo fuzzy foram apresentados em (JIN; LI;
LI, 2007).

Este capitulo discute o estudo da robustez com base na J-sensibilidade e dualidade nas
principais classes de (co)implicacdes fuzzy enfatizando a anélise da robustez dos conectivos

diferenca e co-diferenca.
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3.1 Robustez dos Conectivos Fuzzy

O estudo da d-sensibilidade de uma funcao f : U™ — U no ponto x, ou analogo, a
sensibilidade ponto-a-ponto de f : U™ — U esta baseada no trabalho proposto em (LI et al.,

2005). Neste estudo, tem-se a énfase na classe de (co)implicacBes fuzzy e na diferenca fuzzy.

Definicdo 3.1.1. (LI et al., 2005, Definicdo 1) Sejam f : U™ — U, § € U e x =
(21,22, ... T0), Y = (Y1, Y2, .- - Yn) € U". Tem-se que:

(i) a o-sensibilidade de f no ponto x, indicado por A¢(x,0), é definida por:
Ag(x,0) = sup{|f(x) = f(¥)] : [2i — yilieqr2..my < 0} (37)

(ii) a J-sensibilidade maxima de f é definida pela expressdo:

Ap(0) =V Asl(x0);

xcUmn
(iii) f é pelo menos tao robusto quanto g no ponto X, significa que:

6> 0= As(x,0) < Ay(x,0);

(iv) f e g sdo igualmente robusto no ponto x, significa que:

6> 0= Ap(x,0) = Ay(x,0);

(v) f € mais robusto do que g no ponto x, significa que:

0> 0= Ap(x,0) < Ay(x,9).

A robustez pode ser concebida como uma propriedade associada a modelagem légica
de sistemas computacionais, cujo principal objetivo é garantir que as conclusGes nao sdo
essencialmente alteradas, se as condicoes de premissas variarem dentro de parametros
razoaveis.

E, uma vez que conectivos fuzzy (principalmente implicacdes e co-implicagdes) sdo
elementos importantes no raciocinio em sistemas fuzzy, a investigacdo correspondente da 6-
sensibilidade dos conectivos fuzzy, discutida neste Capitulo, nos termos da Definicdo 3.1.1(i),
fundamenta a abordagem fuzzy intuicionista considerada nos préximos capitulos.

Na Definicdo 3.1.1, comparamos também a robustez de duas funcdes, f,g: U" — U com
base em sua J-sensibilidade no ponto x € U™. Desse modo, analisamos a d-sensibilidade no

ponto x € U™ de conectivos fuzzy considerando a propriedade de (anti/iso)monotonicidade em
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seus argumentos. Esta andlise de robustez baseada na d-sensibilidade se direciona as principais

classes de (co)implicacdes fuzzy e na sequéncia, de classes de (co)diferenca fuzzy.

Observacao 3.1.1. A andlise da robustez baseada na d-sensibilidade de uma funcio f : U™ —
U em um pontox = (x1,x9,...x,) € U™, comé € U se reporta a anélise da monotonicidade
de seus n argumentos 1, s, ... x,, sempre que ; € U, 1 < i < n.

Neste contexto, para facilitar a expressdo matematica dos termos referentes a esta andlise,

na sequéncia deste texto, consideramos x = (z,y) € U? e as seguintes notacées:

Observacao 3.1.2. Seja f : U™ — U. Tem-se que:

(i) f é uma funcéo iso(anti)monoténica na i-ésima componente se, e somente se, Vz;,

x; € U e inteiro tal que 1 < 1, tem-se que:

!

r; <, — floy,xo, . Ty xy) <

)

l

v < — floy,xoy . Ty ) >

7

. 7 ~ A . / [ . .
(ii) f é uma funcao monoténica se, e somente se, Vz;, x, € U e inteiro, tal que 1 <i <

tem-se que:

/ !

2 < xy— (1,20, ) < flay, ... 2. ). (44)

(iii) f é uma funcdo de ordem reversa se, V;, x; e U, tal que 1 < i < n, tem-se que:

!

migx;%f(:cl,xg,...,mn)zf(xll,x;,...a:n). (45)

(iv) Em particular, f : U — U é denominada funcdo de ordem reversa, se i = 1 na

Eq.(43), ou seja, f satisfaz a condicdo:

r<y— f(z)> fly),Vz e U.

Proposicdo 3.1.1. (L/ et al., 2005, Teorema 2) Sejam 6 € U, x € U e f : U — U uma

funcdo de ordem reversa. A 0—sensibilidade de f no ponto x é dada por:

Ap(x,0) = [f(x) = f((z + ) AD]V [f((z = 6) VO) = f()]. (46)
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Proposicdo 3.1.2. (Ll et al., 2005, Teorema 1) Considere f : U> - U, § € U, x = (z,y) €
U?ea',y cUtaisquer —6<ax' <x+dey—0<y <y+39.

(i) Se f é monoténica, entdo a d-sensibilidade de f no ponto x € dada por:
Ap(x,0) = (f(x) = flx])V(fIx] = f(x)). (47)

(ii) Se f € antiténica no primeiro argumento e isoténica no segundo argumento, ent3o a

sensibilidade de f no ponto x é dada por:
Ap(x,6) = (f(x) = fIx]) vV (flx] = f(x)) (48)

(iii) Se f é isotbnica no primeiro argumento e antiténica no segundo argumento, entdo a ¢

sensibilidade de f no ponto x é dada por:
Ap(x,0) = (fIx] = f(x)V(f(x) = [fx]). (49)

Proposicdo 3.1.3. Considere f: U* - U, € U ex = (x,y) € U?.

(i) (LI et al., 2005, Corolsrio 1) A 6 sensibilidade de uma t-(co)norma T'(S) : U* — U é
dada pela Eq. (47);

(ii) (LI et al., 2005, Coroldrio 1) A & sensibilidade de uma S-(co)implicacdo Isn(Jrn) :
U? — U é dada pela Eq. (48);

Corolario 3.1.1. (LI et al., 2005, Corolsrio 1) Seja a funcdo [ : U* — U.

(1) Se f é uma t-(co)norma, entio:

Af((070)75) = f(67 5)7
Af((07 1)75) = Af((1’0)75) = 0;
Af(1,1),8) = 1= f(1—6,1—0).

(2) Se f é uma (S, N)-implicagdo, ent&o:

A4((0,0),8) =1 - N(6);
A#((0,1),8) = 1 — S(N(6),1 - 6);
Af((1,0),8) = S(N (1~ §),):
As((1,1),6) = 1.
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Em particular, se N = Ng, entdo:

Af((070)75> = 5;
Ap((0,1),8) =1— S(1 — 6,1 — 6):
Af((lvO)a(S) = S<57 5)7
Ap((1,1),8) = 6.
Em particular, se N = Ng entdo:

Af((070)75) = 5?

Af((()? 1)7 6) = 5?

Af((LO)»(S) = S((Sa 5)3

Ns(S(6, Ns(6))) v 6 < As((1,1),8) < 5(5,5).

Corolario 3.1.2. (L/ et al., 2005, Corolério 2)
(1) Se f =V ou A\, entdo A¢((x,y),d) =0 para todo z,y € U.

(2) Seja f a implicacdo de tukasiewicz (I x na Tabela 5), entdo tem-se que:

Teorema 3.1.1. (L/ et al., 2005, Teorema 5) Seja f : U? — U, ent3o tem-se que:
(1) As(0) < As(An(9)),
(2) Se N é SFN e fuma (S, N)-implicacdo, entdo A(0) = Ag(9)).

Observacao 3.1.3. Com base nos resultados apresentados nos Corolarios 3.1.1 e 3.1.2,
as tabelas a seguir ilustram uma andlise de robustez considerando, por exemplo, que a J-
sensibilidade do 1° argumento (01) seja possivelmente diferente da d-sensibilidade do 2°
argumento (03). E assim, ndo se considera § = &, V 6o mas os correspondentes valores
associados as perturbacbes dos argumentos.

Neste caso, na Tabela 6 é analisada a sensibilidade de operadores como a t-norma produto
(Ar,) e a t-conorma soma probabilistica (Ag,). Na Tabela 7 consideram-se a implicacdo

fuzzy de Riechenbach (A, ) e a correspondente coimplicagdo fuzzy (A, ).
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Tabela 6: Norma Produto e Soma Probabilistica

’ X ‘ Ar,(x,0) ‘ Ag,(x,0) ‘
(0,0) 0109 01 + 03 — 6109
(0,1) o o
(1,0) o 01
(1,1) | 61 + 92 — 0162 0102

Tabela 7: (S, N)-Implicacdo e (T, N)-Coimplicacdo Fuzzy
’X ‘ AISP,NS(‘T’5> ‘ AJTP,NS<x75) ‘

(0,0) 51 5

(O,].) 5152 (Sl + 52 — 5152
(1,0) | 01 + 02 — 0105 5,02
(].,].) (52 (51

3.2 Robustez dos Conectivos N-Duais Fuzzy

Proposicdo 3.2.1. (REISER; BEDREGAL, 2012, Proposicio 6) Seja f : U? — U uma
funcdo de segunda ordem, x = (x,y) € U?, Ng(x) = (Ns(z), Ns(y)) onde f(Ns(x)) =
f(Ns(x), Ns(y)). As seguintes equacdes sdo verificadas:
(1) fns[x] = Ns(f[Ns(x)]); (#0) fns|x] = Ns(f[Ns(x)]);
(1) fxa[x) = Ns(FINs()D)i  (i0) falx] = No(F[Ns(x)]).
Se N é uma SIFN, o Teorema 3.2.1 afirma que a sensibilidade de uma funcdo f em um

ponto x é igual a sensibilidade da correspondente funcdo dual fy.

Teorema 3.2.1. (REISER; BEDREGAL, 2012, Teorema 1) Considere f : U> — U, § € U
ex = (z,y) € U?. Seja A;(x,0) a expressio da sensibilidade de f no ponto x. Se N
é a negacdo fuzzy padrio (N = Ng na Eq. (6)) e fxy é a funcio N—dual de f, entdo a

sensibilidade de fn no ponto x é dada por:
AfN(X7 5) = Af((N(X))vé) (50)

Proposicao 3.2.2. (ZANOTELLI, 2015) Seja N uma negacdo fuzzy padrdo, fn a funcdo
N —dual relacionada com a funcdo f : U*> - U, § € U ex = (v,y) € U%. A sensibilidade de

fn no ponto x é definida pelos seguintes casos:

(i) se f € crescente com respeito as suas variaveis, ent3o:

Apy(x,0) = (f(N(x)) = fFINK)) V(FINE)T = f(N(x)))
= (nIx] =)V (Inlx] = fn(); (51)

(ii) se f é decrescente com respeito a sua primeira varidvel e incrementada com a segunda
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variavel ent3o:

Apy(x,0) = (f(N(x)) = f[ING)) V (FINF)T = F(N(x)))
= (nlx] = fn(x) vV (Inlx] = fx(x)); (52)

(iii) se f é crescente com a segunda variavel entdo:

App(x,0) = 5V Jlf(N(X))—f(N(I’),(N(y)+5)A1)|V
5V Jlf(N(X))—f(N(w’),(N(y)—5)V0)|; (53)

(iv) se f € decrementada com respeito a sua primeira varidvel:

At = N o (@ HIALNED) = FNGOIV
y—0<y'<y+
VOV = VONG) ~ NG (58)

Proposig:éo 3.2.3. (ZANOTELL/, 2015) Sejam (T)N, (S)N, (]S»N)N' (]S,N,T)N € (IS,T,N)N
as funcées N —duais de uma t-norma T, uma t-conorma S, uma S—implicacdo Is, uma
() L—implicacdo Is 1 e uma D—implicacdo Isr y, respectivamente. Quando x = (z,y) €

U? e € U, seguem as seguintes declaracées:
(i) Ay (x,0) e Awg)y(x,0) sdo ambos definidos pela Eq. (51);
(i) Ay, (x,0) € definido pela Eq. (52).

Proposicao 3.2.4. Sejam N a negacio fuzzy padrio e fn : U> — U a funcdo N—dual de

um conectivo binario f : U? — U. Ent3o a sensibilidade maxima de f e fy s3o dadas por:
Apy(6) = Ag(0). (55)
Prova. Do Teorema 3.2.1, temos o seguinte:

AfN (6) = \/ AfN(X7 6) = \/ Af(N(X)7 5) = Af((s)

xeU? N(x)eU?

Proposicao 3.2.5. (REISER; BEDREGAL, 2012, Proposicdo 10) Seja (f, fn) e (g,gn) pares
de funcées N —duais. Tem-se que:

(i) (fn,f) é um par tdo robusto como (gn,g) em x se f é tdo robusta quanto g no mesmo

ponto;
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Tabela 8: Exemplos nas classes C(Dr y) e C(Eg v)que estdo relacionados para operadores de
diferenca fuzzy e suas correspondentes Ng-dual construcdes

’ ‘ ADTP,NS(<O’ 0)7 5) ‘ ADTM,NS ((07 O)’ 5) ‘ ADTL,NS(<O 0)7 6) ‘
x = (0,0) 5 5 5
x = (0,1) 57 5 5
x = (1,0) 5 5 26
x=(1,1) 25 — 07 5 5

(i) (fn,f) é um par mais robusto do que (gy,g) em um ponto x se f é mais robusta que g

no mesmo ponto;
(ii)) (fn,f) é um par tio robusto como (gn,g) se [ € tdo robusta quanto g,

(iv) (fn,f) é mais robusto que (gn,g) se [ é mais robusta do que g.

3.3 Robustez da Diferenca e Co-Diferenca Fuzzy

Proposicdo 3.3.1. A §-sensibilidade do operador de (co)diferenca D, (E) : U* — U fuzzy é
dada por:

Ap(x,0) = (D[x] - D(x))V (D(x) = D[x]); (56)
Ap(x,8) = (E|x] - E(x))V (B(x) — E[x]),Va € (z,y) € U. (57)

Prova. Como o operador D verifica D3 e D4, entdo pela Eq. 49 a prova da Eq. 56 é imediata.

Observacao 3.3.1. Pelas Egs. (48) e (50) para o par (Tp, Sp) de Ng-dual o operador de
diferenca nos pontos terminais do é obtido, conforme segue:

ADTP,NS((O 0),0)=dv0=4§= AESP,NS((L 1),0) ;

Apy, x,((0,1),0) =02V 0= 0% = Agy ((1,0),9) ;

Apr,ng((1,1),0) =0V 0 =6 = Ag,, , ((0,0),0), e

Aprp g ((1,0),0) =0V (26 — 6%) = A, ((0,1),9).

Analogamente, é facil de obter a  sensibilidade no pontos U para os outros pares conectivos

de Ng-duais, como diferenca fuzzy, reportada na Tabela 8.

Proposicao 3.3.2. A ¢ sensibilidade maxima do operador de (co)diferenca é dado por:

xeyun xeun

Prova. Prova direta.



4 LOGICA FUZZY INTUICIONISTA

Este capitulo apresenta os conceitos fundamentais para o estudo da robustez de sistemas
baseados na LFI, considerando a d-sensibilidade referente aos conectivos fuzzy intuicionistas.
Tais conectivos sao amplamente utilizados por sistemas especialistas baseados no raciocinio
aproximativo (BUSTINCE; BARRENECHEA; MOHEDANO, 2004). A reducdo do ndmero
de regras utilizadas por esses sistemas devido a abordagem fuzzy intuicionista é obtida pela
aplicacado de regras geradas através do uso das principais propriedades algébricas dos conectivos
fuzzy intuicionistas.

Além disso, esta andlise da robustez mostra-se capaz de preservar as propriedades de
sistemas baseados em LF quanto a construcdo de conectivos fuzzy representaveis, ou seja,
operadores que estendem as propriedades fuzzy relevantes e permitem a flexibilidade quanto
a relacao de complemento fuzzy.

Primeiramente, estuda-se o indice fuzzy intuicionista e conceitos relacionados aos conjuntos
fuzzy intuicionistas. Na sequéncia, revisamos alguns conectivos da A-IFL, tais como negacoes,
t-normas e t-conormas. E entao focamos no estudo de diferencas fuzzy intuicionistas e nas

principais propriedades algébricas, incluindo exemplificacdes.

4.1 Conjuntos Fuzzy Intuicionistas

De acordo com Atanassov (ATANASSOV, 1986), um conjunto fuzzy intuicionista A; é
representado por um par {4, 4) (pertinéncia e ndo pertinéncia), e indicado por um conjunto

de tuplas que satisfazem uma restricdo natural :
A = {(@, pa(z),va(z)) [z € X e pa(z) +va(z) < 1} (59)

Podemos entdo pensar em um conjunto fuzzy como um caso especial de um conjunto fuzzy
intuicionista, onde o grau de n3o pertinéncia n3o necessita ser igual ao seu complemento.

No contexto da A-IFL, cada elemento = € X esta associado um elemento & = (x,z3) €
U x U, onde nem sempre o grau de ndo pertinéncia v4(x) = x5 é menor ou igual ao

complemento do correspondente grau de pertinéncia p4(z) = ;. Ou ainda, na A-IFL a
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Eq. va(x) + pa(x) =1 é estendida pela inequacio:
0 <wu(z)+ palz) < 1. (60)
Como v(x), u(x) € U, pode-se entdo expressar a Eq. (60) da seguinte forma:
v(z) < Ns(pa(z)) ou ainda pa(x) < Ns(va(z)). (61)

Exemplificando uma aplicacdo, vejamos em (CORNELIS; ATANASSOV; KERRE, 2003), a
descricao de um procedimento de votacdo, onde as pessoas tém de expressar seu sentimento
a uma série de propostas. E ébvio que, enquanto um pode ser a favor, outro vote em desfavor
de uma proposta da mesma maneira que um terceiro pode abster-se. Usando somente o grau
de pertinéncia torna-se um trabalho arduo e de dificil compreensdo a separacdo de um defensor
e de um adversario da proposta. Para tal, parece natural aplicar uma modelagem baseada em
conjuntos fuzzy intuicionista. Nesta abordagem, modelam-se a cada proposta, o nimero de
defensores e de adversarios a proposta permitindo que o cardinal do complemento do conjunto
de defensores ndo seja exatamente igual ao cardinal do complemento do conjunto de adversos

a proposta.

4.1.1 Conjunto U dos Valores Fuzzy Intuicionista

O conjunto de todos os pares contendo o grau de pertinéncia e de ndo-pertinéncia associado

a um elemento x é indicado por U, definido pela expressao:

U = {&=(,m)€eU*|0< 2, +1p <1} (62)

De acordo com (ATANASSOV; GARGOV, 1998), as seguintes relacdes sdo consideradas

em U:
(i) para todos & = (x1,22),5 = (y1,92) € U, tém-se as relacdes de ordem:
(1,22) <g (y1,42) se e somente se x1 < Yy e T3 > Yo; (63)
(x1,22) =g (y1,y2) se e somente se 1 < y; e T2 < Yo. (64)
(i) para todo & = (x1,7,) € U, tem-se que:

0=(0,1) <z 7 <51=(1,0); (65)

(iii) paratodo X = (iy,...,%,) € U", tal que ; = (x;1, 2:2) € U, com 0 < i < n, tem-se as

projecoes a direita r; e a esquerda l; I;,r; : U™ — U, cujas correspondentes definicdes
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sao dadas por:

l[((i’l,.%g,...,i’n)) - (x117x217-~xn1); (66)

ri((Z1, @2, ., Tn)) = (T2, 22, ., Tn2). (67)

4.1.2 Indice Fuzzy Intuicionista

Segundo (XU; YAGER, 2009), o indice fuzzy intuicionista m4(z), também chamado de

grau de hesitacao, ou grau de indeterminacao de x em A, é definido pela expressao a seguir:
wa(x) =1— pa(x) —va(z),Vo € x. (68)

Portanto, para todo 2 € y tem-se associado Z = (x1,1;) € U tal que mu(z) = 1 —
pa(z) —va(x) =1—a1 —x9. E portanto, quando m4(z) = 0, o conjunto fuzzy intuicionista
se reduz a um conjunto fuzzy (SZMIDT; KACPRZYK, 2004).

4.2 Automorfismos Intuicionistas

O estudo de automorfismos, se torna necessario, pois eles sdo utilizados na geracdo de
novos conectivos, preservando as propriedades algébricas das classes destes conectivos logicos.

Assim, a seguir sao destacados alguns conceitos basicos deste estudo.

Definicdo 4.2.1. A funcio ® : U — U é um automorfismo intuicionista em U se é bijetiva

e, para todo Z,7, tem-se que T <p 7 se, e somente se, () <5 P(7).

Assim como Aut(U) denota o conjunto de todos os automorfismos em U, Aut(U) indica
o conjunto de todos os automorfismos intuicionistas em U.
A acio de @ € Aut(U) em uma funcdo f; : U" — U é uma funcio f2 : U — U,

denominada conjugada intuicionista de f;, definida para todo i,...,%, € U pela

expressao:
L@, 3,) = 7 (f1(D(F1),. .., D(n))). (69)

Seja ® um automorfismo em U. Pela Proposicio 20 em (COSTA; BEDREGAL; NETO,
2011), ® preserva os elementos diagonais em U: ®[D] = D.

4.2.1 Relacado entre Aut(U) e Aut(U)

A seguir, reportam-se as principais proposicoes estabelecendo a relacdo entre classes de
automorfismos que atuam sobre operadores em U e U, considerando as funcdes de projecio
de U em U. No contexto desse trabalho, consideramos os automorfismos representaveis em
U:or: U—U.

Proposicao 4.2.1. (COSTA; BEDREGAL; NETO, 2011, Teorema 17) Seja ¢ : U — U

um automorfismo em U. Entdo, para todo & € U, é um automorfismo representavel em
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Udado pela expressio:

¢r(z) = (o(lp(2)),1 = o(1 —rp(2)))- (70)

Proposicao 4.2.2. (COSTA; BEDREGAL; NETO, 2011, Observacdo 2) Para todo ¢ €

Aut(U), z € U, o operador ¢; : Aut(U) — Aut(U), definido pela Eq. (70), é uma bijecdo

que preserva a relacdo de ordem <; em U.

Na construcdo inversa, a préxima proposicdo mostra como automorfismos em U podem

ser obtidos a partir da composicdo de automorfismos intuicionistas em Aut(U) e fungdes de

projecao de UemU.

Proposicao 4.2.3. (COSTA; BEDREGAL,; NETO, 2011, Proposicdo 21) Seja ® € Aut(ﬁ)
e, para todox € U, @, P, : U — U sdo funcbes dadas por:

Py (z) = lg(®(r,1—2)), e & (v)=1—r5(P(z,1-2). (71)

U

Entao, tem-se que ®;, P, sGo ambos automorfismos em U tais que D, =Py

4.3 Negacao Fuzzy Intuicionista

Nesta secdo apresentaremos as funcdes de negacdes fuzzy intuicionista, suas propriedades
algébricas, exemplos e conceitos relacionados.
De acordo com (G. CORNELIS G. DESCHRIJVER, 2004), N; : U — U é uma negagdo

fuzzy intuicionista (IFN) se satisfaz as seguintes condicdes:
N[l . N[(()):ieN[(i):(),
N2 : Se & > jj entdo N;(Z) < Ny(y), Vi, 5 € U.

Negacdes fuzzy intuicionistas fortes (SIFN) sdo negacdes fuzzy intuicionistas que
satisfazem a propriedade involutiva (BUSTINCE; BURILLO; SORIA, 2003):

N[3 . N[(N[(i’)) :i', vV eU.

Teorema 4.3.1. (BACZYIVSKI, 2003; DESCHRIJVER,; KERRE, 2005c) Uma negagéo fuzzy
intuicionista Ny : U — U é forte, se e somente se, existe uma negacdo forte N : U — U tal
que:

Ny (%) = (N(Ng(22)), Ng(N(21))), Vi = (21, 22) € U. (72)
Exemplificacao 4.3.1. Um exemplo de negacido fuzzy intuicionista forte é obtida

considerando a Negacdo Padrdo na Eq. (6). Tem-se entdo que N;g(Z) =
(Ns(Ns(x2)), Ns(Ng(x1))) = (22, 21).
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4.3.1 Relacao de Dualidade entre Funcoes Fuzzy Intuicionistas

Definicdo 4.3.1. Seja N; uma negacdo fuzzy intuicionista forte em U. Para todo X =
(T1,...,%,) € U, se N; é involutiva ent3o (fNI>NI — f, ouseja e fN, sdo mutuamente

duais. A funco intuicionista N;-dual de uma funcio f; : U™ — U é dada pela expressio:
fin, (%) = Ni(f1(Ni(241), . .., Ni(Zn)))- (73)

4.4 Funcoes de Agregacao Fuzzy Intuicionistas

Uma funcdo A; : U? — U é denominada func3o de agregacdo idempotente se, para
todos 7,7, € U satisfazem as seguintes propriedades (BACZYNSKI, 2003; CALVO et al.,
2002):

Apl: A7(0,0) =0e A;(1,1) = 1 (condicdes de Borda em U/);
Ar2: Se z < z, entdo A;(Z,y) < A;(Z,9) (Monotonicidade);
Ar3: Ar(Z,9) = Ar(g, %) (Comutatividade).

Uma funcdo de agregacdo idempotente satisfaz também a seguinte proprie-
dade (BACZYNSKI, 2003):

A[4: A[(i‘,j) =1x.
Exemplificacao 4.4.1. As funcées Ny, Vi - U? — U, definidas pela expressdo:

Va(@,9) = (Vul(f1, %), Vu(@, fa); (74)

) = (Au(@,91), Au (T2, g2)- (75)

ISX
<

(

A (

h

ISX

sdo funcées de agregacio em U?.

Além disso, sempre que A; é uma funcdo de agregacdo idempotente, tem-se que:
N (2,9) g Ar(E,§) <g Vo(2,9), V3,5 € U
4.4.1 T-(co)normas Fuzzy Intuicionistas

FuncGes que qualificam as interseccbes fuzzy intuicionista e unides fuzzy intuicionista
sdo também referidas na literatura como t-normas e t-conormas fuzzy intuicionistas,

respectivamente.

Definicio 4.4.1. Em (BACZYNSKI, 2003) uma t-norma intuicionista é uma funcdo

Tr1: Ti(2,9) = T1(g, &) (Comutatividade);
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T72: Ti(2,T1(y, 2)) = T1(T7(,9), 2) (Associatividade);
T73: Tr(Z,y) <g Ti1(a,0), se T <y u ey <y v (Monotonicidade);
Ti4: Ty(%,1) = @ (Elemento neutro).

Definicdo 4.4.2. Uma t-conorma intuicionista é uma funcio S; : U> — U, satisfazendo

Sil: Si(Z,9) = Si(y, T),

S2: Si(%,S1(7,2)) = S1(S1(2,9), 2);
Sr3: Sp(#,7) < Si(w,0) se ¥ < ef <0,
Srd: S;(%,0) = 7.

Com base nos resultados apresentados em (BACZYNSKI, 2003, Definicdo 1), a Proposicdo
4.4.1 reporta a definicdo de t-representabilidade na LFI, veja mais detalhadamente os resultados

em (DESCHRIJVER; CORNELIS; KERRE, 2004) e (G. CORNELIS G. DESCHRIJVER, 2004).

Proposicdo 4.4.1. (BACZYNSKI, 2003, Lemma 1) Uma t-(co)norma fuzzy intuicionista
(Sp), Ty : U?> — U é uma t-(co)norma t-representavel em LFI se existem ambas, uma
t-norma T : U?> — U e uma t-conorma S : U?> — U, de tal modo que, para todo & =

(z1,22),7 = (y1,12) € U, (S)T; é expressa pela equacio:

<

Si(@,9) = Si((z1,22), (y1,y2)) = (S(@1, 1), T(22,92)); (76)
T1(Z,9) = Ti((71,72), (Y1,92)) = (T(x1,91), S(22, y2)), (77)

sempre que T'(x1,y1) < Ns(S(Ns(x2), Ns(y2)))-

Nos casos apresentados na Proposicdo 4.4.1, diz-se que 17 e S; sdo t-representaveis por
pares (1, S) e (S,T), respectivamente (DESCHRIJVER; CORNELIS; KERRE, 2004).

4.5 (Co)lmplicacdao Fuzzy Intuicionista

Em (ZANOTELLI, 2015), descreve-se que o grau de verdade de uma regra baseada
na interpretacio da expressio condicional, considera valores fuzzy intuicionistas #,§ € U
referentes tanto ao grau de pertinéncia (1, %), quanto o grau de n3o-pertinéncia (2, y,) de
elementos z,y € X, aos conjuntos fuzzy intuicionistas A e B. Neste caso z; < Ng(x2) e
y1 < Ns(12).

Esta interpretacdo baseada na IFL torna mais ampla a modelagem da incerteza entre
o totalmente verdadeiro (1) e o totalmente falso (0), considerando ambos, os graus de

pertinéncia e de n3o pertinéncia.
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Definicdo 4.5.1. Um operador de implicacdo fuzzy intuicionista I; : U?> — U é uma funcdo
binaria satisfazendo as seguintes condicbes de contorno:

]Il [I(0,0) ][(6, i) = I](i, i) . i e II(LG) = 6,'

As condicdes na Definicao 4.5.1 reproduzem as condi¢cdes de contorno que definem os
conectivos fuzzy intuicionistas e, neste caso, se & = (x1,x2), ¥ = (y1,%2) € U entdo T <
Ns(xs) e y1 < Ns(y2) (ATANASSOV; GARGOV, 1989).

Definicio 4.5.2. (BACZYNSKI, 2003, Teorema 4) Um I, : U?> — U é uma(S, N)-
implicacao intuicionista t-representavel baseado na negacio forte N : U—Usee
somente se existem (S, N)-implicacées I,, I, : U?> — U, e para todo & = (x1,13),7 =

(y1,42) € U, I; é dada como:

I1(Z,5) = (Ia(Ns(x2),41), Ns(Io(x1, Ns(y2))))- (78)

4.5.1 Propriedades Algébricas e Exemplificacao

A seguir é considerada a extensdo fuzzy intuicionista para as principais propriedades das

implicacoes fuzzy.
I]l . I[(i,()) = 6;

12 1 & <g z= I(%9) > I1(Z,9);

I[4 . I]((),g):i,
[[5 . I[(i’,i):i,

I16 © Se (T = (21,%2), ¥ = (41,%2)) € U2 taisquexy + 2 = ley + 1o =

1, ent3o 7, ((z1,2),(y1,92)) = 0-

Em (DESCHRIJVER; CORNELIS; KERRE, 2004) e (ATANASSOV; GARGOV, 1998) uma
implicacdo fuzzy intuicionistas I : U% — U é uma funcao que satisfaz I;1, I;2 e I;3.

Em (BUSTINCE; BARRENECHEA; MOHEDANO, 2004, Definicdo 3), estende-se a
definicdo proposta por J. Fodor e M. Roubens (FODOR; ROUBENS, 1994), uma implicacdo
fuzzy intuicionistas I : U% — U é uma funcdo que satisfaz as propriedades 172, I;3, I;4, I;5

e I;6 incluindo a condicdo de contorno I;1(1,0) = 0.

4.6 Diferenca Fuzzy Intuicionista e Co-Diferenca Fuzzy Intuicionista

Nesta secdo, serdo tratados dois tipos de Diferenca Fuzzy Intuicionista e Co-Diferenca

Fuzzy Intuicionista. No primeiro caso, o operador de diferenca fuzzy intuicionista sera tratado
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com diferencas representaveis por conectivos fuzzy.

Posteriormente, o operador de diferenca fuzzy intuicionista sera obtido através de geradores
estritamente ndo crescentes.

Conforme, (HUAWEN, 1987), seja 14, pup : E — U a funcdo de pertinéncia de um conjunto
fuzzy A e B. Entdo o operador de diferenca fuzzy intuicionista Dif; : U? — U satisfaz as

seguintes propriedades:

Difil: Dif1(2,9) < T;

Difi2 Difi(%,0) = &;

Difr3 Se (y < Z) entdo Dif(z,y) > Dif(z,2);
Difr4 Se & < g entdo Dif;(z,2) < Dif1(y,2));
Difi5 Dif;(1,%) = Ni(%).

O operador de co-diferenca fuzzy intuicionista CoDif; : U? — U, satisfaz as seguintes

propriedades:
CoDif1: CoDif(z,9) > ;
CoDif12: CoDif(7,1) = 7;
CoDif13: Se y > Z entdo CoDif(z,5) < CoDif + 1(Z, 2);
CoDifr4: Se & > g entdo CoDif;(z,2) > CoDif(g, 2);
CoDif5: CoDif(0,%) = Ny (7).
De acordo com (HUAWEN, 1987, Definition.3), sempre que & = (ua(z),va(z)) e g =

(up(x),vp(z)) € U, o conjunto fuzzy intuicionista A; — B; determinado por um operador

A-IFD Dif : U? — U pode ser indicado pela express3o:

Ar=Br = {(x,pa,-p,(%),va,-5, (7)) T € X} (79)

De forma anéloga, sua construcdo dual determina que o conjunto fuzzy intuicionista A; |

By gerado por um A-IFE CoDif : U? — U pode ser indicado pela expressio

Ar| Br = {(z,pa,8,(2),va,5,(2))|z € X} (80)

Estudam-se trés formas de se obter conjuntos fuzzy intuicionistas gerados por operadores
de (co)diferenca fuzzy intuicionista logo a seguir, expressando as funcdes de pertinéncia e de
ndo-pertinéncia por conectivos fuzzy.

As préximas secdes analisam ainda que, segundo (HUAWEN, 1987), os operadores
(Co)Dif; : U?> — U podem ser expressos usando A-IFT (A-IFS) e/ou um gerador nio
crescente ¢ : U — U, obtendo outras classes de operadores de (co)diferenca (A-IFE)A-IFD.
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4.6.1 Classe Dif, (CoDif,) de Operadores de (Co)Diferenca

Seja T'(S) uma intuicionista t-(co)norma, de acordo com (HUAWEN, 1987, Definition.4),

define-se operador Difyy : U? — U pela seguinte expressao:

Difh(fa?j) = (T(x17y2)75(x27y1))' (81)

De forma analoga, neste trabalho define-se o operador dual CoDif;, : U? — U pela

seguinte expressao:
CoDifr,(,9) = (S(x1,y2), T (22, y1)- (82)

Proposicio 4.6.1. Os operadores Di f;1, CoDifyy : U?> — U dados pelas Eqs.(81) e Eq.(82)

sdo operadores A-IFD e A-IFE, respectivamente.

Prova. Para a prova da Eq.(81), veja (HUAWEN, 1987). No caso dual, para todo & =

(21,22),7 = (11, 12) € U, tem-se as seguintes consideracées:

CoDifrl: Por T;3 e S;3 obtém-se que CoDifr(z,y) = (S(z1,y2),T(z2,v1)) >p
(S(Jil,O),T(ZEQ, ].)) = (Il,l’2> = 2.

CODZf]2 COD’if]1<i', 1) = (S($1,0)7T($2, 1)) = (ZEl,l‘Q) =T.

CoDif3: Se § >p Z entdo y; > 2z e yo < z5. Logo, segue que CoDifn(Z,y) =
(S('rlay2>7T(x27yl>> Sf} (S($1,22)7T(1'2,21)) = OODfol(:Z‘:g)

CoDifrd: Se & >5 § entdo xy > y; e w9 < ys. Logo, segue que CoDif;(%,2) =

CODZf]5 COD’lf](O,j) = (S(O, (L’Q), T(l,xl)) = (1'2, ZL’1> == Ngl(f)
Segue que a Eq. (82) expressa um operador A-IFE em U.

A proposicdo a seguir, apresenta que os operadores A; — By e A; |1 B; podem ser
expressos por uma t-norma T e uma t-conorma S, ou seja, as Eqgs. (83) e (84) sdo expressdes

de representabilidade destes operadores em U.

Proposicdo 4.6.2. Os conjuntos fuzzy intuicionistas A; — By e Ay |1 By obtidos a partir do

operador Difr1 e CoDifry sdo, respectivamente, definidos pelas seguintes expressoes:

A= B = {(,T(pa(z),vp(2)), S(va(z), pp(z)))l

v € X, T(pa(x),va(x)) + Swalz), pp(r)) < 1}. (83)
Al B = A{(z,T(palx), vs(x)), Swa(z), ps(x)))]

z € X, T(pa(x),va(x)) + Swalr), pp(r)) < 1}. (84)
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Prova. Sempre que Eqs.(79) e Eqs.(80) indicam as funcées de pertinéncia e ndo-pertinéncia

de A—1 B e A, B, para cada x € X, tem-se que:

A —Br = {(z,pa,—,(x),va,—5,(x)) | 2 € U,0< pia,_p,(x) +va,_p,(x) <1}
= {(x, (Difi(pa, (@), va, (@), (5, (x),v8, ()| © € U,0 < pa,—p, (x) + va,_p, () <1}
= {(z, (Dif(pa(x), Ns(va(x))), (Codif (up(x)), Ns(vp(@)| © € U,0 < pa,p,(x) + va,
= {(&,T(pa(x),vp(x)), S(us(r), va(@)| z € U,0 < pua,—p, (x) + va,p,(x) <1}

Ar| Br = {(, pays, (), va, s, () | 2 € U,0 < piayp, (x) + vays, () < 1}
= {(z,(CoDif(pa,(x),va,(2)), (L5, (), vE, (7))}
= {(z,(CoDif(pa(x), Ns(va())), (Dif(up(x)), Ns(vp(z)))}
= {(z,5(pa(z),vp(@)), T(pp(z), va(z))}

Logo as Egs. (83) e (84) sdo verificadas.

4.6.2 Classe Dif; (CoDif;) de Operadores de (Co)Diferenca

Sejam T'(S) uma intuicionista t-(co)norm e ¢ : U — U um gerador fuzzy intuicionista
ndo crescente tal que ¢(0) = 1. De acordo com (HUAWEN, 1987)[Definition.7], define-se
operador Difs : U? — U pela seguinte express3o:

Dif12<jag) = (T<x1’ 90(1 - y2))? S(x% - @(yl)))' (85)

De forma analoga, neste trabalho define-se o operador dual CoDifs, : U? — U pela

seguinte expressao:

CoDifr,(z,7) = (S(x1,1 — ¢(y2)), T(x2, (1 — 31)))- (86)

Proposicio 4.6.3. Os operadores Di fry, CoDifry : U? — U dados pelas Eqs.(81) e Eq.(82)

sdo operadores A-IFD e A-IFE, respectivamente.

Prova. Para a prova da Eq.(85), veja (HUAWEN, 1987). No caso dual, para todo & =

(z1,22),5 = (11, 12) € U, tem-se as seguintes consideraces:

CODZf[l Por T[ e 513 tem-se que CODZf[Q([i’ y]) (S(Il, 1-— QO(yQ)),T(ZL'Q,QO(l — yl))) ZU

(S<x17 1- §0(0>>’T<x27 90(1 - 1))) ( (Ilﬂ >’T<x27 1)) - (IlaIQ) =z

CoDifs2: CoDifn (&, 1) = (S(x1,1—@(0)), T(wa, p(1~1))) = (S(1,0), Tz, 1)) = (w1, 2) =

Z.

CoDif3: Sey >y Z entdo y; > 21 e ya < 29. Logo, segue que CoDifo(z,7) = (S(x1,1 —

2(y2)), T2, (1 = 11))) <pp (S(z1,1 = @(22)), T2, 0(1 = 21))) = CoDifra(E, 2).



55
CoDifi4: Se & > § entdo x1 > y1 e xa < ys. Logo, tem-se que CoDif5(Z,2) = (S(x1,1 —
p(22)), (@2, (1 = 21))) Zp (S(y1, 1 — @(22)), T(y2, p(1 — 21))) = CoDif12(7, Z).
CoDifr5: CoDifra(0,%) = (S(0,1—p(22)), T(1, p(1=21))) = (1= (22), p(1—121)) = Ny /(7).
Segue que a Eq. (86) define um operador A-IFE em U.

A proposicdo a seguir apresenta que os operadores A; —; By e A; |y By podem ser
expressos por uma t-norma T e uma t-conorma S juntamente com um gerador ¢, ou seja, as

Eqs. (87) (88) sdo expressdes de representabilidade destes operadores em U.

Proposicdo 4.6.4. Os conjuntos fuzzy intuicionistas A; — By e Ay |, By obtidos a partir do

operador Difr1 e CoDifry sdo, respectivamente, definidos pelas seguintes expressoes:

A— B = {(z,T(pa(z),¢(1 —vp(x))),S(va(z),1 — p(upz)))) |

v € X, T(pa(z), p(1 —vp(x))) + S(va(z),1 — p(upz))) < 1}.(87)
Al B = (z,5a(x), 1 —o(vp())), T(va(z), o(1 — pp(x)))|

v € X, S(pa(x), 1 —p(vp(z))) + T(valz), o(1 — pp(x)) < 1}.(88)

Prova. Andloga a Proposicdo 4.6.2.
Observacao 4.6.1. Se ¢ = Ng entdo tem-se que
A —1Br=A; —2 Br, A |1 B = As |2 Br.

4.6.3 Classe Dif; (CoDifs;) de Operadores de (Co)Diferenca

Sejam T'(S) uma t-(co)norma intuicionista e ¢ : U — U um gerador fuzzy intuicionista
ndo crescente tal que ¢(0) = 1. De acordo com (HUAWEN, 1987)[Definition.8], define-se

operador Difr3 : U? — U pela seguinte expressao:

Difr (&, 9) = (T(x1, (1 = 42)), S22, (1 = (41))- (89)

De forma analoga, neste trabalho define-se o operador dual CoDif;s : U? — U pela

seguinte expressao:

CoDifr,(Z,9) = (S(z1, p(1 = (y2), T'(z2, (1 — y1)))- (90)

Os operadores dados pelas Egs. (89) e Eq.(90) satisfazem as propriedades de
Dif;1 — Dif;5 (CoDifr1 — CoDif;5) garantindo que estdo nas classes dos operadores
A-IFD e A-IFE.
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Proposicio 4.6.5. Os operadores Di f;3, CoDifrs : U? — U dados pelas Egs. (89) e Eq.(90)
sdo operadores A-IFD e A-IFE, respectivamente.
Prova. Prova analoga a Proposicdo 4.6.3.

A proposicdo a seguir demonstra que os operadores A —3 B e A |3 B podem ser expressos
por uma t-norma T e uma t-conorma S juntamente com um gerador ¢, ou seja, as Egs. (91)

e (92) s3o expressdes de representabilidade destes operadores em U.

Proposicdo 4.6.6. Os conjuntos fuzzy intuicionistas A; —3 By e Ay |3 By obtidos a partir do

operador Dif3 e CoDifr3 sdo, respectivamente, definidos pelas seguintes expressdes:

A= B = {(z,T(pa(x),p(1 —vp(2))), S(va(x), (1 = (us(2)))) |
v € X, T(pa(@), p(1 = vp(x))) + Swa(r), 1 = p(ppr))) < 1}.(91)
Als B = (2,5(pa(@), 1 = o(vp(2))), T(va(r), o(1 = pp(2)))]
v € X, S(pa(r), 1 = o(vp(r))) + T(va(r), o(1 — pp(r)) < 1}.(92)

Prova. Imediata.

Observacao 4.6.2. De acordo com (HUAWEN, 1987), se ¢ = Ng ento:

AI -1 BI:AI _SBIa AI |1 BI:AI |3 BI-

4.7 Conjugacao Fuzzy Intuicionista

Nesta secdo apresenta-se as relacoes entre os conectivos fuzzy intuicionistas A-IFD e A-IFE
e suas construcdes conjugadas. Neste contexto, estende-se os resultados ja apresentados na

Proposicdo 2.6.3.

Proposicio 4.7.1. Seja ¢; um automorfismo representavel em U dado pela Eq. (70) e os
operadores A-IFD e A-IFE, indicados por Di f1, e CoDif1, e definidos pela Eq.(81) e Eq.(82),
respectivamente. Ent3do, pela acdo do automorfismo ¢; nestes operadores, as seguintes

igualdades sao verificadas:

Dif{"(#,9) = (Dif*(z1,1 —ys)), CoDif(ws,1—yy); (93)
CoDif{"(z,5) = (CoDif®(x1,1—1ys)), Dif(x9,1— 1), (94)

sempre que I € {I, 5, I3}.

Prova. Apresenta-se a prova da Eq.(93), no caso em I = I,. Para todo %,y € U, tem-se
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que:

Diffi(#.5) = 1" (Difn(¢:1(2),6:1(7))) pela Eq.(69)
o1 (Difn(¢(x1),1 = ¢(1 = 2)), (¢(y1), 1 — ¢(1 — y2))) pela Eq.(70)
= ¢7 ' (T(d(21),1 = ¢(1 = 1)), S(1 = ¢(1 — x2), (1)) pela Eq.(85)
o1 (Dif(d(1)), ¢(1 = yo)), 1 — CoDif(d(1 — w2), d(y1)) pelas Eqs.(23)(24)
= ¢111 o( led) (z1, (1 —y2)),1 = ¢(Dif¢(1 - $2,y1))) pela Eq.(4)
= (¢ (o(Dif?(x1, (1 = y2)))), 1 = ¢~ (S(Dif*(1 = x2,11))) pela Eq.(5)
= (Dif?(x1,1 —ys),1 — Dif?(1 — 29,11)) pela Eq.(69)
= (Dz'fd’(xl, 1 — ), CoDif?(xy,1 — 1)) pela Eq.(11)

Portanto a Eq.(93) é verificada. De forma analoga podem ser demonstradas as demais
igualdades.

A Proposicdo 4.7.1 assegura que o operador de conjugacao, pelo qual um automorfismo
gera outro operador da classe e satisfazendo todas as propriedades desta classe, preserva os

operadores A-IFD e A-IFE das trés classes estudadas nesta secdo.



5 ROBUSTEZ DE DIFERENCA E CO-DIFERENCA FUZZY
INTUICIONISTA

Este capitulo estende o estudo da robustez integrando o conceito de J-sensibilidade de
conectivos fuzzy como concebida por (LI et al., 2005), com a abordagem introduzida pela
Teoria do Conjuntos Fuzzy Intuicionistas, proposta por Atanassov (ATANASSOV, 1999).

5.1 J/-Sensibilidade dos Conectivos Fuzzy Intuicionista

O estudo da d-sensibilidade de operadores fuzzy intuicionista no ponto de x e dominio U?
é considerado nesta secdo, estendendo os resultados j& apresentados em (LI et al., 2005), mas
focando principalmente na classe dos conectivos fuzzy intuicionista que sao representaveis, ou
seja, podem ser definidos por composicao de conectivos fuzzy.

Consideramos a = (ay,as,...a,) € U™ sendo que para cada a; = (a;1,as) € U2,

a;1 + a2 < 1 sempre que i = {1,2,...,n}.
Definicdo 5.1.1. Seja f; : U" — U uma funcio de n—ordem, § = (61,00) e U? ex,y € Un.
A §-sensibilidade de f; no ponto X, denotado por Ay, (X,0), é definida por:

A, (%, 6) =sup{| f1(Z)=fr(F)| : ¥ € U, \ (g (%), 1 (§)) <01, \(rgn (%), 750 (5)) <02095)

sempre que \/(x,y) = max{|z;,—y;| ;i =1,...,n} e AN(X,y) = min{|z;—y;| : i =1,...,n}.

De acordo com a Definicao 5.1.1, a d-sensibilidade de conectivos fuzzy intuicionistas
é preservada pela aplicacio de funcdes de projecdo, sempre que os conectivos fuzzy
intuicionistas s3o representveis no mesmo sentido proposto em (BACZYNSKI, 2003;
G. CORNELIS G. DESCHRIJVER, 2004). Neste contexto, a abordagem intuicionista estende

o estudo da robustez segundo a abordagem fuzzy.

5.2 Robustez de Negacoes Fuzzy Intuicionistas Representaveis

A Proposicao 5.2.1 logo a seguir mostra que a J-sensibilidade é preservada pela

aplicacao das funcdes de projecao que definem uma negacao fuzzy intuicionista representavel,
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considerando os resultados em (BACZYNSKI, 2003; DESCHRIJVER; CORNELIS; KERRE,
2004) e (G. CORNELIS G. DESCHRIJVER, 2004).
As provas das proposicdes a seguir podem ser encontrada em (ZANOTELLI, 2015).

Proposicao 5.2.1. Seja N; : U" — U uma IFN. Sempre que § = (6,,0;) € U? e X =

(%1, %, ..., 7,) € U™, a 6-sensibilidade de N; no ponto % é definida por:
AN,(X,(S) = (ANoNS($2,52),AN50N($1,51))- (96)

Corolario 5.2.1. Seja N; : U — U uma SIFN representdvel. Sempre que § = (61,0) € U?
, N; = Ng; ex € U", a §-sensibilidade de N; no ponto X, também pode ser expressa

como:

Ayon, (rgn (%), m5(0)) = 15(An;(X,0)); (97)
Apgon (g (%), 15(8)) = 75(An; (,3)). (98)

S
!

R

Corolario 5.2.2. Seja N; : U — U uma negacdo fuzzy intuicionista forte (SIFN)
representavel, definida pela Eq.(72). Sempre que § = (61,0,) € U?, Ny = Ng, ex € U, a
0-sensibilidade de N; no ponto x é dada por:

Apg,(X,0) = (d2,01). (99)

Observacao 5.2.1. Os resultados apresentados na sequéncia, no Corolario 5.2.3, foram
obtidos a partir da analise de robustez baseada na d-sensibilidade de operadores obtidos por
composicbes entre as negacdes fuzzy Ni(x) = /1 — 122 e Ng(x) = 1 — x, tabuladas na
Tabela 9.

Tabela 9: Andlise de Robustez na Composicao de Negacoes Fuzzy

’ T ‘ AN1 (1},5) ‘ ANS('I’(S) ‘ AN10Ns(x>5) ‘ ANSONl (:L‘,é) ‘
r=0]1—+1-42 0 V26 — 62 1—v1-—42
r=1 V20 — 62 ) 1—V1-42 V26 — 62

Corolario 5.2.3. Seja Ni(z) = /1 — 22. Sempre que § = (61,02) € U? e N; = Ny, tem-se

a expressdo da d-sensibilidade de N; nos pontos 0 e 1 dadas por:

An, (0,8) = <1— J1—621— ,/1—5%); (100)
Ay, (1,6) = <\/252 — 83, \J20, - 5%) . (101)
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Prova. Seja Ni;(x) = (v2z — 22,1 — /1 — 22). Logo, obtém-se que:
lg(An,,(X,0)) =Anong (T2, 02) pela Eq.(97)
:<\/2((x2+52)/\1)—((x2+52 N 1)2 \/ng—x2>

(\/2932 — 23— \/2(w2 — 0) V0) — (w2 — 03) V 0)2) pela Eq.(46)
rg(An,,(X,0)) =Angon, (1, 61) pela Eq.(98)

:(,/1_g;§—\/1—(x1+51/\1)2>v
(\/1— (x1 — 01 V0)2 \/1—x%> pela Eq.(46)
Concluindo, An,,(0,8) = (1— \V/1—03,1— \/1—(5%) e a Eq.(100) é verificada.

Analogamente, Eq.(101) pode ser provada.

A Figura 8 apresenta o diagrama que graficamente resume os principais resultados obtidos
na Proposicao 5.2.1 e Corolarios 5.2.1 e 5.2.2 — a robustez das IFN representavel pode ser

expressa em termos de robustez dos correspondentes argumentos.

Eq. (96)

(59 (5) ANSI(ia 5)

Eqs.(66)(67) Eqs.(97)(98)

Eq. (95)

(TUQ (i> 6)7 ZUQ (5(7 5)) (ATUONI (5(’ 6)’ ATUONI (iv 5))

Figura 5: Operador de robustez na classe das IFNs representavel .

5.2.1 Robustez de Conectivos Fuzzy Intuicionista e Relacdo de Dualidade

Esta secdo estabelece que a d-sensibilidade é preservada pela construcio Nj-dual

de conectivos fuzzy intuicionista que s3o representaveis no mesmo sentido proposto
m (BACZYNSKI, 2003; G. CORNELIS G. DESCHRIJVER, 2004).

Proposicdo 5.2.2. Sejam f; : U™ — U e Af,(X,0) a expressio da d-sensibilidade de f; no
ponto X. Sempre que § € U?, N; = N;g e J1n, a funcdo Ni-dual de f;, a 0-sensibilidade
de fry, no ponto X é dado por:

Atpyng, (X:0) = Nsp (Ap(Nsy(x), Nsi(9))) - (102)

5.3 Robustez de (Co)Normas Triangulares Fuzzy Intuicionistas

Esta secdo apresenta uma analise da robustez baseada na d-sensibilidade das t-(co)normas

fuzzy intuicionistas que sao t-representaveis no sentido proposto em (BACZYNSKI, 2003;
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G. CORNELIS G. DESCHRIJVER, 2004).

Proposicdo 5.3.1. Seja (S;)T; : U? — U uma t-(co)norma fuzzy intuicionista representavel
como definido pela Eq. (76) Eq. (77). Considere § = (6,,6,) € U? ex € U?. A §-sensibilidade
de (S1) T no ponto X, denotada por (Ag,(X,0)) Ar, (X, ), é definida por:

) = (As((g,15)(%),01), Ar((rg7, 7) (%), 02)); (103)
A (%,0) = (Ar((lg,15)(X),01), As((rg, 7)(X), 62))- (104)

No que segue, o estudo da J-sensibilidade de uma t-(co)norma intuicionista no ponto
X = (x1,%x2) = ((x11,%12), (211,212)) no dominio U? estende o trabalho introduzido
em (LI et al., 2005) ao aplicar as funcdes de projecdo na classe de tais conectivos
fuzzy intuicionista binarios para expressa-los a partir de seus correspondentes conectivos
fuzzy (G. CORNELIS G. DESCHRIJVER, 2004). Com base nas projecdes, obtemos a seguinte

proposicao:

Proposicao 5.3.2. A §-sensibilidade de (S;) Ty no ponto x, denotado por (Ag,(X,0))

Ar,(X,0), pode ser definida pelas projecdes:

Prova. Segue direto da Proposicdo 5.3.1.

Analogamente, seguem os mesmos resultados, considerando as componentes de cada

argumento em X:

Corolario 5.3.1. Quando § = (01,8,) € U?, X = (X1,%,) € U?, tem-se que:

) = (Ar((z11,721),01), As((12, T22), 02)) ; (107)
Ag,(%,6) = (As((z11,721),61), Ar((212, T22), 2)) - (108)

Prova. Segue da Proposicdo 5.3.2 e Eq. (77) que:

lo (A1, (%,0)) = Aigory (g2 (%), [5(0)) = Ar (211, 221), 01);

r (ATI (5(, )) :ATUOTI (Tfﬂ (i>7 rff(d)):AS((xl?v x22)7 52)

h

Portanto a Eq. (107) é vélida. De modo andlogo, a Eq. (108) pode ser provada.

Os resultados discutidos no Corolario (5.3.3) estendem os resultados apresentados em (LI
et al., 2005, Corolariol(i)).
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Corolario 5.3.2. Seja f;: U?> — U uma t-(co)norma fuzzy intuicionista. Ent3o, tem-se:

Ay, ((0,1),0) = Ay, ((1,0),8) = ; (109)
Ay, ((0,0),0) = f1(5,0); (110)
Ag, ((1,1).6) = (fvg (01,81, fvs (02.62)). (111)

Ag, ((1,1),0) = (Ap((1,1),01), A4((0,0), 6))
= (Ns(f(Ns(01), Ns(01))), fns(02,02)) = (fng(0161), fng (02, 02).)

Portanto, Eq. (111) é verificada. Da mesma forma, as demais expressbes nas
Equacdes (109)(110) podem ser verificadas.

5.3.1 Robustez de t-(Co)Normas Intuicionistas e Relacdo de Dualidade

Esta secio descreve a acdo do operador dual na classe das t-(co)normas fuzzy intuicionistas

que sdo representaveis.

Proposicdo 5.3.3. Seja (S;)T; : U? — U uma t-(co)norma fuzzy intuicionista representavel
como definido pela Eq. (76) e Eq. (77). Considerando N = Ng, § = (61,05) € U? e x € U?,

a 0-sensibilidade de (Sty,,) e Ty, no ponto X sdo definidas por:

) = Nsi(Ag,(Nsi(x), Ns1(0))) ; (112)
A(SI)NSI()E’ ) = NSI(ASI<NSI()~()7NSI(5)))‘ (113)

Na sequéncia, tem-se a expressdo da relacdo dual de t-(co)normas fuzzy intuicionistas em

termos dos argumento de X:

Corolario 5.3.3. Seja (S;)T; : U?> — U uma t-(co)norma fuzzy intuicionista representavel
como definida pela Eq. (76) e Eq. (77). Considerando N = Ng, § = (61,8,) € U? e x € U?,

a d-sensibilidade de (Sing,) Trng, no ponto X podem ser definidas pelas expressées:

A(TI)NSI (x,0)= (ATNS((x11>x21)> o1), ASNS((JCM, T92), 52)) ) (114)
X, 0

Aspng, (X, )I(ASNS((»’Unaszl)?51)7ATNS((561273’322)752)>- (115)

A Proposicdo 5.3.4 mostra que, quando N = Ny, as funcdes de projecdes preservam

a construcdo Nj-dual de t-(co)normas fuzzy intuicionistas que sdo representaveis segundo
abordagem em (G. CORNELIS G. DESCHRIJVER, 2004).

Proposicdo 5.3.4. Seja (S;)T; : U? — U uma t-(co)norma fuzzy intuicionista representavel
como definida pela (Equacdo (76)) Equacdo (77). Considerando N = Ng, § = (41, 0,) € U?
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ex € U?, tem-se que:

(lg=(%),15(0)) = ATNS(($11,$21),(51); (116)
Tf]2 (A(TI)NSI (5(, )) - ATUQOTINS (ZU2 (5(), lﬁ(&)) = ASNS((171271722)752); (117)

)) = AlUQOSINSI (lg2(x), 1 (0)) = ASNS ((z11, 221), 61); (118)
)) = Arpsosing, (52(R),15(0)) = Ary (w12, 72),82).  (119)
A Figura 6 apresenta as relacoes que preservam a robustez de construcoes duais na classe

das t-normas fuzzy intuicionistas. Analogamente, também podem ser verificadas as correlacoes

na classe t-conormas fuzzy intuicionistas.

(%,9) Fg (%) A, (%,9)
Eq.(104) Eq.(112)
(B (%, 8)) — 2= OWDx (z,6))

Figura 6: Analise da robustez na classe IFTs.

Observacao 5.3.1. Em analogia do que foi descrito na Observacao 3.1.3, podemos considerar
valoracGes diferenciadas para a perturbacdo 0 = (01,02) = ((011,012), (021, 092)) referente a
um argumento X = (%1, T2) = ((x11, 12), (x91, T22)), respectivamente.

Neste contexto, aplicando a Eq. (47) resulta em que:

A7, ((0,0), (611,021)) = (Tp(0+ 611 A 1,04 021 A1) —Tp(0,0))
V(Tp(0,0) = Tp(0 — 611 V 0,0 — 631V 0))
= Tp(d11,021) VO = Tp(d11,621) = (011, 021);
Asp((1,1), (021,022)) = (021, 022);
As,((0,0), (091,022)) = (Sp(0+d12 AL, 0+ de A1) — Sp(0,0))
V(Sp(0,0) — Sp(0 — 612 V0,0 — d99 V 0))
= Sp(012,022) V 0 = Sp(d12,022) = 012 + 22 — 012022;
Az, ((1,1), (011,021)) = 011 + d21 — 11021

E na sequéncia, aplicando as Equacées (107) e (108), obtemos também que:
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Tabela 10: T-norma e T-conorma Fuzzy Intuicionista definida pelo Produto Algébrico (Tp) e
Soma Deterministica (Sp)

x| Ag (2,9) | As, (%) |
(0,0) ‘ (011012, 12022) ‘ (011 + d21 — 011021, 012 + G2z — O12022) ‘
(0,1) ‘ (011, 021) ‘ (012, 022) ‘
(1,0) ‘ (012, 622) ‘ (011, 021) ‘
(1,1) ‘ (011 + G21 — 011021, 012 + G2z — O12022) ‘ (011021, 012022) ‘

Az, (0,0) = Ar,((0,0),(d1,02)) = (A7 ((0,0), (511, 021)), Asp (1, 1), (921, 022)))
= (Tp(611,621),1 — Sp(1 — 21,1 — d22))
= (TP(511, 521), TP(521, 522)) = (011021, 521522);

Asp (0,0) = Agp,((0,0), (61,02)) = (As,((0,0), (311, 821)), A (1, 1), (821, 622)))
= (Sp(011,021),1 = Sp(1 — da1,1 — 022))
= (Sp(011,021), Sp(d21,022)) = (611 + 021 — 011021, 612 + F22 — d12022).

A Tabela 10 apresenta outros exemplos desta aplicacdo.

5.4 Robustez da Implicacao e Coimplicacao Fuzzy Intuicionistas

A discussdo sobre a ¢-sensibilidade de uma (.S, N)-implicacdo representavel I; no ponto
x € U? é introduzida em (REISER; BEDREGAL, 2015). Nesta sec3o, os principais resultados
sao relatados e outras proposicoes sdo estudadas.

Com base nas funcdes de projecio em U? veja nas Equacdes (66) e (67), a
Proposicdo 5.4.2 estende os resultados em (REISER; BEDREGAL, 2015, Proposicio 10),
proporcionando uma expressdo para a d-sensibilidade de uma (S, N)-implicacdo intuicionista
obtida por t-(co)normas representaveis.

Agora, estudamos a J-sensibilidade de uma (S, IV)-implicac3o intuicionista no ponto x €
U2,

Proposicao 5.4.1. SejaI; : U> — U uma (S, N)-implicacio fuzzy intuicionista como definida
pela Eq. (78). Considerando 6 = (61,8,) € U? e x € U?, a d-sensibilidade de I; no ponto %
é definida por:

AII (5(7 6) = (Afa((NS °Tg, ZU)<}~()7 51)? Ajb((l(}? Ngo Tﬁ)(i)ﬂ 52)) (120)

Proposicdo 5.4.2. Seja I;(.J;) : U?> — U uma intuicionista t-representavel (S, N)-implicacdo
(T, N)-implicacdo), como dada pela Equac3o (78). Se 6 = (81,02) € U? e x = (x1,%x3) €
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U?, a 5-sensibilidade de I; no ponto % é dada por:

Ar(%,0)= (AL ((Ns(z12),721), 01), Angor, (211, Ns(z22)), 02)). (121)

Analogamente, a d-sensibilidade de .J; no ponto x é dada por:

Ay (%,0)= (A, ((Ns(712), T21), 61), Angos,(T11, Ns(222),d2), ) - (122)

Ao considerar S-implicacdo fuzzy intuicionista, o préximo corolario estende a légica fuzzy
intuicionista proposta por Atanassov para aproximar os resultados apresentados em (LI et al.,
2005, Corolario 1(iii)):

Corolario 5.4.1. Seja f;: U?> — U uma (S, N)-implicacio (ou (T, N)-coimplicacdo) fuzzy

intuicionista. Ent3o:

Ag, ((0,1),8) = Norfi(0,Ni(9)); Ay, ((0,0),8) = Noy(N1(8));
Ay, ((1,0),6) = f1(N o Ns;(8),0); A, ((1,1),0) =4

Corolario 5.4.2. Seja f;: U> — U uma (S, N)-implicacio (ou (T, N)-coimplicacdo) fuzzy
intuicionista e fy, a sua constru¢cdo dual. Quando N = Ng, as seguintes expressoes
séo verificadas: (i) Ay ((0,1),8) = fn,(N2(9),0); (i) &y ((1,0),8) = £(5,8); (iii)
Ay ((0,0),6) = Ap ((1,1),0) = 4.

Proposicio 5.4.3. Seja (J))I; : U" — U uma (co)implicacio fuzzy intuicionista
representavel e (A;(z,0)) A;(Z,0) a d-sensibilidade de uma (co)implicacdo (J) I no ponto
Z. De acordo com a Proposicdo 5.2.2, quando N é uma negacdo fuzzy padrdo (N = Ng na
Eq. (6)) e (Jn) In € a funcdo N-dual de (J) I, a é-sensibilidade de I;y, no ponto x é
dada por:

Ay, (%,0) = (Ansor, ((T12, Ns(221)), 01), Ar, (Ns(211), 222), 02)) ; (123)

Dualmente, a 0-sensibilidade de J;y, no ponto x é dada por:

AJin, (%,0) = (Angos, (212, Ns(221)), 01), Ay, (Ns(211), 722), 62)) - (124)
Corolario 5.4.3. As declaracées a seguir sdo verificadas:
(i) quandox = (0,0) oux = (1,1), tem-se A, (X,0) = Ay, (X,0) =6,
(i) quando x = (0,1) entdo Apy, (X, §)=Ar,((1,1),6); e Ay, (X,0) = As,((1,1),9);

(iii) quando % = (1,0), tem-se Apy, (%,0) = Ar,((0,0),9); e Ay, (X,0) = As,((0,0),6).
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%0) — O Ay x9)
Eq.(128) Eq.(123)
AI} (5(7 6) La. (12()) Ing, (iv 6)

Figura 7: Operador de robustez na classe das (S,N)-implicacdes representaveis.

A Figura 7 apresenta um diagrama comutativo com os principais resultados discutidos nas
Proposicoes 5.4.2 e 5.4.3.
O Teorema a seguir estende os resultados em (LI et al., 2005, Teorema 2) considerando a

abordagem intuicionista proposta por Atanassov.

Teorema 5.4.1. Seja uma (S, N)-implicacdo fuzzy intuicionista tal que Is, n,(Z,7) =
Sp,(Ns,(Z),9), St é uma t-conorma fuzzy intuicionista e N; é uma negacdo fuzzy intuicionista.
Entao:

(i) A/((0,0), ) =1 — Ng,(9); (ii) Ar((0,1),0) = 1 — Sp, (N, (0),1 = 0);
(iii) A7((10), ) = Sp,(Ns, (1 —6),0); (iv) Ar((11),6) = .
Prova. Pela Proposicdo 5.4.2, segue que:

(i) Sejad € U?. Entdo tem-se que A;((1,1),0) = (A1, ((N(0),1),61), A ((1,N(0)),d,)).

A ((1,1),61) Ap,((1,1),02)

I(1,1) =1 L(1,1)=0

L|1,1] =1,(1 =6, V0,146 A1) L|1,1] = I,(1 =6,V 0,1+ 0, A1)
=1,(1—=461,1) = I(1 — 9y, 1)
=1—-14+06,+1-6,=1 =1—140d =09

L[,1 =1L,(1+5A1,1-6V0) L1 =6L(1+06A1,1-6V0)

= 1,(1,1—9) = I,(1,1—9)
=1-141-6=1-9 =1-0—-146=0

(L(1,1) = L1, 1))V (Z|1,1] = L(1, 1) | (L1, 1) = L[L 1))V (B[1,1] = £(1,1))
1—14+0Vv1—-1=96 0—-0VvVdi—0=9

Portanto, concluimos que A;(1,1) = 6 = (81, 65).

(i) AISP7N51(<(~)7 0),0) = Az, (N(1),0),6,), Az, ((0,N(1)),d,). Logo, temos que:
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A]a((0,0),(Sl) Afb<<070>a62)

1,(0,0) = 1 1,(0,0) =0

1,10,0] = 1,(0— 5V 0,0+ 3 A 1) 1,10,0] = I,(0 — 5V 0,0 + 3 A 1)

— 1,(0,6) = 1 — 1,(0,5) = §

1,10,0] = L,(0+ 3 A 1,0 — 5V 0) L,[0,0] = I,(0+ 3 A 1,0 -5V 0)

— ,(5,0)=1-0+0=1-4 = 1,(6,0) =0

(1(0,0) — 1,0,0)) v (110,01 — 1,(0,0)) | (1,(0,0) — 1,[0,0}) v (,[0,0] — 1,(0,0))
1-1446Vv1i—-1=9¢ 0-0Vdo—-0=9

Arg, xs, ((0,0),0) = 1= N, (9).

(i) AISP’NSI((L(N)),S) = (A, ((N(0),0),61), Ar,((1, N(1)),82)). Logo, temos que:

Ar,((1,0),01) Ar,((1,0),02)

I,(1,0) =0 I,(1,0) =0

I,|1,0] =I,(1—=0V0,0+ A1) L|1,0] =L(1-6V0,0+0AT1)

= I,(1 —41,9) = (1 — 93, 95)

=1—1+40d + 0 — 07 =26, — &3 0y — 0y + 03 =

I,]0,0] = ,(0+dA1,0-6V0) I,[0,0] = L,(0+5A1,0—-8V0)
=1,06,0)=1—04+0=1-4§ = ,(6,0) = 0

(£2(0,0) = I,[0,0]) V (1,0,0] — 1,(0,0)) | (£(0,0) — 1,[0,0]) V (1,[0,0] — 1,(0, 0))
1—14+0Vv1—1=9§ 0—-0VvVdi—0=9

Portanto, Ay, . ((1,0),0) = 4.
’ I

5.5 Robustez da Diferenca e Co-Diferenca Fuzzy Intuicionistas

Esta secdo formaliza a anélise da da robustez de operadores de diferenca e co-diferenca da
l6gica fuzzy intuicionista, levando em consideracdo a metodologia de avaliacdo da sensibilidade
ponto a ponto de conectivos fuzzy, como proposto em (LI, 2011) e extendida em (REISER;
BEDREGAL, 2012).

Primeiramente, os resultados em (LI et al., 2005, Theorem 1) sdo extendidos para a
abordagem intuicionista proposta por Atanassov(ATANASSOV, 1999, 2003).

Sejam f; : U? = U, 0 = (0;,0,) € U e x = (&,§) € U2. Entdo consideramos a seguinte

notacao:
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Proposicio 5.5.1. Considerando f; : U> — U, 6 = (61,0,) € U e x = (&,§) € U% Se f;

verifica ambas as propriedades, 1—ligar isotonicidade e 2—lugar antimonotonicidade, ent3o:

Ap(%,0) = (fIX] = &)V (f(&) — f[%]). (125)

Prova. Segue da Proposicd03.1.2, considerando as funcbes projecdo em U.

Sejam os pardmetros 0 = (01,09) € U?, e os pontos X,y € U™ , nas seguintes proposicdes.
A seguir, consideram-se os principais resultados de Robustez baseado na representabilidade

Negacdo Fuzzy Intuicionista usando a d-sensibilidade.

Proposicdo 5.5.2. Sejam os operadores Dy, E; : U — U conectivos A-IFD e A-IFE, § =

(61,05) € U ex = (&,9) € U?, entio as seguintes igualdades sio verificadas:

Ap,(%,0) = (Di[x] = Di(%)) V (Di(%) — Dr|X]); (126)
Ap,(%,0) = (Bi[x] - Er(%)) V (Er(%) — Br[x]). (127)

Prova. Segue da Proposicdo 5.5.1.

Prova. Para todo X,y € U™, tem-se que:

A(fr)ng, (X:0) =
- (TU(AU,)NSI (%,0), g (A r) vy, (R 5)) pelas Eqs.(66)(67) e Eq.(102)
= (Arop, (rg 0 N1(R), 750 N1(8)), Atyog, (I © Ni(X), g © N1(6)))
= (Aryors (1), 19:(9), Ayos, (rp (%), 75(5)) ) pelas Egs.(50)
= (rg(A s (N1(X), N1(0)), lg (A s, (N1(X), N1(6))) pelas Eqs.(66)(67)
=Ng; (Af,(Nsr(x), Ns7(6))) pelas Eqs.(97) (98).

Assim, conclui-se que a Eq.(126) e verificada. Da mesma forma prova-se a Eq.(127), referente

a construcdo dual.

Proposicdo 5.5.3. Sejam os operadores D;(E;) : U? — U conectivos de (co)diferenca
fuzzy representéveis dadas pela Eq.( 85a) Eq.( 85b). Sempre que & = (6,05) € U? e
X = (x1,X3) € U? a é-sensibilidade de D; no ponto x é definida pela expressio

Ap,(%,0) = (Ap(lg(Ns(x1):%2),01), Ap(rg(Ns(x1),x2)), 62)) ; (128)
Analogamente, a d-sensibilidade de F; no ponto X é definida pela expressdo
AE] (}27 5) = (AE<ZU(X17 NS(X2>)7 51)? AE<rU(X17 NS<X2)))7 52) : (129)

Prova. Sejam D;, E; : U?> — U os operadores de diferenca e co-diferenca representdveis

em U dados pelas Eq.( 85a) Eq.( 85b) e N5 a negacdo padrdo. Entéo, seguem as seguintes
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igualdades:

AD[(fg 5) =
= sup{|D;(X)=D;(¥)| : 3 € U* e \/(Ip2(%),152(3)) < &1 e N\(rg=(X), 72(¥)) < 8}
= sup{|Dr((@11, 212), (221, T22)) = D1 (11, ¥12), (921,y22))| yeU?e

)
V(152(%), 1g2(3)) < 01 e N(rg=(%),75:(¥)) < 2}
= sup{|((D(z11, Ns(222), Ns(D(Ns(z12), le))—(D(yn,NS(?J22)),NS(D(NS(ZU12),y21)| :
y € U? e (g (%), 152(3)) < b1 e N\(rg2(X), 752(¥)) < 02} pelas Eq.( 85)
= supd 1 (D1, %2)) T (Diy1, y2)| : § € 0 & \(Iga(3), () < 61},
sup{|rg=(Dr(x1, %)) =g (Di(y1,¥2))] : ¥ € U e \(rpa=(%),lg=(3)) < 62})
= (Ap(ly(x1, Ns(x2)), 1), Ap(rg(x1, Ns(x2)),92)) pelas Eq.( 37).

Portanto, para todo X,y € U?, pela Eq. 128, tem-se que:
()lg2(Ap, (%,0)) = Ap(ly(x1, Ns(x2)), 01); e
(12)rg=(Ap, (X,0)) = Ap(ry(x1, Ng(x2)), 62).

De forma anéloga, a Eq. (129) também pode ser provada:
(iii)lg2 (As, (%, ) = As(lg (), 6), e

(i) (As, (%,8)) = Ar(rp(%).6).

O diagrama comutativo abaixo resume os principias resultados provados nas Proposi-
cdes 5.5.2 e 5.5.3: a anélise da robustez de conectivos A-IFDs e A-IFEs representaveis na
abordagem intuicionista podem ser obtida pela andlise da robustez dos conectivos em seus

argumentos, sendo estes determinados pelas correspondentes funcées-projecao em U:

Eq. (5.5.1)

(%,0) Ap, (%, 3)
FEqs.(66)(67) Eqs.(66)(67)

Eqs. (126)(127) (A op, (%,0), Ar_op, (X,0))

Figura 8: Operador de robustez na classe das A-IFDs representaveis em U.



6 CONCLUSOES E CONSIDERACOES FINAIS

A principal contribuicio deste trabalho é a colaboracdo no estudo da robustez de
operadores da légica fuzzy intuicionista, levando em consideracdo a metodologia de avaliacao
da sensibilidade ponto a ponto de conectivos fuzzy, como proposto em (LI, 2011) e extendida
em (REISER; BEDREGAL, 2012).

Este estudo tem muitas aplicacdes, obtendo significativa relevancia no reconhecimento de
padroes, aprendizagem de maquina e diagndstico médico.

A andlise da robustez, onde considera-se a definicdo da ¢-sensibilidade dos operadores de
(co)diferenca fuzzy intuicionista foca em componentes ponto a ponto, obtidos pelas projecdes
das funcdes de pertinéncia e ndo-pertinéncia.

Este estudo contribui para uma analise mais detalhada da estabilidade em sistemas flexiveis
que usam as regras fuzzy intuicionistas como base do sistema de inferéncia.

Vérias definicGes e propriedades dos conectivos fuzzy intuicionistas foram estudadas, como:
monotonicidade, construcdo dual e conjugada. Analises também foram realizados no decorrer
do trabalho, como da sensibilidade de operadores, sensibilidade de funcoes monoténicas e
isotonicas em ambos argumentos, sensibilidade dos operadores de diferenca e anélise da
sensibilidade nas construcdes duais e conjugadas dos operadores fuzzy.

Esta dissertacdo teve como meta principal o estudo do operador de (co)diferenca fuzzy e
de (co)diferenca fuzzy intuicionista, juntamente com o estudo da anélise da ¢ robustez agindo
sobre esses operadores.

A Analise da Robustez levou a resultados importantes, resumidos abaixo:

(i) A principal contribuicdo deste trabalho na analise da robustez foi focada nos operadores
de diferenca fuzzy e co-diferenca fuzzy, com énfase na andlise da d-sensibilidade ponto a
ponto, como proposto no trabalho de (LI; WANG; CHEN, 2010). Entretanto, também
foram apresentados interpretacdes e estudos de outros conectivos fuzzy, como negacdes,

t-normas e t-conormas, (S,N)-implicacGes e (T,N)-coimplicaces.

(ii)) A outra relevante contribuicdo foi estender esta andlise de robustez para os
correspondentes operadores de diferenca fuzzy e co-diferenca fuzzy representaveis em

U. Os principais resultados desta analise da robustez de conectivos A-IFDs e A-IFEs
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representaveis na abordagem intuicionista mostram que a robustez pode ser obtida a
partir de seus argumentos, sendo estes determinados pelas correspondentes funcoes-
projecio em U. Desta forma, os estudos consolidados em trabalhos relacionados a
abordagem fuzzy podem ser aplicados quando da extensao para a abordagem fuzzy

intuicionistas.

O estudo da Dualidade de Conectivos Fuzzy também foi centrado na anélise de
propriedades em trés classes de operadores Dif diferenca fuzzy intuicionista introduzidos
em (HUAWEN, 1987).

Estes estudos embasaram a definicao das correspondentes classes dos operadores duais
CoDif que foram introduzidas neste trabalho, e contribuiram para compreensio do
comportamento dual e extensdo intuicionista das andlises da robustez para operadores de
diferenca e co-diferenca. O trabalho considerou o uso de geradores nas estruturas destas
classes, onde pode-se verificar a construcdo e prova de propriedades dos operadores.

Também na Geracao de Funcoes Conjugadas, buscou-se enfatizar a acdo de
automorfismos sobre operadores de diferenca e co-diferenca fuzzy, que preservam as mesmas
propriedades das classes destes conectivos fuzzy. E ainda, os operadores de diferenca e co-
diferenca comutam com o operador de conjugacdo.

Como trabalhos futuros podemos destacar da d-sensibilidade fuzzy baseada em regras
fuzzy intuicionistas em outros conectivos fuzzy intuicionistas, incluindo a extensiao do estudo
da robustez de R-(co)implicacdes.

Outra linha de pesquisa a ser abordada é o comportamento da robustez do operador de
(co)diferenca simétrica fuzzy e fuzzy intuicionista. A diferenca simétrica de dois conjuntos
é o conjunto de elementos que estdo em um dos conjuntos, e ndo em sua intersecdo, deste
modo uma analise do comportamento da robustez da diferenca simétrica poderia nos trazer

resultados diferentes aos encontrados e reforcar o estudo da delta-sensibilidade ponto a ponto.
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