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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar uma proposta de intervencdo no estudo do conteudo de
inequagoes e representacdes de curvas no plano vistas no Ensino Médio. Tem como fundamentacao a
teoria dos registros de representacdo semidtica, de Raymond Duval, que aponta que ndo existe
conhecimento matematico que possa ser mobilizado sem o auxilio de uma representagdo e enfatiza a
importancia da etapa da conversao entre diversos tipos de registros. Como uma inequacgdo determina
uma regido do plano, ¢ utilizado o software Geogebra para reproduzir uma imagem a partir de sistemas
de inequagdes. Os alunos escolhem uma figura e com os conhecimentos desenvolvidos previamente,
determinam com auxilio do software as equacdes das curvas que modelam as diversas regides que
formam a imagem. O estudo do conteido a partir dessa abordagem proporcionou melhora de
compreensao em comparagao com o sistema usual de apresentagdo desse topico nas aulas, sendo o uso
da tecnologia importante pela rapidez com que mostra os resultados das inequagdes escolhidas pelo
estudante, permitindo verifica¢des instantdneas do acerto ou erro na construgao.

Palavras-chave: inequagoes; registros; semiotica; modelagem; Geogebra

Introducio e referencial teorico

O conceito de fungdo constitui-se numa ideia importante que os estudantes se deparam
logo na chegada ao Ensino Médio. A representacdo da relagdo entre duas grandezas que variam
pode ser feita de diversos modos, seja no formato de tabelas ou de um texto, por meio de uma
lei matematica, por pares ordenados ou por um grafico, e ¢ fundamental para a adequada

apropriagao do conceito envolvido.
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Mesmo no Ensino Superior, em especial nas disciplinas de Calculo, a percepcao de que
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uma curva no plano mostra justamente essa relagdo ndo € trivial e precisa ser bem explorada
para ser melhor compreendida. A lei de uma funcdo, representada por uma igualdade que
associa de algum modo as duas grandezas envolvidas, gera um grafico que aponta essa
dependéncia. Por exemplo, a fungdo y = x — 2 permite a associacdo de pontos no plano
cartesiano que geram uma reta, mas essa relacdo também poderia ser expressa por uma
infinidade de pares ordenados, entre eles (3, 1), (5, 3) ou (10, 8).

Um contetido pouco explorado no Ensino Médio ¢ a representacdo no plano de uma
inequagdo com duas variaveis, como, por exemplo, y < x + 3. E necesséario que o estudante se
aproprie desse significado e o amplie para se dar conta que esse modelo representa uma regiao
do plano, que ¢ limitada pela reta y = x + 3.

Segundo Duval (2009), os registros de representagdes constituem modos de representar
um objeto matematico e o sistema em que podemos representa-lo € o registro semidtico. Esses
constituem-se num sistema de comunicagdo proprio e possibilitam a organizagdo de
informacgdes a respeito do objeto representado.

Vamos analisar os sistemas semiodticos envolvidos na representacdo de y = x — 2 e

registrar as solugdes segundo duas visdes (representacdes) diferentes (figura 1):

Representacio 2:

. y=x-2
Representacio 1: c . .
Objeto matematico: Fungdo

J — —’) ~
y=x—< Representagio:

Objeto matematico: Fungdo

Representacio:

“

(0] 4
[S=R I
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Sistema semidtico: tabela

Sistema semidtico: grafico

Figura 1 — Registro de representagdo semiotica
Fonte: O autor

Os dois sistemas de representacdo se constituem em etapas do desenvolvimento
matematico. A tabela requer basicamente uma testagem na funcdo para produzir os dados ao

passo que o grafico necessita da compreensdo que diante de uma infinidade de solugdes ¢é
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possivel expressa-las por uma linha que associa em cada ponto dela um par que verifica a
expressdo. Damm afirma que “sem as representacdes semioticas torna-se impossivel a
constru¢do do conhecimento pelo sujeito que aprende. E por meio das representagdes
semiodticas que se torna possivel efetuar certas fungdes cognitivas essenciais ao pensamento
humano” (DAMM, 2002, p. 143).

Duval (2009) nos leva a pensar sobre com qual esquema organizar uma sequéncia de
atividades que favorecga a aquisi¢do de um novo conhecimento matematico e como passar de
atividades praticas que mobilizem esse conhecimento para sua formulacdo matematica. Neste

contexto,

A questdo exige a referéncia a um esquema tedrico para a organizagao de sequéncia
de atividades que conduza progressivamente a passarem do que elas ja conhecem para
a aquisi¢do de um novo conceito introduzido, ou do novo procedimento matematico.
Mas a descrigdo dessa progressao local ndo se limita ao ponto de vista matematico,
mas também de outros pontos de vista como o ponto de vista pedagdgico e o ponto de
vista cognitivo. O ponto de vista pedagdgico concerne a organizagdo do trabalho
individual ou em grupo, a condugdo das trocas entre os alunos. O ponto de vista
cognitivo diz respeito ao processo de compreensdo e aquisi¢do de conhecimentos.
(FREITAS; RESENDE, 2013, p. 19)

Para compreender como ocorre a aquisi¢ao dos conceitos, ¢ necessario ter clareza sobre
as duas atividades cognitivas envolvidas na mobilizagdo e coordenacdo dos registros: o
tratamento e a conversdo. O tratamento de uma representagdo ¢ a transformacdo dessa
representacdo no mesmo registro onde ela foi inicialmente formada, ou seja, ¢ uma
transformacdo estritamente interna a um registro. A conversdo de uma representacao, por sua
vez, ¢ uma transformacdo desta em uma representagdo em um outro registro, conservando a
referéncia do objeto matematico, sendo a etapa responsavel pela constru¢do do conhecimento.
Ao término de uma sequéncia de atividades, a aquisi¢ao deve resultar em um saber fazer que o
aluno podera utilizar para resolver outros problemas praticos ou matematicos.

A representagdo grafica de inequacgdes ¢ um assunto pouco explorado e o modo de
apresentacao da solugdo ¢ geralmente desprovido de aprofundamento. Sob o ponto de vista dos
registros semiodticos, sua representa¢do algébrica e grafica sdo transformagdes semidticas
completamente diferentes.

O objetivo desse trabalho, portanto, ¢ oferecer uma alternativa embasada pela teoria dos
registros de representacdo semiotica para o aluno se apropriar do significado da representagao

gréafica de inequagdes. Assim, a proposta ¢ apresentar o conteudo de inequagdes a partir de uma
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atividade que possibilite ao aluno ir testando suas escolhas com o uso de um software grafico e
se apropriando da teoria e dos conceitos envolvidos. Para isso, o aluno nao parte do recebimento
de uma representagdo, mas recebe uma imagem e tem o desafio de reproduzir as diversas partes
da figura a partir do uso de equacdes e inequagdes matematicas, fazendo uso do software

Geogebra.

Metodologia

A proposta do trabalho foi aplicada numa turma de 1° ano do Ensino Médio-Técnico no
Instituto Federal Sul-rio-grandense (IFSul), em 2019, apés o estudo de fungdes, e suas
respectivas representacdes graficas, e da resolucdo algébrica de inequagdes. A compreensao de
que a lei matematica da funcdo leva a um registro de representacdo grafica possibilitou a
conversaio do conhecimento e o estabelecimento de conclusdes importantes no
desenvolvimento dessa atividade.

Inicialmente, a turma recebeu a figura de uma bandeira de um pais para determinar as
equacdes das curvas que compdem a imagem. O uso da bandeira ¢ particularmente ideal na
primeira fase do trabalho, pois as linhas que a representam sdo segmentos de reta ou circulos,
o que facilita a associag¢do da curva com sua equacao algébrica.

Na imagem da bandeira (figura 2) ¢ estabelecido um sistema de eixos coordenados que
permitem a criagao de pontos no plano e a associacdo de uma lei matemética que representa
uma curva. As regides que formam a bandeira sdo definidas, entdo, por um sistema de

inequagdes.

A(85;57)
B(4L;66)
M= 66-573
-85
m =036
\/:O»%XH’)
(85;57)
5;‘} :0.%.8,54— n
n=264
\/ =0,36X+264

X

Figura 2 — Bandeira da Turquia com determinagdo de curvas
Fonte: O autor
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Esperava-se, aqui, a associacdo entre a representa¢do algébrica e a geométrica,

permitindo ao estudante que se estabeleca a conversao entre os dois registros de representagdo
semiotica, pois Duval (2009) afirma que ¢ a atividade de conversdo que aparece como atividade
fundamental de transformacao representacional, e, por isso, aquela que conduz aos mecanismos
da compreensao.

A etapa seguinte, do uso das inequagdes propriamente dito para gerar as regioes, ¢
explicitada ao longo de 2 periodos letivos, com apresentacdo detalhada do contetido e a
problematizagdo do significado. Nessa atividade, as curvas sdo determinadas manualmente,
com uso de régua para a determinacdo dos pontos e o calculo da expressdo algébrica das retas
e circunferéncias. Esse momento dé& sustentacdo teodrica para a atividade fim e consiste na
explicacdo e determinagdo conjunta das regides da imagem, sendo que ao final o professor
realiza em tempo real a inser¢do no Geogebra das inequacdes obtidas pelo grupo, projetando a
construcdo parte a parte da bandeira na sala de aula.

A partir da apropriacdo desse conhecimento, propde-se ao estudante participar da
segunda fase do trabalho, que consiste na distribuicdo de uma obra com o desafio de representa-
la apenas com equacgdes e inequagdes matematicas. Nessa etapa, emprega-se 0 software
Geogebra para maximizar o tempo de determinacdo das equacdes das curvas a fim de gerar as
inequacdes que irdo dando forma ao trabalho.

A seguir podem ser verificadas diferentes etapas para obtencdo do resultado final da
atividade a partir de um quadro do artista Romero Britto. A figura 3 mostra a incorporagdo da

imagem na tela do Geogebra.

1

Figura 3 — Imagem da obra incorporada ao Geogebra
Fonte: O autor




Edicdo Virtual - 2021 - UFPel

\%/IV EG Encontro Gaticho de Educacdo Matemadtica

O Geogebra ¢ um software que associa a parte geométrica com a algébrica, de modo
que um tracado ou construcao na Janela de Visualizacdo ocasiona a respectiva representagao
na Janela de Algebra. Na sala de aula, o professor, com uso do projetor multimidia, mostra a
imagem e apresenta as ferramentas do software que serdo utilizadas, a saber, reta definida por
dois pontos, circunferéncia definida por trés pontos e elipse definida por 5 pontos. O professor
indica a ferramenta Ampliagdo para aumentar a exatiddo das determinagdes e destaca a Janela
de Algebra com as equagdes geradas. A figura 4 mostra diversas equagdes representando retas

e circunferéncias.

Coénica /R /\\
® c:(x-1.03)2+ (y -4.81)? = 0.42
: d: (x-3.68)2+ (y -4.8)2=0.4 / 4 kj \ K-/ //

e:(x-2.36)2+(y-0.87)2=0.43 Reta
® f:(x-572+(y-0.8402=04 { . &) O / ® i:y=296x-8.81
® g:(x-0.4)2+(y-3.1532=6.23 ® j:y=293x-9.03
® h:(x-0.41)+(y - 3.16)2 = 6.85 ) © ©® k:y=0.84x-0.8
® p:(x-3.26)2+ (y - 3.47)>= 0.02 ® I:y=0.85x - 0.92
® q: (x-3.25) + (y - 2.26)2 = 0.02 Y // X
® r:(x-1.88)7+(y-3.67)2=0.27 !
® s:(x-1.88)2+ (y - 3.67)2=0.17 \‘—’7\// kJ

-2 1

Figura 4 — Determinago de equacdes no Geogebra
Fonte: O autor

Durante um periodo de aula, as regides vao sendo construidas com o uso de sistemas de
inequagdes, utilizando o conectivo logico E, simbolizado pelo sinal A, que ¢ obtido no proprio
software. E necessario usar as inequagdes para progressivamente ir dando forma a obra
escolhida, ou, dito de outro modo, ir desenhando com linguagem matematica o que um artista

realizou com tinta e pincel. A figura 5 mostra essa evolu¢ao realizada pelo professor.

Figura 5 — Fases da reprodugdo por inequagdes no Geogebra
Fonte: O autor
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Por conta da primeira experiéncia com a bandeira, o estudante ja se apropriou do

conhecimento sobre o efeito que tem a representagdo no plano de uma inequagdo com duas
variaveis. Nessa etapa, salienta-se o processo de modelagem matematica necessario para dar
conta do problema. E possivel observar que as formas envolvidas nem sempre se constituem
em poligonos ou partes com regularidades (vide a boca do peixe), o que ocasiona a necessidade
o uso de aproximagdes simplificadoras representadas em termos matematicos. Segundo Bean
(2001), para configurar a modelagem, ¢ essencial duas caracteristicas que a definem:
formulagdo de hipoteses e aproximagdes simplificadoras na proposta de solucdo. Assim, o
modelador, ao fazer modelagem, simplifica ou reduz o objeto para facilitar a aplica¢do da
matematica.

O tempo total de preparacdo que antecede a atividade final ¢ de quatro periodos de 45
minutos. Desse tempo, um periodo ¢ destinado ao aprendizado basico das fungdes do software

Geogebra e o restante usado na modelacdo de algumas regides da figura utilizada.

Resultados e discussao

A atividade final ¢ facultativa e consiste na escolha livre de obras para serem
reproduzidas a partir dos conhecimentos desenvolvidos. O grau de dificuldade do projeto ¢
escolhido pelo estudante e determina a avaliagdo mais ou menos criteriosa do resultado
alcangado. Assim, a reprodu¢do de uma imagem com regides de contornos nao regulares tem
uma avaliagdo que considera essa dificuldade e valoriza o trabalho, embora a utilizagdo de
figuras mais simples seja incentivado para que todos possam realizar a tarefa.

O uso de aproximacdes simplificadoras ¢ fundamental para obter as partes que
compdem a obra. O professor, em aula anterior, ja proporcionou a visualizagdo dessa etapa, a
da modelagem por hipoéteses que vao modelando o que se deseja, usando o Geogebra para
determinagdo das curvas e geracdo das regides.

O estudante no desenvolvimento desse trabalho explora fundamentalmente dois tipos
de registros de representagdo semiotica de regides no plano — a grafica e a algébrica. Essa
transformagdo ndo ¢ simples e o professor passa a ser o sujeito mediador dessa conversao,
oferecendo suporte constante ao longo da atividade. A figura 6 mostra o resultado alcancado
por uma discente (imagem central) em comparagdo com a obra original (imagem a direita) do
artista Romero Brito. A esquerda, ¢ possivel visualizar parte das inequagdes usadas para gerar

a representagao.
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Desigualdade
®a:0<x<37A0<y<144
® a;: (x—10.64)° + (y — 12.74)* < 0.47
® 2:023x+029y <147A021x+0.28y > 1.3
@ a3: 0.71x+0.93y < 9.24 A2.73 x + 3.68 y > 30.!
® a;: —049x— 165y > ~15.00A —05x — 1.8y <
® as: (x—5.04)° + (y —5.46)” < 0.06 A (x — 4.97)°
® ap: (x—9.95)7 + (y —3.87)” > 3.7 A (x — 9.86)’ 4
® a7: ~1.79x% —3.05xy — 1.7 y? + 36.96 x + 37.07
® ag: (x—4.79)° + (y — 7.92)” > 1.96 A (x — 4.79)°
® ay: (x—11.58)° + (y — 3.07)? < 127.12 A (x — 10
® a0y < —30x+167.72Ay > —29.6 x + 158.79 /
® a;:1.92x—2.15y > 13.54 A —1.96x +0.83 y >
® ap: (x—6.08)" + (y — 4.63)” < 0.17 A (x — 6.1)°
® ap;: —1.341x7 — 2.4344 x y — 19165 y? + 40.546
® ay: (x—3.2475)" + (y — 6.4155) < 1.7231 A (x
® ajs: (x—11.6118) + (y — 1.6388)” < 123.1132 A
® ag: (x— 6.1815)7 + (y — 1.2049)” > 29.8906 A (x
®b:37<x<438A0<y<144
® by (x—12.63)"+ (y - 13.12) <043 Ax < 124 |

Figura 6 — Reprodugdo de imagem no Geogebra
Fonte: O autor

Esse resultado foi alcancado ao fim do prazo de um més dado para a realizagdo do
projeto. Ao longo desse periodo, dada a complexidade da figura escolhida, varios sistemas de
apoio foram oferecidos, como refor¢co no contraturno escolar e assisténcia por mensagens de
texto com uso de imagens. As dificuldades encontradas nessa reprodugdo foram comuns a
varias outras e ocorreram tanto na etapa de conversdo como na de tratamento da representagao
semiodtica, cujo dominio, segundo Duval (2009), ¢ fundamental para a aprendizagem.

Na fase da conversdo, ou seja, na transformacao da imagem em uma representacao no
registro de estrutura algébrica, os estudantes se depararam com a dificuldade da escolha de qual
desigualdade usar no sistema de inequagdes. Para exemplificar, tomemos uma regido que €
representada por -0.49 x - 1.65y >-15.09 A -0.5x- 1.8y <-15.64 ANy <79 N4.23 <x<5.88.
Usar ‘maior igual’ ou ‘menor igual’ tem implica¢des diretas na reproducdo da regido e o
entendimento de qual conjunto dessa simbologia utilizar para obter a por¢do da obra que se
deseja reproduzir constitui-se num obstaculo a ser transposto. Apesar do uso do software, que
mostra instantaneamente a regiao, o método tentativa e erro ndo ¢ eficiente dada as dimensdes
do trabalho, sendo a compreensao dessa etapa condi¢ao necessaria para o sucesso na atividade.

O recorte de uma porg¢ao da obra para reproduzir, a ser modelado por curvas distintas,
também se constituia num desafio, pois varias por¢des exigiam varios modelos e a consequente
estruturacdo deles em sistemas de inequacdes. Neste contexto, também houve dificuldade e
necessidade de apoio do professor para reforgar a teoria desenvolvida na fase inicial de
reproducdo da bandeira na sala de aula. Conforme Damm (2002), a coordenagdo entre esses

varios registros de representacdo ¢ o que garante a apreensdo do objeto matematico e a sua
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correta conceitualizacdo, o que justificava a mediacdo do professor, principalmente na fase
inicial do trabalho até o estudante desenvolver sua autonomia.

A construgdo continua dessa obra, e de outra, pode ser acompanhada nos seguintes
enderegos, mostrando o trabalho realizado quando o estudante esta devidamente envolvido com
a atividade:

e Hickmann: https://www.geogebra.org/m/m56pdgfq e https://youtu.be/W52Zu8yFEl1l g

e Abraco: https://www.geogebra.org/m/fpgss39¢ e https://youtu.be/A9X9IXQaecil

Para ilustrar escolhas de obras com grau de dificuldade menor, a figura 8 mostra
trabalhos desenvolvidos no mesmo projeto. O tempo destinado a entrega das atividades, estas
sendo realizadas em momentos fora da sala de aula, foi de 30 dias e, além das sessoes de reforgo,

o professor oferecia auxilios nas aulas para resolver problemas pontuais que surgiam.

O
e ¢

<\ R

-
&

Figura 8 — Reprodugdo de imagem no Geogebra
Fonte: O autor

O tragado de curvas no plano originadas a partir de fun¢des ou no estudo de Geometria
Analitica costumeiramente provoca incompreensdes e duvidas persistentes. Encontrar
alternativas que produzam melhores resultados nesse aprendizado ¢ funcao do professor e de

um sistema educativo preocupado com a aprendizagem dos estudantes.

Consideracoes finais

O trabalho aqui descrito envolve uma proposta voltada ao processo de aprendizagem,
aliando tecnologias digitais com a modelagdo matematica onde a criatividade tem papel central
na busca de solugdes com o caracteristica de os resultados obtidos poderem ser testados

instantaneamente, favorecendo a reten¢do e a compreensao do assunto estudado.
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Ao propor um sistema de inequacdes para a determinagdo de uma regido do plano,
imediatamente ha o retorno se a escolha foi acertada e, caso contrario, a necessidade de analise
por parte do estudante das equagdes escolhidas promove nitido aprendizado, j& que somente a
partir da descoberta do erro se evolui no trabalho. O projeto permite, portanto, a associagdo de
habilidades importantes na Matematica, quais sejam a busca de solugdes a partir de problemas
surgidos € o uso consciente da teoria matematica na busca de alternativas para a resolug¢do
desses problemas.

Como consequéncia do projeto, citam-se dois resultados consistentes: em primeiro
lugar, a atividade introdutéria, da bandeira, com determinacdo manual das equagdes,
principalmente de retas, proporcionou melhora nos acertos em questdes de determinar leis de
funcdes afins a partir do grafico ou de dois pontos fornecidos; num segundo momento, a
associacdo da inequag@o como uma regido do plano levou a aprendizados efetivos testados com
questdes em avaliagdes que se seguiram onde eram oferecidas regides determinadas por curvas
dadas e solicitadas o sistema de inequagdes correspondente.

Um ponto que merece reflexdo ¢ a necessidade do uso de computadores ou afins para
que o projeto possa ser desenvolvido. Tal uso de fato € necessario, mas ndo obrigatoriamente
em um laboratério de informadtica na escola. Toda a atividade pode ser conduzida inicialmente
na sala de aula e as instrugdes referentes ao Geogebra podem ser oferecidas em tutoriais e video
aulas produzidas pelo proprio professor e assistidas em casa. Nao ¢ motivo, portanto, para nao

se investir na proposta.
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