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ao mostrar que o impossivel também pode ser verdadeiro,
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Sobre a série Investigacao Filoséfica

A Série Investigagao Filoséfica € uma série de livros de tradugdes de verbetes da En-
ciclopédia de Filosofia da Stanford (Stanford Encyclopedia of Philosophy), que intenciona
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professores, sabemos o quao dificil € encontrar bom material em portugués para indicarmos.
E ha uma certa deficiéncia na graduagao brasileira de filosofia, principalmente em localiza-
¢Oes menos favorecidas, com relagdo ao conhecimento de outras linguas, como o inglés e
o francés. Tentamos, entdo, suprir essa deficiéncia, ao introduzirmos essas tradugdes ao
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da filosofia.

Essas traducdes foram todas realizadas por filosofos ou por estudantes de filosofia su-
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Stanford foram autorizadas pelo querido Prof. Dr. Edward Zalta, editor da Enciclopédia de
Filosofia da Stanford; por isso o0 agradecemos imensamente. Sua disposi¢ao para ajudar
brinda os paises de lingua portuguesa com um material filoséfico de exceléncia, que sera
para sempre disponibilizado gratuitamente no site da Editora da Universidade Federal de
Pelotas (Editora UFPel), dado o nosso maior principio se fundar na ideia de conhecimento
livre e a nossa maior intengao ser o desenvolvimento da filosofia em lingua portuguesa e
do seu ensino. Aproveitamos 0 ensejo para agradecer também ao editor da Editora UFPel,
na figura do Prof. Dr. Juliano do Carmo, que apoiou nosso projeto desde o inicio. Agrade-
cemos também a todos os organizadores, tradutores e revisores, que participam de nosso
projeto. Sem sua dedicacéo voluntaria, nosso trabalho néo teria sido possivel. Esperamos,
com o inicio desta colecéo, abrir as portas para o crescimento desse projeto de tradugéo e
trabalharmos em conjunto pelo crescimento da filosofia em portugués.

Prof. Dr. Rodrigo Reis Lastra Cid
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Paradoxos:
ou o que podemos aprender pensando absurdos

Paradoxos séo fendémenos por vezes engragados, por vezes dificeis de se compreen-
der. Contudo, ha algo que irremediavelmente prende nossa atengéo a eles, tornando-os
ferramentas fascinantes para testar e desafiar nossas intuicdes. Uma conclusdo que soa
absurda, contraditéria ou impossivel ndo é apenas motivo de espanto: é também um convite
para pensar com mais rigor sobre as ideias que sustentam nosso raciocinio.

N&o ¢ a toa que, desde os primeiros debates da filosofia grega, os paradoxos ocupam
lugar central na investigagéo filoséfica. Zen&o, por exemplo, elaborou argumentos para mos-
trar que 0 movimento néo poderia existir — uma provocagao que desconcertou filosofos de
sua época e ainda hoje ecoa nas discussdes sobre continuidade e infinito. Essa mistura de
surpresa e perplexidade é a marca registrada dos paradoxos. Como observa Sainsbury:

“um paradoxo € uma conclus&do aparentemente inaceitavel derivada por meios
aparentemente aceitaveis a partir de premissas aparentemente aceitaveis.”

Mas qual é, afinal, a natureza de um paradoxo? Devemos compreendé-lo como um pro-
blema fundamentalmente epistémico, l6gico ou metafisico? Ha boas razdes para considerar
cada uma dessas perspectivas. Muitos autores caracterizam os paradoxos como conjuntos
de proposi¢des, cada qual epistemicamente plausivel isoladamente, mas inconsistentes
quando tomadas em conjunto. Lycan formula essa ideia de modo direto:

“um paradoxo é um conjunto inconsistente de proposi¢des, cada uma das quais
é muito plausivel.”

Schiffer reforca essa caracterizagéo:

TSAINSBURY, R. M. Paradoxes. 3. ed. Cambridge: Cambridge University Press, 2009, p. 26. ISBN
9780521720798.

2LYCAN, William G. “What, exactly, is a paradox?”. Analysis, v. 70, n. 4, p. 615-622, 2010, p. 621. DOI:
10.1093/analys/anq069.



“um paradoxo filosofico é um conjunto de proposi¢des aparentemente mutua-
mente incompativeis, cada uma das quais goza de algum grau significativo de
plausibilidade quando considerada isoladamente.”

Na mesma linha, Sorensen define os paradoxos como conjuntos de sentengas inconsis-
tentes em conjunto, mas criveis quando tomadas separadamente:

“um paradoxo é um conjunto de sentencas que s&o inconsistentes em conjunto,
mas crediveis quando consideradas separadamente.™

Rescher apresenta formulagdo semelhante:

“um paradoxo surge quando um conjunto de proposicdes individualmente plau-
siveis é coletivamente inconsistente.”

Em uma leitura epistémica, portanto, o paradoxo surge do atrito no modo como organi-
zamos nossas crengas e inferéncias. Ele surge quando principios que parecem inofensivos
— como aceitar o fechamento do conhecimento, confiar na consisténcia de nossas crengas
ou aplicar regras de previsdo — entram em colisdo entre si, gerando inconsisténcia. O va-
lor desses paradoxos esta em mostrar que nem sempre podemos manter todas as nossas
intuigbes epistémicas ao mesmo tempo: em algum ponto, € preciso revisar, abandonar ou
qualificar certos compromissos que antes pareciam inquestionaveis.

Por outro lado, ha paradoxos cujo impacto € sobretudo légico-matematico. Os de Ze-
nao e Russell, por exemplo, revelam ndo apenas limites de intuigdes humanas, mas verda-
deiras quebras nas estruturas formais da ldgica e da matematica. Margaret Cuonzo expressa
esse ponto da seguinte forma:

“Argumentos séo pedacos de raciocinio nos quais uma afirmacéo (a conclu-
s80) é sustentada por outras afirmacdes (as premissas). Quando o raciocinio
é correto, premissas verdadeiras sempre levardo a conclusdes verdadeiras.

3SCHIFFER, Stephen. The Things We Mean. Oxford: Oxford University Press, 2003, p. 68. ISBN 0199241273,
*SORENSEN, Roy. Vagueness and Contradiction. Oxford: Oxford University Press, 2003, p. 364. ISBN
0199255854.
SRESCHER, Nicholas. Paradoxes: Their Roots, Range, and Resolution. Chicago: Open Court, 2001, p. 6. ISBN
0812694376.
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Mas, no caso dos paradoxos, parece que algo deu errado, pois premissas
verdadeiras e raciocinio correto levam a uma conclusdo obviamente falsa ou
contraditoria.”®

Ou seja, aqui o problema néo esta (apenas) na plausibilidade epistémica das premissas,
mas na propria arquitetura formal que as conecta: certos esquemas inferenciais e principios
de fundo — como o uso irrestrito de compreensdo em teoria de conjuntos, a autorreferén-
cia aliada ao esquema-T para verdade, ou a idealizagdo do continuo em argumentos sobre
movimento —, quando combinados, produzem incompatibilidades. Nesses casos, a “quebra”
exige intervir nos mecanismos logicos ou matematicos: restringir axiomas (e.g., compreen-
sd0), distinguir rigorosamente linguagem-objeto e metalinguagem, revisar regras inferenciais
(ou mesmo considerar logicas n&o classicas), ou refinar as nogdes técnicas de infinito, con-
tinuidade e modelo.

Hé& ainda quem veja nos paradoxos tensdes de ordem metafisica, pois eles expdem
os limites de conceitos fundamentais como movimento, tempo, identidade, vaguidade ou
verdade. Barwise e Etchemendy resumem bem essa perspectiva:

“a importancia de um paradoxo nunca esta no paradoxo em si, mas naquilo de
que ele é um sintoma. Pois um paradoxo demonstra que a nossa compreensao
de algum conceito basico ou de um conjunto de conceitos esta crucialmente
falha, que os conceitos se rompem em casos-limite. [...] Se os conceitos forem
importantes, isso n&o € motivo de riso.”

Ou seja, quando encaramos os paradoxos em chave metafisica, o ponto central ndo esta
em falhas de inferéncia ou em sistemas formais insuficientes, mas na prépria constituicdo
dos conceitos fundamentais com que estruturamos a realidade. O paradoxo atua como um
espelho que evidencia tensdes em nogbes como movimento, tempo, identidade ou verdade,
mostrando que, levadas aos seus limites, tais nogdes podem gerar resultados incompativeis
ou contraditérios. Nesses casos, néo basta corrigir regras logicas ou revisar axiomas: é
preciso repensar 0s proprios conceitos que organizam nossa visdo do mundo. E nesse

®CUONZO, Margaret. Paradox. Cambridge, MA: MIT Press, 2014, p. 7. (Essential Knowledge Series). DOI:
10.7551/mitpress/9904.001.0001.

"BARWISE, Jon; ETCHEMENDY, John. The Liar: An Essay on Truth and Circularity. New York; Oxford: Oxford
University Press, 1987, pp. 4-5. ISBN 0195059441.
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sentido que os paradoxos metafisicos funcionam como diagnésticos de falhas conceituais
profundas, revelando onde a ontologia implicita de nossas teorias se rompe.

Essa pluralidade de enfoques repercute também nas tentativas de classificar paradoxos.
Doris Olin distingue, por exemplo, paradoxos do Tipo |, em que um Unico argumento leva
a uma concluséo absurda (como Aquiles e a tartaruga), e paradoxos do Tipo Il, que envol-
vem dois argumentos simétricos com conclusdes incompativeis (como certas formulagdes
do Mentiroso):

“um paradoxo do tipo I, como Aquiles e a tartaruga, tem um argumento e uma
conclus&o; um paradoxo do tipo Il, como o Navio de Teseu, envolve dois argu-
mentos e duas conclusdes.”

Outros autores reservam o termo antinomia para designar paradoxos que desembocam
diretamente em uma contradigao légica. Pleitz propde uma defini¢do explicita:

“(Def. Antinomia) Uma antinomia é um paradoxo com uma concluséo contra-
ditoria.”

Cook, por sua vez, chama a ateng&o para o fato de que a distingdo entre paradoxo e
antinomia ndo é absoluta:

“Dada qualquer antinomia, podemos construir um paradoxo simplesmente com-
binando os argumentos em um Unico argumento. [...] Da mesma forma, po-
demos transformar qualquer paradoxo em uma antinomia. Como resultado,
restringiremos nossa aten¢éo aos paradoxos.”'?

Assim, ao longo deste volume, adotaremos uma concepgéo ampla: paradoxos séo ra-
ciocinios que tensionam os limites de nossas intuigbes e de nossas teorias, seja pela via da
contradicéo, seja pela via da conclusdo absurda. Armour-Garb justifica o interesse filoséfico
dessa postura:

8OLIN, Doris. Paradox. Montreal: McGill-Queen’s University Press, 2003, p. 7. ISBN 0773525847.
°PLEITZ, Martin. Logic, Language, and the Liar Paradox. Paderborn: Mentis, 2018, p. 18. ISBN 3957438497.
19COOK, Roy T. Paradoxes. Cambridge: Polity Press, 2013, pp. 15-16. ISBN 9780745665511.
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“estudamos os paradoxos porque eles revelam certas suposi¢des que fizemos,
que precisam ser questionadas, € nos forgam a repensar alguns dos compro-
missos mais centrais que possuimos.” !

E justamente essa pluralidade que organiza o presente volume. Cada capitulo explora
um tipo distinto de paradoxo, revelando como problemas epistemoldgicos, linguisticos, his-
téricos e ldgico-matematicos podem ser iluminados por tais raciocinios enigmaticos.

No capitulo (I) (p. 21-50), encontramos o Paradoxo da Cognoscibilidade, mais co-
nhecido como Paradoxo de Fitch. A ideia inicial é simples: se toda verdade pode ser co-
nhecida, entdo ndo deveria haver verdades permanentemente inacessiveis. O argumento,
contudo, mostra que essa suposicao leva a uma concluséo surpreendente: se toda verdade
€ cognoscivel, entdo todas as verdades ja sdo conhecidas. O paradoxo toca diretamente
em correntes filoséficas que vinculam verdade e possibilidade de conhecimento, como o
verificacionismo, 0 antirrealismo semantico e o construtivismo matematico. Ao longo do ca-
pitulo, o leitor encontraré ndo apenas a formulagéo original do paradoxo, mas também as
principais estratégias de resposta: restringir a tese de cognoscibilidade, rever os principios
I6gicos usados na derivagéo ou reconsiderar a propria nogao de verdade em jogo. Trata-se
de um exemplo marcante de como um raciocinio aparentemente trivial pode abalar teorias
amplamente aceitas sobre 0 conhecimento.

No capitulo (11) (p. 51-88), tratamos do Paradoxo Sorites, nascido da vagueza em predi-
cados como “monte” ou “careca”. A engrenagem € simples e traigoeira: partindo do principio
de tolerancia (‘se n graos formam um monte, entdo n — 1 também”), encadeamos passos
tdo pequenos que parecemos poder descer de 10, 000 graos até 1 sem perder o estatuto
de “monte”. O capitulo apresenta as duas formulagdes candnicas (indutiva e condicional) e
explicita a tensdo entre tolerancia e a auséncia de fronteiras nitidas. Em seguida, mapeia as
principais respostas: (i) linguagens ideais/regimentagao, que tornam os termos precisos ao
custo de empobrecer o uso ordinario; (i) epistemicismo, que postula um corte objetivo po-
rém incognoscivel; (iii) abordagens semanticas com lacunas de verdade (supervaloragoes)
ou graus/medidas; e (iv) estratégias de aceitagdo parcial do sorites sob restrigdes. Por fim,
0 texto conecta o Sorites ao Mentiroso (via esquemas unificadores) e extrai ligdes filosdficas
sobre significado como uso, verdade e o esquema T e imperscrutabilidade da referéncia,
preparando terreno para debates que atravessam semantica, légica e metafisica.

" ARMOUR-GARB, Bradley. “Introduction”. In: ARMOUR-GARB, Bradley (ed.). Reflections on the Liar. Oxford:
Oxford University Press, 2017, p. 4. ISBN 9780199896042.
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No capitulo (lll) (p. 89-127), o tema s&o os paradoxos epistémicos, que desafiam
nossa compreensdo sobre o0 que pode ser sabido ou previsto. O primeiro é o Paradoxo da
Prova Surpresa, em que a tentativa de antecipar racionalmente uma prova anunciada como
inesperada parece anular a propria surpresa prometida. Em seguida, encontramos o Pa-
radoxo do Conhecedor, no qual uma sentenga autorreferencial leva a contradi¢des quando
assumimos principios epistémicos plausiveis. O capitulo mostra como esses enigmas colo-
cam em xeque nogdes como fechamento epistémico, bivaléncia e o principio KK, além de
revelarem a dificuldade em articular coerentemente conhecimento, crenga e previsdo. Ao
mesmo tempo, ilustra o papel filoséfico dos paradoxos epistémicos: longe de serem apenas
curiosidades logicas, eles funcionam como testes de estresse para nossas teorias do saber.

O capitulo (IV) (p. 128-158) revisita os argumentos classicos de Zenao de Eleia contra
a pluralidade e o movimento. Em linguagem simples, Zenao mostra como uma sequéncia
infinita de etapas “inocentes” parece bloquear mudangas que tomamos como dbvias: antes
de alcangar um ponto, é preciso chegar a metade do caminho; antes disso, a metade da
metade, e assim por diante — 0 que sugere que Aquiles jamais alcancaria a tartaruga, que a
dicotomia impediria qualquer partida, que a flecha estaria em repouso a cada instante e que
0 estadio geraria resultados incompativeis sobre velocidades relativas. O texto organiza o
material em duas familias. Primeiro, os paradoxos da pluralidade — Densidade, Extensao
Finita e Divisibilidade Completa — que tensionam a ideia de que haja muitos corpos com
tamanhos determinados ocupando um continuo espacial. Em seguida, os paradoxos do
movimento — Dicotomia, Aquiles e a Tartaruga, A Flecha e O Estadio -, além de pecas
correlatas como o Paradoxo do Lugar e O Gréo de Trigo. Ao longo da exposicao, o capitulo
contrasta leituras antigas e respostas contemporaneas: o calculo de limites e a teoria da
medida explicam como somas infinitas podem ter valor finito; a nogéo fisica-matematica
de velocidade instantanea responde a Flecha; e a andlise de supertarefas esclarece 0 que
significa (e o que n&o significa) “completar” infinitas etapas em tempo finito. O resultado é
um panorama rigoroso que conecta as aporias eleaticas a metafisica do espago-tempo e as
ferramentas matematicas hoje empregadas para lidar com o infinito e o continuo.

Por fim, o capitulo (V) (p. 159-204) é dedicado ao Paradoxo de Skolem, que nasce do
encontro entre o teorema de Lowenheim-Skolem e o teorema de Cantor. De um lado, Can-
tor mostrou que certos conjuntos, como os nimeros reais, s&o nao-enumeraveis; de outro,
Léwenheim-Skolem garante que qualquer teoria de primeira ordem com modelos infinitos —
inclusive a teoria dos conjuntos — possui também modelos enumeraveis. O aparente cho-
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que é imediato: como pode um modelo enumeravel satisfazer a sentenga de que existem
conjuntos ndo-enumeraveis? O capitulo discute essa tenséo em detalhe, mostrando como
ela revela tanto os limites expressivos da ldgica de primeira ordem quanto questdes filosé-
ficas sobre relatividade semantica e realismo matematico. Ao mesmo tempo, apresenta as
principais estratégias de resposta, desde a analise técnica dos modelos até reflexdes mais
amplas sobre 0 estatuto do infinito. O paradoxo de Skolem, assim, exemplifica como mesmo
a matematica formalizada esta sujeita a dilemas conceituais profundos.

O percurso deste volume acompanha a prépria diversidade dos paradoxos. Iniciamos
com o desafio epistémico do Paradoxo da Cognoscibilidade, que pde em xeque a relagao
entre verdade e possibilidade de conhecimento; em seguida, passamos ao Paradoxo de
Sorites, que revela a fragilidade de conceitos vagos em nossa linguagem e o impacto da
vagueza sobre a ldgica. O caminho prossegue com outros paradoxos epistémicos — como o
do Conhecedor e 0 da Prova Surpresa —, que testam os limites da previsibilidade e da autor-
referéncia no dominio do saber. Retornamos entdo as origens da tradigao paradoxal com os
argumentos de Zenao, cujas aporias sobre 0 movimento continuam a alimentar debates so-
bre infinito e continuidade. Por fim, encontramos o Paradoxo de Skolem, que expde tensdes
internas na légica contemporanea e questiona a propria nogao de modelo matematico.

Reunidos, esses capitulos mostram que os paradoxos ndo sdo meras curiosidades, mas
instrumentos poderosos para sondar as fronteiras de nossas intui¢des, de nossas teorias e
de nossas praticas de raciocinio. Sao eles que, ao desafiar o que tomamos por certo, abrem
caminho para a reformulagao critica de conceitos fundamentais.

Kherian Gracher
Organizador



() Paradoxo da Cognoscibilidade de Fitch'

Titulo Original: Fitch’'s Paradox of Knowability
Autores: Berit Brogaard e Joe Salerno
Tradugao: Alan R. Antezana
Revisdo: Daniel Alves da Silva Lopes Diniz

O paradoxo da cognoscibilidade de Fitch (também conhecido como o paradoxo da cog-
noscibilidade ou paradoxo Church-Fitch) concerne qualquer teoria comprometida com a tese
de que todas as verdades podem ser conhecidas. Exemplos histéricos de tais teorias incluem
possivelmente o antirrealismo semantico de Michael Dummett (a tese de que toda verdade é
verificavel); o construtivismo matematico (a tese de que a verdade de uma formula matema-
tica depende dos construtos mentais que matematicos usam para demonstrar esta formula);
o realismo interno de Hilary Putnam (a tese de que a verdade é aquilo em que acreditariamos
em circunstancias epistémicas ideais); a teoria pragmatica da verdade de Charles Sanders
Peirce (de que a verdade é aquilo com que concordariamos no limite da investigagéo); o po-
sitivismo ldgico (a visao de que significado é dado por condi¢des de verificagdo); o idealismo
transcendental de Kant (isto &, que todo o conhecimento é conhecimento de aparéncias); e
o idealismo de George Berkeley (isto &, ser é ser perceptivel).

O conceito em vigor da nogédo de “cognoscibilidade” permanece dificil de definir, mas
deve estar entre identificar, de forma n&o-informativa, a verdade com o que Deus saberia,

'BROGAARD, Berit; SALERNO, Joe, “Fitch’s Paradox of Knowability’, In: ZALTA, E. N. (ed.). The Stanford
Encyclopedia of Philosophy (Fall 2019 Edition). Stanford, CA: The Metaphysics Research Lab, 2019. Disponivel
em: https://plato.stanford.edu/archives/fall2019/entries/fitch-paradox/.

A seguir esta a tradugéo da entrada sobre o Paradoxo da Cognoscibilidade de Fitch de Berit Brogaard e Joe
Salerno na Stanford Encyclopedia of Philosophy. A tradugao segue a verséo da entrada nos arquivos da SEP em
https://plato.stanford.edu/archives/fall2019/entries/fitch-paradox/. Esta verséo traduzida pode diferir da verséo
atual da entrada, que pode ter sido atualizada desde 0 momento desta tradugdo. A verséo atual esta localizada
em https://plato.stanford.edu/entries/fitch-paradox/. Agradecemos ao Prof. Dr. Edward N. Zalta pela permissao
para traduzir e publicar esta entrada.
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e ingenuamente identificar a verdade com o que humanos atualmente sabem. ldentificar a
verdade com o que Deus sabe nao melhora a inteligibilidade do conceito; e identifica-la com
0 que humanos atualmente sabem falha em apreciar a objetividade e o potencial de desco-
brimento da verdade. O caminho do meio, que podemos chamar de antirrealismo moderado,
pode ser situado logicamente em algum lugar proximo ao principio da cognoscibilidade:

Vp(p — OKp), (Principio K)

que diz formalmente que, para todas as proposicdes p, se p, entao é possivel saber que p.
O grande problema para 0 meio-termo € o paradoxo de Fitch. Ele é a prova que mostra
(em uma légica modal normal acrescida de um operador de cognoscibilidade) que, se “todas

as verdades podem ser conhecidas”, entdo “todas as verdades sao conhecidas”.

Vp(p — OKp) - Vp(p — Kp) (Paradoxo K)

Desse modo, a prova realiza a parte interessante do trabalho de fazer o antirrealismo mode-
rado colapsar em idealismo ingénuo.

Qual é o paradoxo? Timothy Williamson (2000b) afirma que o paradoxo da cognosci-
bilidade n&o é um paradoxo, mas um “vexame’—um vexame para varias formas de antir-
realismo que negligenciaram por tanto tempo um contraexemplo simples. Ele nota que é
“uma afronta” a varias teorias filosoficas, mas ndo ao senso comum. Outros discordam. O
paradoxo néo é que a prova de Fitch € uma ameaga imediata ao meio-termo, mas sim que
a prova de Fitch, empregando recursos modais e epistémicos minimos, faz 0 meio-termo
colapsar na visdo ingénua. O paradoxo, como articulado em Kvanvig (2006) e Brogaard &
Salerno (2008), é que o antirrealismo moderado n&o parece ser exprimivel como uma tese
distinta, logicamente mais fraca que o idealismo ingénuo. Isso é interessante e problematico
independentemente da atitude de alguém, favoravel ou contraria ao antirrealismo moderado.

1. Breve Historico

A literatura sobre o paradoxo da cognoscibilidade emerge em resposta a uma prova
publicada pela primeira vez por Frederic Fitch em seu artigo de 1963 intitulado “A Logical
Analysis of Some Value Concepts” (“uma andlise l6gica de alguns conceitos de valor’). O
Teorema 5, como assim foi chamado, ameaca colapsar diversas diferencas modais e epis-
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témicas. Seja ignoréncia a falha em conhecer alguma verdade. Ent&o o Teorema 5 colapsa
um comprometimento com a ignoréncia contingente em comprometimento com a ignorén-
cia necessaria. Isso porque mostra que a existéncia de verdades de fato desconhecidas
acarreta a existéncia de verdades necessariamente desconhecidas. Formalmente,

Ip(p A —~Kp) F Ip(p A =CKp). (Teorema 5)

A conversa do Teorema 5 ¢é trivial (uma vez que verdade implica possibilidade), entao Fitch
dedica a maior parte do tempo a apagar quaisquer diferencas logicas entre a existéncia de
ignoréncia contingente e a existéncia de incognoscibilidade necessaria.

E todavia a contrapositiva do Teorema 5 que é geralmente referida como o paradoxo:
Vp(p — OKp) F Vp(p — Kp). (Paradoxo K)

Ela nos diz que, se qualquer verdade pode ser conhecida, entao segue-se que toda verdade
¢, de fato, conhecida.

A primeira vers&o da prova foi transmitida a Fitch por um parecerista anénimo em 1945,
Em 2005, nds descobrimos que Alonzo Church foi esse parecerista (Salerno 2009b). Seus
relatérios foram publicados em sua totalidade em Church (2009). Fitch aparentemente néo
considerou o resultado como paradoxal. Ele publicou a prova em 1963 para evitar um tipo
de “falacia condicional” que ameagava o seu desejo bem informado de uma andlise de valor.
A analise diz, a grosso modo, que x tem valor para s somente se hd uma verdade p tal
que, se s soubesse que p, entdo s desejaria x. A existéncia de verdades incognosciveis
explica, em ultima insténcia, por que ele restringe as variaveis proposicionais a proposicoes
cognosciveis. E porque uma verdade incognoscivel permite um antecedente impossivel no
contrafactual de Fitch, e entéo trivializa a analise. Uma vez que a teoria do valor de Fitch
néo é o contexto em que o paradoxo é amplamente discutido, ndo o discutiremos mais aqui.

Redescoberto em Hart e McGinn (1976) e Hart (1979), o resultado foi tomado como
uma refutacdo do verificacionismo, a postura de que todas as asser¢des com significado (e,
portanto, todas as verdades) sdo verificaveis. Afinal, se alguém aceita o principio da cognos-
cibilidade Vp(p — <©Kp), também estd comprometido com a assergéo absurda de que
todas as verdades s&o conhecidas. Mackie (1980) e Routley (1981), entre outros daquele
periodo, apontam dificuldades com essa posi¢do geral, mas, em Ultima instancia, aceitam
que o resultado de Fitch é uma refutagdo da posigao de que todas as verdades séo cognos-
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civeis, e que varias formas de verificacionismo séo ameagadas por motivos relacionados.
Desde o inicio da década de oitenta, todavia, tem havido um esforgo consideravel para ana-
lisar a prova como uma prova paradoxal. Por que, afinal, uma teoria epistémica da verdade
colapsaria 0 conhecimento possivel no conhecimento atual? Intuitivamente, que a verdade
deva ser entendida em termos das capacidades epistémicas de agentes nao oniscientes é
uma posi¢do ao menos coerente—uma posicao distinta de, e mais plausivel que, a tese de
que todas as verdades sao conhecidas. Além do mais, tem-se estranhado que formas sofis-
ticadas da teoria epistémica da verdade sejam vitimas de uma deduc&o t&o breve. Logo, a
prova de Church-Fitch veio a se tornar conhecida como o paradoxo da cognoscibilidade.

2. O Paradoxo da Cognoscibilidade

O raciocinio de Fitch envolve quantificagdo sobre sentengas. Nossas variaveis proposi-
cionais p e ¢ terdo sentengas declarativas como substitutas. Seja K o operador epistémico
“é sabido por alguém em algum instante que”. Seja < o operador modal “é possivel que”.

Suponha que o principio da cognoscibilidade (KP)—que todas as verdades s&o cognos-
civeis por alguém em algum momento:

Vp(p — OKp). (KP)

E suponha que, coletivamente, ndo somos oniscientes, e que had uma verdade que ndo é
conhecida.
Ip(p A —Kp). (NonO)

Se essa asser¢ao existencial é verdadeira, entdo uma instancia dela também é:
pA—Kp. (1)
Agora considere a instancia de KP substituindo a variavel p em KP pela linha 1:
(p A —Kp) = OK(p A —Kp). (2)
Segue de forma trivial que é possivel saber a conjuncao expressa na linha 1:
OK(p A —Kp) (3)
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Todavia, pode ser mostrado de forma independente que é impossivel conhecer essa conjun-
¢do. Portanto, a linha 3 ¢ falsa.

O resultado independente pressupde dois principios epistémicos muito modestos: pri-
meiramente, conhecer uma conjungao implica conhecer cada um dos conjuntos; em segundo
lugar, conhecimento implica verdade. Respectivamente,

K(pnq FKpAKqg (A)
Kpkp (B)

Séo também pressupostos dois modestos principios modais: primeiro, que todos os teore-
mas sao necessarios; segundo, que necessariamente —p implica que p é impossivel. Res-
pectivamente,

Se + p, entdo + Op. (®)]
Se O—p, entdo —~<p. (D)

Considere o resultado independente:

K(p AN —Kp) hipétese [para redugéo ao absurdo] (4)
KpAN K-Kp de 4, por (A) (5)
KpA—-Kp de 5, aplicando (B) a direita (6)
—-K(p AN —Kp) de 4-6, por redugéo ao absurdo, descarregando a assungéo 4 (7)
O-K(p A —~Kp) de 7, por (C) (8)
-OK(p A —=Kp) de 8, por (D) (9)

A linha 9 contradiz a linha 3, entdo uma contradi¢do é consequéncia de (KP) e (NonO). A
adepta da posicao de que todas as verdades sdo cognosciveis deve negar que somos nao-
oniscientes:

—3p(p A ~Kp). (10)

E segue-se disso que todas as verdades s&o conhecidas:
Vp(p — —Kp). (11)
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A aliada da vis@o de que todas as verdades sdo cognosciveis (por alguém em algum mo-
mento) é forcada a admitir, de modo absurdo, que toda verdade é conhecida (por alguém
em algum momento).

3. Revisoes Logicas

Nesta se¢éo, inspecionamos a viabilidade de admitir o raciocinio de Fitch como invalido.
Estaria o raciocinio epistémico de Fitch em ordem? A légica da cognoscibilidade ¢ a logica
classica? Ou mais diretamente: o principio da cognoscibilidade carrega em si consideragdes
especiais que justifiquem a revisdo da l6gica classica? Se sim, essa revisao légica invalida
o raciocinio de Fitch? Se o raciocinio é invalido, existem paradoxos proximos que ameagam
0 principio da cognoscibilidade sem violar os padrdes l6gicos de maior relevancia?

3.1 Revisao Epistémica

O problema com o raciocinio de Fitch no € com nenhuma das inferéncias epistémi-
cas A ou B. Embora algumas pessoas tenham argumentado que conhecer uma conjungéo
ndo implica conhecer cada um dos argumentos da conjungdo (Nozick 1981), Williamson
(1993) e Jago (2010) mostraram que versdes do paradoxo ndo demandam a suposigao desta
distributividade. E perguntas sobre a factividade de /& podem ser neutralizadas de forma
rapida, uma vez que paradoxos relacionados emergem substituindo o operador factivo “E
sabido que” por um operador ndo-factivo, tal como “Acredita-se racionalmente que” (Mackie
1980:92; Edgington 1985:558-559; Tennant 1997:252-259; Wright 2000:357).

Aparecem em varios artigos discussdes profundas e interessantes sobre operadores
epistémicos e/ou analogos temporais no contexto do paradoxo de Fitch. Burgess (2009)
considera analogos temporais. Van Benthem (2004; 2009), van Ditmarsh et al. (2012), Berto
et al. (em fase de publicagdo) e Holliday (2018) exploram o problema em estruturas episté-
micas dindmicas. Palczewski (2007), Kelp and Pritchard (2009), Chase et al. (2018), e Hey-
len (no prelo) consideram nog¢des néo-factivas de conhecimento e cognoscibilidade. Linsky
(2009), Paseau (2008), Jago (2010), Carrara et al. (2011), e Rosenblatt (2014) debatem a
viabilidade de conhecimento sobre tipos.
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3.2 Revisao Intuicionista

Williamson (1982) argumenta que a prova de Fitch ndo é uma refutagéo do antirrealismo,
mas um motivo para que a antirrealista aceite a logica intuicionista. A logica intuicionista nao
valida a eliminag&o da dupla negac&o, gragas a uma leitura verificacionista (ou construtivista)
da negagdo e da quantificagdo existencial:

—pFp,
nem a seguinte regra de troca de quantificadores:
—VzPlz| b Jz—Plz].

Sem a eliminagdo da dupla negagao, néo é possivel derivar a concluséo de Fitch de que
“todas as verdades sdo conhecidas” (linha 11) de “ndo ha uma verdade que é incognoscivel”
(linha 10). Considere a linha 10,

—3p(p A ~Kp).
Disso podemos derivar de forma intuicionista
Vp—(p A —Kp).

Note, todavia, que, sem a eliminagéo da dupla negacao,

—(p A —~Kp)
nao acarreta
p — Kp.
Suponha
—(p AN —=Kp),

€ suponha p para a introdugao de um condicional. E suponha —K p, por redugéo ao absurdo.
Nés podemos fazer a conjungao de p com — K p para obter

p A —Kp.
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Isso contradiz a nossa primeira hipotese. Entéo, por redugdo, —— K p. Sem a eliminagio
da dupla negagdo, ndo podemos concluir K'p, e, dessa forma, ndo podemos introduzir o
condicional

p — Kp.

A intuicionista, todavia, esta comprometida, pela introdugao do condicional, com
p — " Kp.

Existe algum debate sobre se esta consequéncia é suficientemente problematica, mas a
antirrealista intuicionista se consola com o fato de que néo esta comprometida com a asser-
¢ao absurda de que todas as verdades s&o conhecidas. Aparecem em Murzi (2010; 2012),
Murzi et al. (2009), e Zardini (2015) discussdes muito interessantes sobre as esperancgas e
os sonhos do antirrealismo intuicionista neste contexto.

3.3 Problemas para a Revisao Intuicionista

Uma vez que o raciocinio de Fitch € intuicionisticamente valido por meio da linha 10, aan-
tirrealista intuicionista deve aceitar que nenhuma verdade é desconhecida: —3p(p — Kp).
Isso pode ser prejudicial o bastante, porque a antirrealista parece ndo poder dar credéncia
ao truismo de que nds ndo somos oniscientes (nem individualmente, nem coletivamente).
Williamson responde que a antirrealista intuicionista pode expressar naturalmente a nossa
nao-onisciéncia como “nem todas as verdades s&o conhecidas”:

—Vp(p — Kp). (12)

Esta assercéo € classicamente, mas nao intuicionisticamente, equivalente a tese de néo-
onisciéncia:
Jp(p A —Kp).

Isso ocorre porque, na logica intuicionista, a regra de troca de quantificadores, —Va P[x]
32— P[z], ndo é vélida de forma irrestrita. E relevante destacar que a express&o de néo-
onisciéncia na linha 12, =Vp(p — Kp), é inconsistente somente de forma cléssica (e nédo
de forma intuicionista) com a linha 10, —=3p(p A —Kp). Entdo a intuicionista antirrealista
pode dar expressédo consistentemente ao truismo de que noés ndo somos oniscientes (com
alinha 12), ao passo em que aceita a consequéncia intuicionista derivada na linha 10. Com
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efeito, a antirrealista admite tanto que nenhuma verdade é desconhecida, quanto que nem
todas as verdades sdo conhecidas. A satisfatibilidade dessa asser¢do em termos intuicio-
nistas é demonstrada por Williamson (1988, 1992).

3.4 Aindecidibilidade do Paradoxo da Cognoscibilidade

Um problema mais profundo pode persistir para a intuicionista antirrealista. O paradoxo
de Fitch se situa na suposigao de que existem verdades desconhecidas. Mas considere a
suposi¢éo intuicionisticamente mais fraca de que existem asser¢des nao decididas, isto &,
que alguma p, tal que p é desconhecida e —p é desconhecida. Formalmente,

Ip(—Kp A —K—p). (Und)
Se (Und) é verdadeiro, entdo também é verdadeira uma instancia sua:
-Kp A —~K-p. (i)

E note que a conclus&o intuicionisticamente aceitavel na linha 10, =3p(p A —Kp), é intui-
cionisticamente equivalente a assergéo universal:

Vp(=Kp — —p). (ii)

Derivando -Kp — —-p e -K—-p — ——p de (i), e aplicando os dois operandos da
conjuncao (i), respectivamente, nos da a contradicdo —p A ——p. A antirrealista intuicionista
¢ forcada a admitir que ndo ha constatagdes ndo decididas:

—Ip(—Kp A —K—p). (iif)

O argumento acima é dado por Percival (1990:185). Uma vez que é intuicionisticamente
aceitavel, ele tem a intengé@o de mostrar que a antirrealista intuicionista ainda esta em apuros.

Em resposta, a antirrealista pode novamente utilizar a estratégia de Williamson para
revisar a logica e reconstruir uma expressao do truismo epistémico. Aceite apenas as con-
sequéncias intuicionistas de KP (neste caso, de que ndo ha asser¢bes ndo decididas), e
dé expressao ao truismo sobre indecidibilidade ao afirmar que nem todas as assergdes séo
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decididas:
—Vp(KpV K—p). (iv)

Areinterpretagdo da intuigao de indecidibilidade na linha (iv) nos da uma assergéo que é clas-
sicamente, mas néo intuicionisticamente, equivalente a (Und). E, dessa forma, é somente
classicamente, e n&o intuicionisticamente, inconsistente com a inferéncia na linha (iii).

Paradoxos correlatos sobre a indecidibilidade da cognoscibilidade s&o discutidos em
Wright (1987: 311), Williamson (1988: 426) e Brogaard e Salerno (2002: 146-148). Os
paradoxos da indecidibilidade ddo a antirrealista motivos adicionais para revisar a légica
classica em favor da légica intuicionista. Acompanhados de uma reinterpretagao de nossas
modestas intuigdes epistémicas, 0 espaco logico para o antirrealismo é retomado.

O que tudo isso sugere é que o antirrealismo intuicionista é coerente. Mas essa abor-
dagem tem a motivagao correta? Seria ad hoc a revis&o da légica classica, ou a engenhosa
reinterpretacdo de nossas intuigdes epistémicas?

O suposto direito da antirrealista de abrir m&o da légica cléssica em favor da logica in-
tuicionista tem sido defendido de forma independente. O argumento remonta a Dummett
(1976, e alhures). Interpretagbes mais recentes do argumento antirrealista pela reviséo 16-
gica aparecem em Wright (1992: Chp. 2), Tennant (1997: Chp. 7), e Salerno (2000). Os
detalhes sobre, e 0 sucesso ou fracasso dos argumentos pela revisdo ldgica sdo assunto
para outro momento. Por enquanto, ¢ suficiente indicar que a ameaga do paradoxo de Fitch
n&o é a Unica motivagdo para a antirrealista favorecer uma légica ndo-classica.

E a reinterpretagdo de nossas intui¢des epistémicas? Seria ela bem justificada? De
acordo com Kvanvig (1995), ela ndo é. Por que pensariamos que os tratamentos intuicio-
nistas da ndo onisciéncia e da indecidibilidade séo melhores do que 0s nossos tratamentos
iniciais do senso comum? E como a antirrealista deve explicar a aparente trivialidade desses
tratamentos do senso comum? Essas questdes ndo foram respondidas.

Além disso, algumas das consequéncias intuicionistas de KP séo por vezes considera-
das suficientemente ruins. Ainda que “ndo ha verdades incognosciveis” ou “ndo ha asser-
¢Oes indecidiveis” sejam intuicionisticamente toleraveis, o seguinte nao parece ser o mesmo:
“se p é desconhecida, entdo —p”. Formalmente, - Kp — —p. Esta asser¢do segue-se in-
tuicionisticamente de p — ——Kp, que nds ja estabelecemos como uma consequéncia
intuicionista de KP. Mas —Kp — —p parece ser falsa no discurso empirico. Por que o
fato de que ninguém nunca sabera que p ser suficiente para a falsidade de p? Veja Percival
(1990) e Williamson (1988) para discussdes adicionais sobre esse problema, e sobre proble-
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mas relacionados, em torno da aplicacéo do antirrealismo intuicionista ao discurso empirico.
DeVidi e Solomon (2001) discordam. Eles argumentam que as consequéncias intuicionistas
néo sao inaceitaveis para alguém interessado em uma teoria epistémica da verdade. De
fato, elas sdo centrais para uma teoria epistémica da verdade.

Por estes motivos, um apelo a légica intuicionista por si préprio é geralmente encarado
como insatisfatério em lidar com o paradoxo da cognoscibilidade. Excegdes incluem Bermi-
dez (2009), Dummett (2009), Rasmussen (2009) e Maffezioli, Naibo & Negri (2013).

3.5 Revisao Paraconsistente

Outro desafio a logica do paradoxo de Fitch € mencionado em Routley (1981) e defen-
dido por Beall (2000): a ideia de que a logica correta da cognoscibilidade é paraconsistente.
Em uma légica paraconsistente, contradigdes néo trivializam a teoria, porque elas néo “ex-
plodem”. Isto &, em uma logica paraconsistente, a inferéncia de p A —p para uma conclusao
arbitréria r ndo é vélida. Desta forma, algumas contradigdes sao permitidas e consideradas
possiveis.

Beall afirma que (1) a prova de Fitch assume a suposi¢éo de que, para todas as sen-
tengas p, a contradigdo K'p A —~Kp é impossivel e que (2) temos evidéncia independente
para pensar que K'p A —Kp, para algum p. A evidéncia independente jaz no paradoxo do
agente cognoscente (que ndo deve ser confundido com o paradoxo da cognoscibilidade). A
versdo relevante do paradoxo do agente cognoscente pode ser demonstrada ao considerar
a seguinte sentenga autorreferencial:

k é desconhecida. (k)

Assuma pelo argumento que & é conhecida. Entao, assumindo que conhecimento implique
verdade, k é verdadeira; mas k afirma que % é desconhecida. Entdo k € desconhecida.
Consequentemente, & tanto é conhecida quanto desconhecida. Mas, desse modo, a nossa
suposicao (de que k é conhecida) é falsa, e de maneira demonstravel. E, dado que uma
falsidade demonstrada é sabidamente falsa, segue que é conhecido que % € desconhecida.
Isso é afirmar que é conhecido que k. Mas ja mostramos que, se é conhecido que k, entao k
é tanto conhecida quanto desconhecida. Entdo esta demonstrado que k é tanto conhecida
quanto desconhecida. E demonstravelmente o caso que a descricdo completa do nosso
conhecimento inclui tanto K & quanto —K k. Esse é o paradoxo do agente cognoscente.
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Beall sugere que o paradoxo nos da alguma evidéncia independente para pensar que
Kp N —Kp, para algum p, tal que a descrigdo completa do conhecimento humano tem a
propriedade interessante de ser inconsistente. Com uma légica paraconsistente, poder-se-
ia aceita-lo sem incorrer em trivialidade. E dessa forma é sugerido que se tome o caminho
da paraconsisténcia e se aceite Kp A —Kp como uma consequéncia real do principio da
cognoscibilidade. Beall conclui afirmando que o raciocinio de Fitch, sem uma devida resposta
ao agente cognoscente, é ineficaz contra o principio da cognoscibilidade, uma vez que o
raciocinio de Fitch supostamente depende da suposicéo de que, para todo p, é impossivel
que Kp A = Kp.

Note que a nossa apresentagéo do raciocinio de Fitch nao faz mengao explicita a su-
posicdo de que K'p A —Kp € impossivel. Entdo aqui tentamos indicar exatamente onde o
raciocinio de Fitch falha na abordagem acima. Afirma-se na linha 9 (na primeira se¢éo deste
verbete) que K (p A —Kp) é impossivel. E claro que K (p A —Kp) implica a contradi-
¢édo Kp A —=Kp. Dessa forma, se o raciocinio é que K (p A —Kp) é impossivel porque
contradicbes sé@o impossiveis, entdo Beall estaria atacando diretamente o argumento aqui
apresentado. Note, todavia, que ha uma diferenga sutil no argumento, que segue da se-
guinte forma. K (p A —=Kp) implica a contradicdo K'p A —=Kp. Entdo, por reducéo ao
absurdo, K (p A —Kp) é falso. Por necessitagéo, segue que K (p A =K p) é necessari-
amente falso. A depender da logica paraconsistente, a paraconsistentista pode objetar ao
uso de reductio, ou pode objetar a outras inferéncias. A afirmacgéo de que K (p A —Kp) é
impossivel (na linha 9) é inferida dessa afirmagéo de que K (p A —K'p) é necessariamente
falsa. Isso pode preocupar a paraconsistentista. Pela 6tica de alguém convivendo com con-
tradicdes, pode ndo se seguir que uma assergao inconsistente & impossivel mesmo que
seja necessariamente falsa. Afinal, nessa abordagem uma asser¢do necessariamente falsa
pode ser tanto verdadeira quanto falsa em algum mundo, caso em que a assergao é tanto
necessariamente falsa quanto possivel. Se isto estiver correto, entdo a inferéncia de O—p
para —~<p tem contraexemplos e ndo pode ser empregada para inferir ~OK (p A —Kp)
de O—-K(p A —Kp).

Os insights de Beall dependem de uma série de coisas: (1) a forca da evidéncia indepen-
dente para contradi¢des epistémicas verdadeiras; (2) a adequagao das resolugdes propostas
ao paradoxo do agente cognoscente, (3) a duvida sobre se o raciocinio de Fitch é ineficaz
sem uma solugdo ao agente cognoscente, e (4) uma interpretagdo para O e < que invalida a
inferéncia relevante (de O—p para —<p) enquanto permanece fiel ao papel desempenhado
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por < no principio da cognoscibilidade. Nés deixamos esses problemas para um debate pos-
terior; mas compare a Wansing (2002), onde uma légica modal construtiva paraconsistente
com uma negacao forte é proposta para bloquear o paradoxo.

Desenvolvimentos mais recentes da abordagem paraconsistentes aparecem em Beall
(2009) e Priest (2009).

4. Restricoes Semanticas

O restante das propostas s&o estratégias de restricio. Elas reinterpretam KP restrin-
gindo o seu quantificador universal. Na pratica, as estratégias de restri¢do invalidam o ra-
ciocinio de Fitch ao proibir as instancias de KP que levam ao paradoxo. Nesta se¢&o, nos
examinamos as razdes semanticas para restringir o quantificador universal em KP.

4.1 Situagoes e Operagoes Rigidas

Edgington (1985) oferece um diagnéstico situacional do paradoxo de Fitch. Ela afirma
que o problema jaz no fracasso em distinguir entre “saber em uma situagao que p” e “saber
que p € o caso em uma situagdo”. No Ultimo caso, a situagdo é (ao menos parcialmente)
aquela sobre a qual é o conhecimento. No caso anterior, a situagdo é aquela em que o
conhecimento € entretido. Por exemplo, eu poderia saber na minha situagao atual que eu
estaria sofrendo em uma situacao contrafactual onde meu dente é arrancado. Notavelmente,
a situacdo em que o conhecimento é entretido pode ser diferente da situagéo que é tema
do conhecimento. Em uma situagdo em que meu dente nédo é arrancado, eu posso saber
coisas que sao sobre uma situagdo em que meu dente é puxado.

O que séo situagdes? O exemplo acima parece sugerir que situagdes sé@o mundos. Si-
tuagdes, todavia, podem ser menos completas que mundos; isto é, elas ndo precisam ter
valores de verdade fixados para asser¢des que sdo irrelevantes para o contexto. Considere
um exemplo por Linstdm: eu posso saber em uma dada situacéo perceptual s que Jodo
(um dos participantes de um jogo de cartas) tem a melhor méo e que nenhum dos outros
participantes sabe disso. Neste caso, meu conhecimento é de uma situagao s*, o jogo de
cartas, mas meu conhecimento é adquirido em uma diferente situagéo s, minha situagéo per-
ceptual. A situagdo s* ndo somente é determinada, mas a informacao relevante é limitada
pelo contexto do jogo de cartas. E s é fixada e limitada pelo contexto da situagdo percep-
tual. Edgington prefere falar de situagdes em vez de mundos, porque o conhecimento de
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situacdes ndo-atuais, diferentemente do conhecimento de mundos néo-atuais, ndo requer
conhecimento com uma quantidade infinita de detalhes.

Explicitando a distin¢&o da teoria da situagao entre “saber em” e “saber sobre”, nos po-
demos reinterpretar o principio da cognoscibilidade: para cada asser¢ao p e situagéo s, se p
€ verdadeiro em s entao existe uma situagao s* em que € sabido que p € verdadeiro em s.
Edgington requer da cognoscibilidade uma tese menos geral: se p é verdadeiro em uma
situacao atual s, entdo existe uma situagéo possivel s* em que é sabido que p € verdadeiro
em s. Chame isto de E-cognoscibilidade ou EKP:

Ap — OK Ap, (EKP)

onde A é o operador de atualidade que pode ser lido como “em alguma situagao atual’, e <
€ o operador de possibilidade que pode ser lido como “em alguma situacao possivel”.

Como vemos, EKP restringe o principio da cognoscibilidade para verdades atuais, di-
zendo que p ¢ atualmente verdadeiro somente se existe uma situagdo possivel em que é
sabido que p é atualmente verdadeiro.

A sugestao importante € esta. Assim como pode existir conhecimento atual do que é
contrafactualmente o caso, pode haver conhecimento contrafactual do que é atualmente o
caso. De fato, em vista da prova de Fitch, EKP requer a existéncia de conhecimento nao-
atual. Vejamos por qué.

Verdades atuais da forma p A —K p teriam de ser E-cognosciveis, mas p A —=Kp ndo
pode ser atualmente conhecido como sendo atualmente o caso. O raciocinio aqui é anélogo
ao raciocinio de Fitch.

Alicao é esta. Visto que, para algum p, pA—K p é atualmente o caso, E-cognoscibilidade
nos compromete a um conhecimento possivel de que pA—K'p é possivelmente o caso. Uma
vez que esse conhecimento ndo pode ser atual, a E-cognoscibilidade requer conhecimento
néo atual do que é atualmente o caso. E-cognoscibilidade entdo nega a seguinte suposigao:
dada uma asser¢&o p, se é conhecido que p em s, entdo em s é sabido que p. Pela andlise
de Edgington, é exatamente essa suposi¢ao implicita que descarrilha o raciocinio de Fitch.
O paradoxo é blogueado sem ela.
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4.2 Problemas para as Situagoes

Uma vez que o operador de atualidade designa rigidamente as situagdes, os valores de
verdade das asser¢des da forma Ap néo vao variar entre as situagdes possiveis. “Ap” im-
plica “em toda situacdo Ap”. Logo, como Edgington sabe, se Ap entdo é necessario que Ap.
Isso por si mesmo impde um problema a EKP. A critica € que a abordagem de Edgington
néo é suficientemente geral. Qualquer um que endossaria o principio da cognoscibilidade
provavelmente pensaria que ele vale para todas as verdades, e ndo apenas as verdades
necessarias que envolvem o operador de atualidade. EKP parece ser uma tese muito limi-
tada que falha na especificagdo de uma restricdo epistémica sobre a verdade contingente
(Williamson 1987a).

Outras criticas emergem quando tentamos afirmar algo informativo sobre o que constitui
conhecimento nao atual sobre o que atualmente € o caso. Se existe um tal conhecimento
néo-atual, existe pensamento n&do atual sobre uma situagao atual. Entdo o pensador nédo
atual de alguma forma tem o conceito de uma situagao atual. Mas como é possivel para
um pensador ndo atual ter um conceito que € especificamente sobre situagdes neste mundo
atual? Nao sera suficiente para a pensadora expressar o pensamento “atualmente p”, uma
vez que “atualmente” vai designar rigidamente somente situagdes em seu proprio mundo.
Além disso, uma vez que ndo existe nenhum elo causal entre o0 mundo atual w, e o mundo
nao atual relevante w,, ndo € claro como um pensamento n&o atual em w, pode ser unica-
mente sobre w, (Williamson, 1987a: 257-258). Logo, ndo é claro como pode haver conhe-
cimento ndo atual sobre o que ¢é atualmente o caso.

E claro que o conhecimento atual sobre o ndo-atual ndo & melhor em especificar mundos.
O problema especial para a pensadora néo atual é que o contetido do seu pensamento deve
ser precisamente o conteldo que apreendemos quando consideramos a verdade de Ap.
Estando no mundo atual, somos capazes de especificar esse mundo de forma a distingui-lo
de todos os outros. Quando consideramos a verdade de Ap, nosso contexto fixa o contelido
de A especificamente. Entéo se realmente é Ap que é cognoscivel pelo agente cognoscente
n&o atual, entdo deve ser Ap aquilo que ele apreende—isto é, deve ser o0 mesmo conceito
que nés apreendemos. Como isso é possivel é precisamente o problema.

Criticas adicionais, e relacionadas a proposta de Edgington, podem ser encontradas
em Wright (1987), Williamson (1987b,2000) e Percival (1991). Desenvolvimentos formais
desta proposta, incluindo pontos que tratam de algumas dessas preocupagdes aparecem
em Rabinowicz e Segerberg (1994), Lindstrom (1997), Rickert (2003), Edgington (2010),
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Fara (2010), Proietti e Sandu (2010), e Schléder (no prelo).

4.3 Falacias Modais e Asser¢oes Nao-rigidas

Kvanvig (1995) acusa Fitch de uma falacia modal. A falacia € uma substitui¢go ilicita
em um contexto modal. Considere uma falacia modal familiar. Para todas as pessoas x,
existe um mundo possivel em que x ndo é o inventor das lentes bifocais. Mesmo Benjamin
Franklin, o verdadeiro inventor das bifocais, pode ndo as ter inventado. Logo, existe um
mundo possivel em que o inventor das bifocais ndo € o inventor das bifocais. Nos represen-
tamos o argumento de maneira formal. Permita que nossos quantificadores quantifiquem

sobre pessoas, e seja “i” o designador ndo-rigido de “o inventor das bifocais”. Considere o
argumento:

Vrd—(r =1)
Logo,
O=(i = 1)

Embora qualquer um possa n&o ter sido o inventor das lentes bifocais, disso ndo se segue
(e de fato é falso) que € possivel que o inventor das bifocais ndo seja idéntico ao inventor
das bifocais. Afinal, é necessario que o inventor das bifocais seja o inventor das bifocais.

Aligao é que nés ndo podemos substituir de forma irrestrita em contextos modais. Subs-
tituir em contextos modais, nos podemos dizer, € permitido somente se os termos substituido-
res sdo designadores rigidos. No caso do resultado de Fitch, nossos termos séo sentengas.
O principio da cognoscibilidade, Vp(p — < Kp), aparentemente nos permite substituir p
por qualquer sentenga. Note, todavia, que nosso quantificador tem um escopo amplo so-
bre . Nos esperariamos que as licbes da légica modal quantificada sejam validas em
l6gica modal quantificada proposicional. Se é assim, entdo nds ndo podemos substituir p
por qualquer outra asser¢éo que nao seja um designador rigido.

Segundo o diagnéstico de Kvanvig, o problema com a linha argumentativa de Fitch é
que, quando ele substituiu p por p A =K p em KP (na linha 2 do resultado), ele ndo parou
para determinar se p A —K p era uma assergao rigida. Kvanvig mantém que p A —=Kp nao
é rigido. Ent&o o resultado de Fitch é falacioso devido a uma substituicao ilicita em contexto
modal. Nés podemos, todavia, reinterpretar p A —Kp como rigido. Quando o fazemos, o
paradoxo se evapora.
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Kranvig propde que expressdes quantificadas séo ndo-rigidas. O motivo que ele da é
que quantificadores designam diferentes objetos em diferentes mundos possiveis. “Todos
no curso de légica de Jodo devem fazer a prova final” & sobre diferentes estudantes em
diferentes mundos possiveis. Se Susie tivesse feito 0 curso, a expressao seria sobre ela,
mas ela decidiu ndo fazer o curso, entdo atualmente nao é sobre ela. K 'p é uma abreviagao
para “é sabido por alguém em algum tempo que p”. Entdo, Kp é implicitamente quantifi-
cado. Implicitamente |é-se Jz3t( K zpt), que afirma que existe um ser = em um tempo ¢
tal que = sabe que p no tempo ¢. Da mesma forma, nessa abordagem, a expressdo quan-
tificada que K p abrevia é ndo-rigida. Jz3t(K xpt) é sobre diferentes seres e instantes
em diferentes contextos modais. Por exemplo, a expressdo Jx3t( K xpt) é sobre coisas
e instantes atuais. Mas no contexto modal (por exemplo, C3x3t(Kxpt)), a expresséo é
sobre seres e instantes possiveis. Ela diz “existe um mundo possivel em que existe um ser x
e um instante ¢ tal que x sabe que p no instante ¢”.

Agora considere a instancia relevante da tese de ndo onisciéncia de Fitch: pA—Kp. De
forma néo abreviada, isso seria lido como p A —=323t( K xpt), que diz que p é verdadeiro,
mas ninguém nunca sabe que p. A expressao quantificada é, nesta viséo, um designador
nao-rigido. Enunciada no mundo atual, é sobre seres e instantes atuais. Entretanto, assim é
argumentado, dentro do escopo de um operador de possibilidade, a designagéo varia entre
ser sobre seres e instantes possiveis. Quando Fitch substituiu p pela verdadeira conjuncéo
(p A =3z3t(Kxpt)) no principio da cognoscibilidade, ele substituiu p por um designador
nao-rigido, alterando assim a referéncia da conjungéo e cometendo uma falacia modal.

De forma alternativa, sugere Kvanvig, nés podemos caracterizar K'p rigidamente de
forma a dizer “existe um ser atual 2 e um instante atual ¢ tal que é sabido por x no ins-
tante ¢ que p”. Uma vez que esta expressdo designa rigidamente (isto é, faz referéncia ao
mundo atual independentemente do contexto modal em que ela aparece), ela pode substi-
tuir p no principio da cognoscibilidade. A conjuncg&o reinterpretada ndo muda a sua desig-
nagao quando subsumida sob o escopo de <. Além disso, nesta leitura da conjuncgéo, o
paradoxo se dissolve. E possivel saber que a conjungéo reinterpretada é verdadeira. N&o
héa contradi¢do em supor que exista algum ser possivel em algum instante possivel que sabe
que p é uma proposi¢ao verdadeira mas nunca sabida por um ser atual em um instante atual.
O paradoxo se dissolve.

Discussoes adicionais sobre falacias modais e assergdes nao-rigidas podem ser encon-
tradas em Brogaard e Salerno (2008) e Kennedy (2014).
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4.4 Problemas para a Nao-rigidez

Williamson (2000b) defende a linha de argumentagdo de Fitch contra a acusagédo de
Kvanvig. Ele sugere que Kvanvig ndo estd justificado em pensar que a conjungéo de Fitch
p A —3x3t(Kxpt) ndo designa rigidamente. A razéo que Williamson da é a seguinte. Uma
expressao é ndo-rigida se, quando proferida em um contexto fixo, ela varia sua referéncia
conforme as circunstancias em que é avaliada. Mas Kvanving ndo da uma razéo convin-
cente para pensar que a conjungao de Fitch, como proferida em um contexto fixado, varia
sua referéncia dessa forma. No méximo, Kvanvig mostrou que a conjungéo varia sua refe-
réncia quando o contexto sofre variagdo, uma vez que seu argumento é que uma sentenga
quantificada, quando proferida em mundos diferentes, sera sobre objetos distintos. Pensar
que isso é suficiente para nao-rigidez, Williamson argumenta, € confundir ndo-rigidez com
indexicalidade. Por exemplo, “eu estou cansado” € sobre mim mesmo, e continua sendo so-
bre mim mesmo quando eu avalio 0 seu valor de verdade em circunstancias contrafactuais.
A sentenca pode ter sido falsa. Tivesse eu dormido o suficiente, eu ndo estaria cansado.
Enunciado em um contexto fixo, “eu” designa rigidamente, ainda que seja um indexical. Isso
€ assim ainda que, tivesse sido proferido em um contexto diferente por outrem, teria sido
sobre alguém que néo eu. De forma analoga, ainda que expressdes quantificacionais sejam
indexicais, ndo se segue que elas sejam nao-rigidas. Deste modo, ainda que a conjungéo
de Fitch seja uma expressao indexical, ndo nos foi dada uma razéo para considera-la ndo-
rigida. Se isso estiver correto, entdo nds ndo temos motivos para pensar que Fitch cometeu
a falacia modal em questao.

Kvanvig (2006) responde e desenvolve outros temas interessantes no Paradoxo da Cog-
noscibilidade, que é a unica monografia até a presente data dedicada ao tpico.

5. Restrigoes Sintaticas

As estratégias de restrigéo supramencionadas envolviam motivos seménticos para limi-
tar a quantificagao universal. Nesses casos, KP estava restrito a luz de consideragdes sobre
situacdes, mundos possiveis ou designacéo rigida. Outro tipo de estratégia de restricdo é
sintdtica. Ela limita 0 escopo da quantificagao universal aquelas formulas que tém uma certa
forma ldgica ou se localizam em uma certa relagdo de demonstrabilidade. De forma mais
geral,

p — OKp, onde p tem a propriedade logica F'.
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F entdo deveria ser uma propriedade légica que restringe o quantificador conforme algum
conjunto de principios.

5.1 Assergoes Cartesianas

Tennant (1997) foca na propriedade de ser cartesiana: uma assercéo p é cartesiana se,
e somente se, K p ndo é demonstravelmente inconsistente. De acordo com a definigao, ele
restringe o principio da cognoscibilidade as assergdes cartesianas. Chame isso de principio
restrito da cognoscibilidade (T-cognoscibilidade), ou TKP:

p — O Kp, onde p é cartesiano. (TKP)

Note que o principio da T-cognoscibilidade & livre dos paradoxos que nés discutimos. E livre
do paradoxo de Fitch e do paradoxo de indecidibilidade correlato, uma vez que ambos os
resultados substituem a variavel em p — < Kp pela problematica conjungao de Fitch, p A
—Kp,nosdando (p A—Kp) — OK(pA—Kp). Isto é, eles requerem que p A —Kp seja
cognoscivel caso verdadeira (linha 2 do resultado de Fitch). Mas p A —Kp néo é cartesiana,
jaque K(p A ~Kp) é demonstravelmente inconsistente (acarretando a contradi¢do na
linha 6 do resultado de Fitch). Com efeito, TKP oferece uma das restrigdes mais tolerantes
necessarias para proibir a substituigdo incomoda. Isso porque proibe somente a substitui¢do
daquelas assergdes que sdo logicamente impossiveis de saber.

5.2 Assercoes Basicas

Dummett (2001) concorda que o erro da tedrica da cognoscibilidade jaz em fornecer
um principio da cognoscibilidade abrangente, ao invés de restrito. E ele concorda que a
restricdo deveria ser sintatica. Dummett restringe o principio da cognoscibilidade a assercoes
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‘basicas” e caracteriza a verdade indutivamente a partir dai. Para Dummett,

p sse CKp, onde p é basico.
peq sse pAg
pougq sse pV g,
Sepentdoqg sse p — g;
N&o é o caso que p sse —p;
F[Algo] sse JzF[x];
F[Tudo] sse VzFlz].

onde a constante l6gica no lado direito de cada clausula bicondicional € compreendida como
sujeita as leis das ldgicas intuicionistas.

O principio da cognoscibilidade de Dummett ou DKP, como o de Tennant, ndo é ame-
acado pelos paradoxos da cognoscibilidade, e pelo mesmo motivo. Ele restringe a classe
de assergdes que sao sujeitas a cognoscibilidade. No caso de Dummett, a conjungéo pro-
blematica de Fitch, p A =K 'p, sendo composta, e assim ndo basica, ndo pode substituir a
variavel em p — < Kp. O paradoxo &, assim, evitado.

5.3 Problemas para as Restrigoes Sintaticas

Os méritos relativos dessas duas restricdes sdo sopesados por Tennant (2002). A res-
tricdo de Tennant € a menos exigente entre as duas, uma vez que ela barra somente a
substituicdo daquelas assergdes que séo logicamente incognosciveis; e, dessa forma, so-
mente aquelas assergdes que sdo responsaveis pelos paradoxos. A restricdo de Dummett,
em comparagao, barra ndo somente a restrigéo dessas proposicdes, mas também a subs-
tituicdo de proposigdes logicamente complexas que sdo claramente cognosciveis. Tennant
também indica que, se o principio da cognoscibilidade é a motivagdo antirrealista primaria
para revisar a légica classica, entdo restringir aquele principio a assergdes basicas pode
erodir argumentos contra um tratamento classico de asser¢des complexas.

As principais objegdes as estratégias restritivas classificam-se em dois campos. No
primeiro campo, encontramos a acusagao de que uma dada restri¢do sintética ao principio da
cognoscibilidade nao ¢ justificada por um principio. No segundo campo surgem formulagdes
de paradoxos a la Fitch que ndo sao evitados por essas restricdes sintaticas sobre a verdade
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cognoscivel.

Do primeiro campo, Hand e Kvanvig (1999) argumentam que TKP nao foi restrito de uma
maneira coerente com os principios—e néo foi dado nenhum bom motivo, além da ameaga
de paradoxo, para restringir o principio as assercdes cartesianas. Uma asser¢éo analoga
foi feita com relagdo a DKP de Dummett. Tennant (2001b) responde a Hand e Kvanvig com
uma discussao geral sobre a admissibilidade das restricdes na préatica de analise conceitual
e clarificagdo filosofica. Ao ftracar analogias entre sua prdpria restricdo e outras que sdo
claramente admissiveis, ele defende que a restrigdo cartesiana nao € ad hoc. Ele também
indica que TKP, e nao o KP irrestrito, serve como o tema de disputa mais interessante entre
a realista semantica e a antirrealista. A realista acredita que é possivel que a verdade seja
incognoscivel em principio. O argumento de Fitch, na melhor das hipéteses, mostra-nos que
ha incognoscibilidade estrutural, isto €, incognoscibilidade que é uma fungdo somente de
consideracdes logicas. Mas ainda existe uma forma mais substancial de incognoscibilidade,
por exemplo, a incognoscibilidade que é uma fungéo da transcendéncia de reconhecimento
do conteudo ndo-légico? Uma realista que recrimina a natureza ad hoc de TKP (ou DKP)
falha em se engajar com a tedrica da cognoscibilidade no cerne do debate sobre realismo.

Outras reclamagdes de que a estratégia de restricdo de Tennant ndo é justificada por um
conjunto de principios aparecem em DeVidi & Kenyon (2003), e Hand (2003). Hand oferece
uma forma de restringir a cognoscibilidade conforme principios.

Essas preocupagdes podem ser dispensadas ao notar versdes do paradoxo que nao vi-
olam as restrigdes propostas ao principio da cognoscibilidade. Williamson (2000a) considera
0 seguinte paradoxo. Seja p a sentenga decidivel “existe um fragmento de ceramica romana
naquele lugar’. Seja n tal que designa rigidamente o nimero de livros atualmente sobre a
minha mesa agora. Seja E o predicado “é par”. Williamson constroi a conjun¢do

p A (Kp — En),

que consideramos uma sentenga cartesiana. Sabé-la aparentemente ndo implica uma con-
tradicdo. Se ele esta certo, nds podemos aplica-la a TKP, resultando em

(p AN (Kp— En)) - OK(p A (Kp — En)) (1)
Adicionalmente, se p é verdadeiro e Kp é falso, entdo a conjuncéo de Williamson é verda-
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deira. Deste modo,
(p AN =Kp) — (p A (Kp — En)) (2.)

As linhas (1) e (2) acarretam
(p A—Kp) = CK(p A (Kp — En)) (3)

Aceitando os modestos recursos epistémicos encontrados na linha de argumentagéo de
Fitch, pode-se provar o seguinte teorema:

K(pN(Kp — En)) — En. 4.)

Eis o porqué. Uma conjungéo sé é conhecida se suas conjuntas séo conhecidas. Dessa
forma, se K(p A (Kp — En)), entdo Kp. E somente verdades podem ser conhecidas.
Entdo, se K(p A (Kp — En)), entdo (Kp — En). E claro, Kpe Kp — En de
forma conjunta acarretam En. Entdo o teorema 4 é vélido, se os recursos epistémicos de
Fitch s&o validos. Agora, 4 € um teorema e, desse modo, € verdadeiro em todos os mundos
possiveis. Deste modo, seu consequente é possivel se 0 seu antecedente é possivel:

OK(p A (Kp — En)) — CEn. (5.
Das linhas (3) e (5) podemos derivar
(p AN —=Kp) — OEn. (6.)
Uma vez que n designa rigidamente, ndo é contingente se n € par. Segue da linha (6) que
(p A =Kp) — En. (7)
Um argumento analogo substituindo “par” por “impar” nos da
(p AN—=Kp) — —FEn. (8.

Mas entdo nos temos uma contradicdo sobre TKP e a conjung¢&o de Fitch, p A =Kp. O
resultado envolve as substituicdes de p por p A (Kp — En)ep A (Kp — —En)
em TKP, mas Williamson argumenta que nenhuma viola a restri¢éo cartesiana. Retornamos
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ao paradoxo.

Tennant (2001a) discorda da assercéo de Williamson de que p A (Kp — En) é car-
tesiana. No caso em que n é impar, En expressa uma falsidade necesséria (por exemplo,
“13 é par’). Mas ent&o a linha 4 nos diz que K(p A (Kp — FEn)) implica algo que é
necessariamente falso. E se a falsidade de “13 é par” € uma questao de necessidade /6-
gica, entdo p A (Kp — En) ndo pode ser consistentemente conhecido, e logo néo é
cartesiana. Logo, quando n é impar, a primeira parte da prova de Williamson (envolvendo o
predicado “é impar”) viola, na verdade, a restrigao cartesiana. Em contraste, a conjungéo de
Williamson é cartesiana quando E'n é verdadeira. Mas, analogamente, se a verdade de En
€ uma questao de necessidade ldgica, entdo p A (Kp — —En) ndo pode ser consistente-
mente conhecida e, portanto, ndo é cartesiana. Logo, quando n ¢ par, a segunda parte da
prova de Williamson (envolvendo o predicado “é impar”) viola a restrigao cartesiana. De todo
modo, Tennant argumenta, Williamson ndo mostrou que TKP € um tratamento inadequado
do paradoxo de Fitch.

O debate continua em Williamson (2009) e Tennant (2010).

Brogaard & Salerno (2002) desenvolvem outros paradoxos a la Fitch contra as estraté-
gias restritivas. Note que o principio de cognoscibilidade de Dummett é um bicondicional:
p < O Kp, onde p € basico. Tennant (2002) concorda que o principio da cognoscibilidade
deveria preservar a natureza factiva de < K. Entdo Brogaard & Salerno comegam com o
principio da cognoscibilidade mais forte a seguir:

p < OKp, onde p satisfaz a condigao sintatica relevante. (SKP)

Além disso, afora uma discussdo mais aprofundada da légica de K, ndo é implausivel que
a tedrica intuicionista da cognoscibilidade deseje validar o principio K K:

O(Kp — KKp). (KK)

O principio diz que, necessariamente, se p & conhecido, entdo é conhecido que p é co-
nhecido. Um outro recurso é utilizado, qual seja, o principio de fechamento que diz que o
antecedente de um condicional necessario € possivel somente se 0 consequente é possivel.

Se estes comprometimentos nos sdo concedidos, € possivel derivar o resultado de Fitch
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sem violar a restricdo cartesiana de Tennant;

1. pA—-Kp Hipétese (conjuncéo de Fitch)
2. Kp— KKp deKK

3. p—CKp de SKP (esquerda para direita)
4. OKp del1ed

5 OKKp de 4 e 2, por fechamento

6. OKKp— Kp de SKP (direita para esquerda)
7. Kp de5eb6

8. KpAN—-Kp dele7

SKP é aplicado nas linhas 3 e 6 a p e Kp, respectivamente. E estes substituendos néo
violam a restricdo cartesiana. Nem Kp, nem K Kp sao auto-contraditérios. Todavia, a
antirrealista é forgada, de maneira absurda, a admitir que nenhuma verdade é desconhecida.

Pode-se argumentar que esse resultado ameaga também o principio da cognoscibilidade
restrita de Dummett. Mas isso depende de se aplicamos o principio apenas as assercdes
basicas. p é basica, mas a caracterizacdo de Dummett da verdade subdetermina o status
de Kp. Talvez ela seja basica, uma vez que Kp nao é verofuncionalmente complexa.
Todavia, o problema néo pode ser resolvido sem uma discusséo sobre K.

Brogaard & Salerno demonstram outros paradoxos contra as estratégias de restrigao.
Esses resultados adicionais ndo pressupdem um comprometimento com o principio K K.
Eles dependem, em ultima analise, da interpretacdo de < da tedrica da cognoscibilidade.
Quando < é uma possibilidade metafisica, ou governada por uma légica ao menos tao forte
quanto S4, o principio da cognoscibilidade forte (devidamente restrito, e tomado como uma
tese necessaria) implica que néo ha verdades desconhecidas. Quando < é possibilidade
epistémica, e o principio da cognoscibilidade é encarado como uma tese necessaria que é
conhecida, o principio da cognoscibilidade implica que, necessariamente, ndo ha assercoes
indecididas. Diferentemente dos paradoxos da indecidibilidade de Wright (1987), Williamson
(1988) e Percival (1990), o raciocinio de Brogaard e Salerno néo viola a restri¢do cartesiana
de Tennant. Uma resposta a Brogaard e Salerno aparece em Rosenkranz (2004). Discus-
sOes adicionais sobre a restri¢do cartesiana podem ser encontradas em Broogard & Salerno
(2006, 2008). Tennant (2009) é uma defesa e um desenvolvimento adicionais da estratégia
cartesiana. Uma defesa da estratégia da restrigdo pode ser encontrada em Fischer (2013).

Muito do que foi escrito sobre o paradoxo da cognoscibilidade aparece na forma de ten-
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tativas de expressar a forma relevante do antirrealismo sem o paradoxo. Propostas incluem
Chalmers (2012), Dummett (2009), Edgington (2010), Fara (2010), Hand (2009,2010), Jen-
kins (2005), Kelp & Pritchard (2009), Linsky (2009), Hudson (2009), Restall (2009), Tennant
(2009), Alexander (2013), Dean & Kurokawa (2010), Proietti (2016).

Chalmers (2002, 2012: chap. 2), por exemplo, defende a ideia que, dada suficiente
informagao qualitativa sobre 0 mundo, nés poderiamos em principio saber o valor de verdade
de qualquer assergdo. Mais especificamente, a sua tese do escrutinio diz que, se D é uma
descricao qualitativa completa do mundo, ento, para todo 1", é conhecido a priori que D
implica (materialmente) 7. Notoriamente, o paradoxo da cognoscibilidade ndo ameaga a
assercao de que conjungdes de Fitch verdadeiras séo derivaveis a priori de uma descri¢do
completa do mundo.

Dummettvé Vp(p — ——Kp) como a melhor expresséo da sua forma de antirrealismo
e aceita as suas consequéncias intuicionistas de bragos abertos. Edgington defende seu
principio da cognoscibilidade (a saber, se atualmente p, entdo é possivel saber que atual-
mente p) ao argumentar por algum tipo de cognoscibilidade transmundana—especificamente
naqueles casos em que o conhecedor meramente possivel compartilha o historico causal re-
levante com o0 mundo atual. Hand defende o antirrealismo ao indicar a distingéo entre tipos
de verificagdes e seus tokens de performances, e argumenta que a existéncia de um tipo
de verificagdo n&do implica que ela seja performavel. A ligdo aqui € que a antirrealista deve
pensar sobre a verdade ndo tanto em termos da performabilidade de procedimentos de ve-
rificagdo, e mais em termos da existéncia de tipos de verificacdo. E Linsky arregimenta os
principios epistémicos e o raciocinio com uma teoria dos tipos. O debate acerca da me-
lhor caracterizagao de um antirrealismo semantico ira muito além do escopo deste verbete.
Quanto a prova da cognoscibilidade em si, segue ndo havendo consenso sobre se ela esta
errada, e onde estaria errada.

Discussdes de nicho sobre o paradoxo que ndo cabem em nenhuma dessas segdes
incluem o novo paradoxo da felicidade em Salerno (2018); o argumento de Kvanvig (2010) de
que o paradoxo ameaga o cristianismo em si, dada a sua doutrina da encarnagéo de Cristo; e
o0 argumento de Cresto (2017) de que o principio da cognoscibilidade levanta dividas sobre
o principio da reflexao como um requerimento da racionalidade.
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() Paradoxo de Sorites'

Titulo Original: Sorites Paradox
Autores: Dominic Hyde e Diana Raffman
Tradug&o: Daniel Alves da Silva Lopes Diniz
Revisdo: Alan R. Antezana

O paradoxo de sorites se originou em um antigo quebra-cabega que parece ser gerado
por termos vagos, ou seja, termos com limites de aplicagéo indefinidos (“borrados” ou “difu-
s0s”). “Calvo”, “amontoado’, “alto”, “velho”, e “azul” séo exemplos paradigmaticos de termos
vagos: ndo ha uma linha clara que separe as pessoas que s&o calvas das que nao séo, ou
objetos azuis de verdes (portanto, ndo azuis), ou pessoas velhas de pessoas de meia-idade
(portanto, ndo velhas). Como o predicado “amontoado” tem limites indefinidos, parece que
nenhum gréo de trigo em particular pode fazer a diferenga entre um nimero de gréos que
constitui um amontoado e um nlmero que ndo constitui. Portanto, ja que um gréo de trigo
néo forma um amontoado, segue-se que dois gréos também n&o formam; se dois néo for-
mam, entdo trés nao formam; e assim por diante. Esse raciocinio leva a concluséo absurda
de que nenhum numero de graos de trigo forma um amontoado.

A mesma forma de raciocinio é familiar a vida cotidiana. Dorothy Edgington observa
(Edgington, 1996, p. 296):

Existe o paradoxo do amanha: a tarefa desagradavel que precisa ser feita,

'HYDE, Dominic; RAFFMAN, Diana, “Sorites Paradox’, In: ZALTA, E. N. (ed.). The Stanford Encyclopedia
of Philosophy (Summer 2018 Edition). Stanford, CA: The Metaphysics Research Lab, 2018. Disponivel em:
https://plato.stanford.edu/archives/sum2018/entries/sorites-paradox/.

A seguir estd a tradugdo da entrada sobre o Paradoxo de Sorites de Dominic Hyde e Diana Raffman na
Stanford Encyclopedia of Philosophy. A tradugéo segue a versdo da entrada nos arquivos da SEP em https:
IIplato.stanford.edu/archives/sum2018/entries/sorites-paradox/. Esta vers&o traduzida pode diferir da verséo
atual da entrada, que pode ter sido atualizada desde 0 momento desta tradug@o. A versdo atual esta locali-
zada em https://plato.stanford.edu/entries/sorites-paradox/. Agradecemos ao Prof. Dr. Edward N. Zalta pela
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mas tal que é sempre indiferente se ela ¢ feita hoje ou amanhé; o paradoxo
da pessoa em dieta: eu ndo me importo com a diferenga para 0 meu peso que
um chocolate fara.

O quebra-cabega pode ser expresso como um argumento do modo mais simples usando
modus ponens:

+ 1 gréo de trigo nao forma um amontoado.
+ Se 1 grdo nao forma um amontoado, entdo 2 graos ndo formam um amontoado.

+ Se 2 graos ndo formam um amontoado, entdo 3 grdos nao formam um amontoado.

+ Se 999.999 grdos ndo formam um amontoado, entdo 1 milhdo de gréos nao formam
um amontoado.

Portanto,
+ 1 milhao de gréos ndo formam um amontoado.

O argumento é um paradoxo porque um raciocinio aparentemente impecavel a partir de
premissas aparentemente impecaveis gera uma falsidade. A partir da premissa de que um
milhao de graos formam um amontoado, o argumento pode igualmente ir na diregao oposta:
se um milhao de gréos formam um amontoado, entédo um milh&o de graos menos um formam
um amontoado, se um milh&o de grdos menos um formam um amontoado, entdo um milhao
de grdos menos dois formam um amontoado, etc. Segue-se de forma absurda que até
mesmo um unico gréo forma um amontoado. Logo, o raciocinio soritico parece mostrar
tanto que nenhum numero de grdos forma um amontoado quanto que qualquer nimero de
gréos forma um amontoado.

Que conclusao devemos tirar desse resultado inconveniente? Ha algo errado com o
argumento paradoxal, ou o uso de predicados vagos realmente leva ao absurdo?? Em parte
porque usamos essas palavras comuns exitosamente o tempo todo, e normalmente néo

2Qutras classes de palavras—por exemplo, verbos, advérbios, nomes, e mesmo indexicais—também parecem
ser soriticas, mas os predicados receberam mais atengéo na literatura. Confira, por exemplo, Ellis (2004) para
uma discussao relevante.
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incorremos em absurdos como esses acima, a maioria dos tedricos da vagueza supde que
0 paradoxo ¢ solucionavel, ou seja, que o argumento paradoxal é defeituoso e podemos
descobrir o defeito. No que se segue, consideramos algumas das principais tentativas de
resolvé-lo.

1. O sorites na historia

O filésofo megarico Eubulides (século IV a.C.) é geralmente creditado pela primeira for-
mulag&do do quebra-cabega (0 nome “sorites” deriva da palavra grega soros, que significa
“amontoado”). Embora néo saibamos suas motivagdes para introduzi-lo (junto com varios
outros quebra-cabegas lendarios), o paradoxo foi mais tarde usado por filésofos gregos como
uma arma dialética, mais notavelmente pelos céticos contra as alegagdes de conhecimento
dos estoicos.

Curiosamente, o paradoxo atraiu pouco interesse subsequente até o final do século XIX.
Filésofos marxistas na tradigdo neo-hegeliana, como Plekhanov (1908, [1937], p. 114), cita-
ram o paradoxo como evidéncia tanto do fracasso da légica “costumeira”, quanto da utilidade
da “légica da contradigdo”. Dessa forma, alguns marxistas buscaram estabelecer o triunfo da
dialética. Enquanto isso, na filosofia anglo-americana, a légica formal recuperou seu lugar
central, e sua formalizag&o classica ndo deixou espago para a vagueza da linguagem natu-
ral. A vagueza e o paradoxo associado foram vistos como excedendo o escopo da légica e,
portanto, ndo representando nenhum desafio a ela. No entanto, desde o fim das doutrinas de
linguagem ideal da segunda metade do século XX (ver §3.1), o interesse nas idiossincrasias
da linguagem natural, incluindo sua vagueza, aumentou muito.

2. Diferentes formulagées do paradoxo

Pelo menos trés condigbes devem ser satisfeitas para que um argumento seja uma ins-
tancia do paradoxo de sorites. (1) Deve ser possivel construir uma série de sorites para o
predicado em questao, a saber, uma ordenacéo finita de valores em uma dimensé&o decisiva
para a aplicagdo do predicado. Uma série de sorites para “alto” € uma ordenacdo na di-
mens&o de altura (uma ordenacao de alturas); para “velho”, uma ordenagéo na dimensao de
idade (uma ordenago de idades), e assim por diante. (2) Valores adjacentes na série devem
ser apenas incrementalmente diferentes, isto €, ou indiscriminaveis, ou apenas ligeiramente
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diferentes. Uma diferenga incremental deveria garantir que, se um predicado vago aplica-se
a um objeto de um par de vizinhos, aplica-se igualmente ao outro (como em Wright—por
exemplo, Wright (1975)—a propriedade de se aplicar ao longo de diferengas incrementais
em uma dimensao decisiva é frequentemente chamada de tolerancia de um termo vago).
(3) O predicado deve ser verdadeiro para o primeiro valor na série e falso para o ultimo.

O paradoxo é frequentemente apresentado na forma condicional discutida acima. Mais
formalmente: seja ® um predicado soritico e seja «,, (onde n € um nimero natural) a re-
presentacdo de um valor em uma série de sorites para ®. Entao o paradoxo pode ser repre-
sentado da forma mais simples deste modo, usando modus ponens:

<I>oé1

Se @, entdo @,

Se ¢, entao @,

etc.

Sed,  entdod,

®_  (onde n pode ser arbitrariamente grande)

%)

Sorites condicional:

Uma formulagéo diferente do paradoxo substitui o conjunto de premissas condicionais por
uma generalizagao universal e procede por indugdo matematica. Seja n uma variavel sobre
0s nlmeros naturais, e seja Vn(...n ...) a afirmagdo de que todo numero n satisfaz a
condi¢do (... n ... ). Além disso, representemos a afirmagéo “para todo n, se «,, € ¢ entdo

a1 € @7 COMO V(P — P, )"
Doy
Sorites de indugéo matematica:  Vn(®ca,, — ®a,, )
vn(Pa,,)

Por exemplo, como um homem com 1 fio de cabelo na cabega é calvo, e como, para qualquer
numero n de fios de cabelo, se um homem com n fios de cabelo é calvo, entdo também o é
um homem com n + 1 fios de cabelo, entao todo nimero n é tal que um homem com n, fios
de cabelo na cabega é calvo.

Outra verséo do quebra-cabega ¢ a variante de forma indutiva. Sabemos que uma série
de sorites para “calvo” contém alguns niimeros de cabelos tais que homens com aqueles
numeros de cabelo ndo sao calvos. Pelo principio de menor nimero (equivalente ao principio
de indug&o matematica), deve existir um nimero minimo, digamos ¢ + 1, tal que um homem
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com ¢ + 1 cabelos na cabega néo é calvo. Ja que um homem com 1 cabelo na cabeca
¢ calvo, segue-se que ¢ + 1 deve ser maior que 1. Assim, a série contém um numero de
cabelos n ( = i) tal que um homem com n cabelos é calvo, ao passo que um homem
com n + 1 cabelos ndo 0 é. Seja 3(...n ... ) a assercdo de que um numero n, satisfaz a
condigéo (... n ... ). Esquematizamos entdo esse ultimo raciocinio desta forma:

Doy
Sorites de tragamento de linha:  ~Vn(®a,,)

As formas de desenho de linha e indutiva do quebra-cabega ilustram bem o impasse soritico;
aparentemente, usuarios competentes de “calvo” devem, e ndo devem, tragar uma linha na
série. Por conveniéncia, no que se segue, a maioria dos exemplos é colocada em termos
das formas condicional ou indutiva do paradoxo. Certamente, uma resolugédo adequada do
sorites presumivelmente precisara desarmar todas as suas versoes.

Devemos mencionar também uma vers&o informal do paradoxo, conhecida como “sori-
tes de marcha forgada” (Horgan (1994a); Soames (1999)). Aqui ele é descrito em termos de
classificagdes hipotéticas que seriam feitas por uma falante competente percorrendo uma
série de sorites passo a passo. Uma falante competente deve dizer que um Unico grao de
trigo ndo forma um amontoado; mas se isso esta correto, entdo ela também deve dizer que
dois grdos ndo formam um amontoado; e que trés graos ndo formam; e assim por diante, até
ela dizer que um milh&o de graos, por exemplo, ndo formam um amontoado. Como veremos,
o0 paradoxo da marcha forgada desempenha um papel importante em varios tratamentos do
paradoxo.

Vale a pena notar que a definigdo popular de vagueza em termos de soriticalidade (por
exemplo, Wright (1976); Bueno and Colyvan (2012)) pode muito bem estar incorreta. Se o
sorites € uma falacia solucionavel, como acredita a maioria das teéricas da vagueza, entdo
a vagueza ndo &, afinal, uma fonte de paradoxo. Talvez alguém diga que, mesmo depois
que o diagnostico correto do quebra-cabega tenha sido descoberto, 0 argumento permane-
cera um paradoxo porque ainda parecera consistir em um raciocinio incontestavel a partir
de premissas verdadeiras para uma concluséo falsa. Mas essa visao torna a vagueza uma
propriedade contingente demais; dado tudo que sabemos, uma vez que tenhamos desco-
berto a solugao adequada para o quebra-cabega, a premissa maior ndo parecera verdadeira
mais. Pode parecer verdadeira aos nao iniciados, mas esta também seria uma maneira
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duvidosa de definir a vagueza—a saber, como a propriedade de gerar um argumento que
anteriormente parecia, ou parece aos ndo iniciados, paradoxal. Bueno and Colyvan (2012)
dizem que “um predicado é vago apenas no caso de poder ser empregado para gerar um
argumento de sorites”. Mas 0 que “pode ser empregado” significa aqui? Se um argumento
de sorites & uma falacia, um predicado vago nao pode ser corretamente empregado nele. O
critério seria que um predicado vago é um termo que, quando empregado incorretamente,
temporariamente parece (aos néo iniciados?) gerar um paradoxo de sorites (Raffman, 2014,
p. 18-19)?

O mais provavel é que a soriticalidade seja uma caracteristica iluséria de palavras como
‘velho’ e “rico”; sua vagueza é real. Se isso estiver correto, entdo a soriticalidade aparente
pode ser melhor vista como um sintoma temporario de vagueza, ou talvez como um elemento
de sua “caracterizagao superficial” (Smith (2008), por exemplo, p. 132; veja o terceiro capitulo
de Smith para uma vis&o perspicaz sobre 0 que é vagueza).

3. Respostas ao paradoxo

Como com qualquer paradoxo, quatro tipos gerais de respostas parecem estar disponi-
veis. Alguém poderia:

1. Negar que a ldgica aplica-se a expressdes soriticas.

Alternativamente, alguém poderia aceitar que o paradoxo é um argumento legitimo ao qual
alogica se aplica, mas negar sua corretude ao

2. Rejeitar alguma(s) premissa(s), ou
3. Negar que ele seja valido.
A resposta mais drastica seria
4. Acolher o paradoxo e concluir que expressdes vagas Sao ou incoerentes ou vazias.

No que se segue, consideramos os principais tratamentos filoséficos do sorites e as formas
com que eles usaram essas estratégias para desfazer o quebra-cabeca.
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3.1 Abordagens de linguagem ideal

Comprometidos como estavam com doutrinas de linguagem ideal, ndo é surpreendente
encontrar Frege e Russell (veja as entradas sobre Gottlob Frege e Bertrand Russell) bus-
cando uma resposta do tipo (1) (por exemplo, Frege (1903); Russell (1923)). Diz-se que um
atributo-chave da linguagem ideal € sua precisao; portanto, a vagueza da linguagem natural,
incluindo todas as expressdes soriticas, € um defeito a ser eliminado. Se isso estiver cor-
reto, entdo, ao contrario do que muitas tedricas acreditam, os termos soriticos ndo podem
ser coligidos para desafiar a logica classica. A légica simplesmente nao se aplica a eles.
Ecoando essa resposta, Quine (1981, p. 31-37) argumenta que, embora a eliminagao de
termos vagos possa incorrer em algum custo para as formas comuns de falar, € um custo
que vale a pena pagar na medida em que nos permite preservar a “doce simplicidade” da
l6gica classica.

No entanto, com o fim das doutrinas de linguagem ideal e 0 subsequente renascimento
do interesse pela linguagem comum, a vagueza nao é mais considerada uma propriedade
superficial ou facilmente dispensavel. Se a logica tem alguma forga, ela precisa se aplicar
a linguagem natural como ela é; expressdes soriticas sdo inevitaveis e o paradoxo deve
ser encarado de frente. Respostas do tipo (2) fazem exatamente isso e sao a familia mais
comum de respostas. A légica é vista como aplicavel a linguagem natural, em particular ao
argumento paradoxal, e este ultimo é diagnosticado como baseado em uma premissa falha.

3.2 A teoria epistemicista

A maioria das tedricas da vagueza concebe a vagueza como um fendémeno semantico,
de alguma forma oriundo dos significados de palavras como “alto” e “velho”. Como veremos,
teorias semanticas tipicamente introduzem logicas e/ou semanticas especiais ndo classicas
para resolver o paradoxo (e acomodar o fendbmeno de casos limitrofes). Em contraste, as
epistemicistas pensam que a vagueza é apenas uma forma de ignorancia: termos vagos tém
limites nitidos cujas localizagbes nos estdo ocultas. Amontoados séo, de fato, nitidamente
separadas dos ndo-amontoados, e alturas altas s&o nitidamente separadas das alturas mé-
dias, mas ndo podemos descobrir onde essas divisdes estdo (ver, por exemplo, Sorensen
(1988, 2001); Williamson (1994, 1995, 2000); Fara (2000, 2008); Rescher (2009)). Nessa
visdo, 0 paradoxo sorites é eliminado imediatamente: a premissa maior, ou uma das premis-
sas condicionais, é simplesmente falsa. E a bivaléncia é preservada: qualquer aplicagao de
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uma expressdo vaga é ou verdadeira ou falsa, embora nem sempre possamos saber qual.

Quais fatos sobre 0 mundo, ou a linguagem natural, ou falantes competentes, pode-
riam servir para fixar limites nitidos para palavras vagas? De acordo com Williamson (por
exemplo, Williamson (1995, p. 184)), o significado sobrevém ao uso; em outras palavras,
as localizagdes dos limites nitidos de uma expressao vaga sdo uma fungéo das disposicoes
dos falantes de usé-la como usam. Na medida em que o uso de uma express&o vaga va-
ria ao longo do tempo, seus limites podem ser instaveis. Claro, ndo podemos conhecer a
totalidade dessas disposi¢des, e ndo conhecemos a fungéo relevante; e nossa ignoréncia
desses fatores interdita um caminho para o conhecimento das localizagdes dos limites da
expressao.

Outra rota possivel para o conhecimento das localizagdes dos limites € interditada pelo
fato de que nosso conhecimento da aplicagdo de uma expressdo vaga € inexato. O conhe-
cimento inexato é governado por principios de margem de erro, a saber, principios da forma
‘se x e y diferem incrementalmente em uma dimensao decisiva e x é sabidamente ® (velho,
azul, etc.), entdo iy é ®”.% Por exemplo, quando o conhecimento & inexato, podemos saber
de um objeto azul que ele é azul somente se objetos cujas cores sao incrementalmente di-
ferentes também forem azuis—portanto, somente em casos claros. Em contraste, na regido
limitrofe ou “penumbral” de uma série de sorites para “azul’, onde o limite se encontra, um
certo tom de azul é apenas incrementalmente diferente de (e na verdade pode parecer o
mesmo que) um tom que n&o é azul; e ndo podemos saber onde se encontra essa dife-
renga. Consequentemente, se classificarmos o tom anterior como azul, essa classificagao
esta correta por sorte e, portanto, ndo constitui conhecimento. Na suposicao plausivel de
que ver que um certo x € azul é suficiente para saber que x é azul, segue-se que algumas
coisas azuis s&o tais que ndo podemos ver que sao azuis, mesmo sob condigdes ideais de
visdo.

As virtudes e 0 apelo da teoria epistémica sdo significativos, e ela angariou sua parcela
de apoiadores. Ao mesmo tempo, essa visdo pode ser dificil de aceitar. Até mesmo suas
proponentes admitem que o epistemicismo € intuitivamente implausivel, e parece multiplicar
mistérios. Como uma primeira aproximagao, a epistemicista diz que

as expressdes vagas tém limites nitidos e desconhecidos que s&o fixados por
uma fungdo desconhecida de seus padres de uso incognosciveis (ou seja,

SWilliamson (1992, p. 161) afirma que, ao contrario de principios de tolerancia, principios de margem de erro
ndo geram um paradoxo.
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nao totalmente conheciveis).

No entanto, parece que a fungao também deve ser incognoscivel, ndo apenas desconhecida;
pois como poderiamos reconhecé-la se nos deparassemos com ela? Como poderiamos
dizer se tinhamos obtido a fungao correta, senéo determinando se ela gera os limites corretos
como seus valores? Se isso estiver certo, entdo a tese da epistemicista deve ser, na verdade,
que

termos vagos tém limites nitidos e desconhecidos que séo fixados por uma
fung&o incognoscivel de seus padrdes de uso incognosciveis (Raffman, 2014,

p. 10).

Certamente, explicagdes s&o fornecidas para nossa ignorancia irremediavel nesses casos:
por exemplo, ndo podemos saber onde estao os limites nitidos porque nosso conhecimento
€ inexato, e ndo podemos saber o padrao total do uso da expressédo porque “os dados séo
infinitos” (Williamson, 1995, p. 184—185), e assim por diante. Nao obstante, o epistemicismo
pode soar como uma histéria do tipo “¢ assim porque é assim”.* Veja §5.1 para uma discus-
sao mais aprofundada sobre Williamson.

Graff Fara defende uma linha diferente de epistemicismo (Fara, 2000, 2008). Akerman
and Greenough (2010, p. 277) observam que a perspectiva dela

é uma forma de epistemicismo em que predicados vagos tracam fronteiras
nitidas e bivalentes.> Ao contréario do epistemicismo de Sorensen (1988) e
Williamson (1994, 1995), no entanto, é constitutivo da vagueza que a fronteira
possa se deslocar em fungao de mudancas [nos interesses dos falantes].5

“A defesa do epistemicismo de Williamson apoia-se fortemente na afirmag&o de que outras resolucdes do pa-
radoxo s&o insustentaveis, mas alguns dos seus principais argumentos negativos sao vistos como peti¢des de
principio; ver, por exemplo, Wright (1995, p. 135-8) e Raffman (2014, p. 95-96), para discussé&o.

SFara (2000, p. 70) escreve: “nas conversas em que temos oportunidade de usar expressées vagas como “alto”
[...] sera simplesmente um fato bruto que havera uma altura minima [...] da qual é verdade dizer que [é alta]...
Qualquer quantidade menor [de altura] simplesmente ndo pode ser a mesma para quaisquer propositos que
estejam em vigor”.

Em Fara (2008), Graff Fara explica que a caracterizagdo de sua visio em Fara (2000) era enganosa. Na
verdade, os limites mudam em fung&o de mudangas em “o que melhor satisfaz nossos interesses—dado nosso
interesse permanente em eficiéncia resultante de [...] uma mudanca no que esta sendo ativamente considerado”
(Fara, 2008, p. 328). Stanley (2003) manifesta duvidas quanto a ideia de que predicados vagos expressam
propriedades relativas a interesses; Graff Fara responde em Fara (2008).

59



Esse limite nitido & incognoscivel entre outras coisas porque esta constantemente se mo-
vendo em uma série de sorites, mudando de localizagdo conforme os interesses do falante
tal que ele nunca o encontra (Fara, 2008, p. 328). Como Stanley (2003, p. 269) coloca,

quando procuramos por [uma] fronteira da extens&o de [uma expressao vaga]
em sua penumbra, nossa prdpria procura tem o efeito de mudar a [extens&o] da
expressao vaga de modo que a fronteira ndo esteja onde estamos procurando.

Assim, nunca podemos descobrir onde esta a fronteira, e cada premissa condicional parece
verdadeira enquanto estamos considerando-na (0 papel da relatividade de interesse no re-
lato de Graff Fara é discutido mais adiante em §3.3.4). A retengao da légica classica e da
bivaléncia é supostamente uma das principais vantagens da abordagem epistémica em re-
lacdo as outras perspectivas (por exemplo, Williamson (1992, p. 162)). Com efeito, como é
amplamente assumido que a bivaléncia implica fronteiras nitidas, muitas teéricas da vagueza
acreditam que, para todos os efeitos, o epistemicismo é a Unica teoria que pode empregar
uma semantica bivalente (por exemplo, Rosenkranz (2003); Keefe (2000)).” Em particular,
elas acreditam que nenhuma teoria semantica da vagueza pode ser classica. Desenvolvi-
mentos subsequentes langam duvidas sobre essa visdo, no entanto; veja §3.3.5.

3.3 Abordagens semanticas

Como indicado acima, a vagueza é geralmente considerada uma caracteristica seman-
tica da linguagem. E se € uma caracteristica semantica, sua légica e/ou semantica néo
podem ser classicas, ou assim diz 0 pensamento padrdo. Comegando na parte final do sé-
culo XX, uma série de logicas e semanticas néo classicas foram desenvolvidas para expres-
sOes vagas, cada uma avangando sua propria solugdo do paradoxo de sorites. O tamanho
da inovacao légica proposta varia.

A maioria das teorias semanticas da vagueza e tratamentos semanticos do sorites
concebe a aplicagcdo de um termo vago como indeterminada em uma certa gama de ca-
sos. Especificamente, em uma série de sorites para o predicado vago “®”, diz-se que é
indeterminado—nao ha “nenhuma questao de fatos’—qual valor € o Ultimo valor que é ®.
Geralmente se pensa que a indeterminagéo manifesta-se na posse do predicado de (possi-
veis) casos limitrofes. Os casos limitrofes s&o concebidos de varias maneiras: como nem

"Mas veja a referéncia a Burns (1991) em §3.3.4.
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definitivamente (ou determinadamente) ®, nem definitivamente n&o &, ou como tais que a
sentenga “x &€ ®” ndo é nem verdadeira nem falsa, nem super-verdadeira nem super-falsa,
ou nem verdadeira até o grau 1 nem falsa até o grau 1, por exemplo.2 A ideia em comum
parece ser que as regides de casos limitrofes em uma série de sorites para “®” constituem
os limites borrados do predicado; e que, como a série contém esses valores indeterminados,
a premissa principal (ou uma ou mais premissas condicionais) do paradoxo é ou menos que
verdadeira, ou simplesmente falsa. A seguir, analisamos alguns dos principais tratamentos
semanticos do paradoxo.

3.3.1  Supervaluacionismo

Em consonancia com um principio de menor mutilagdo, uma abordagem adapta a se-
mantica de supervaloragéo de van Fraassen (1966) ao paradoxo sorites, e a vagueza de
forma mais geral (por exemplo, Fine (1975); Keefe (2000)). Como resultado, ela endossa
uma légica néo bivalente que, pelo menos a primeira vista, retém a relago de consequéncia
classica e as leis classicas, ao passo que admite lacunas de valor de verdade. Nessa visao,
o desafio colocado pelo paradoxo de sorites pode ser enfrentado pela reviséo ldgica apenas
na metateoria, e uma resposta do tipo (2) é defendida. Diferentemente da concepgéo epis-
témica de vagueza, uma concepg¢ao semantica tratara como real a aparente indeterminagdo
semantica de predicados vagos. Casos limitrofes séo valores aos quais o predicado nem
definitivamente se aplica nem definitivamente néo se aplica, onde “definitivamente” recebe
uma analise semantica ao invés de epistémica. A extensao positiva de um predicado é dada
por aqueles valores aos quais o predicado definitivamente se aplica, a extenséo negativa
por aqueles valores aos quais o predicado definitivamente ndo se aplica, e 0s casos res-
tantes (penumbrais) s&o valores aos quais o predicado nem definitivamente se aplica, nem
definitivamente néo se aplica. Consistentemente com uma visao da vagueza como uma de-
ficiéncia semantica (por exemplo, Fine (1975)) ou como indecisdo semantica (por exemplo,
Lewis (1986)), as supervaluacionistas definem uma nogao de “superverdade” (“superfalsi-
dade”) como o estado de ser verdadeiro (falso) independentemente de como a deficiéncia
ou indecisdo semantica é resolvida ou precisificada, ou seja, verdadeiro (falso) em cada pre-
cisificagdo do predicado. Aplicar o predicado a algo em sua extensdo positiva resulta em

8As epistemicistas representam casos limitrofes da maneira usual, como nem definitivamente & nem definiti-
vamente ndo ®, mas eles interpretam o operador de definicdo epistemicamente: casos limitrofes ndo sdo nem
cognoscivelmente & nem cognoscivelmente ndo &.
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uma sentenca superverdadeira, enquanto aplica-lo a algo em sua extenséo negativa resulta
em uma sentenca superfalsa. Tornar equivalentes superverdade e verdade simpliciter, e su-
perfalsidade e falsidade simpliciter, resulta entdo em uma légica ndo bivalente com casos
limitrofes que originam lacunas de valor de verdade.

Com validade entdo definida da maneira usual como preservacéo da verdade (simpli-
citer), a explicagdo supervaloracionista de validade coincide com a validade classica. Em
particular, tratando leis como argumentos com zero premissas, 0 supervaloracionismo pre-
serva todas as leis classicas. Assim, apesar de seu abandono da bivaléncia, o supervalu-
acionismo valida a lei do terceiro excluido. Por exemplo, independentemente da vagueza
de “amontoado”, é logicamente verdadeiro para qualquer nimero de graos de trigo que ele
ou forma, ou nao forma, um amontoado. Como consequéncia, a semantica de supervalo-
racdo ndo é verofuncional. Ela permite instancias de disjungdes verdadeiras, nenhuma das
quais é (super)verdadeira. A conjungéo e o condicional exibem caracteristicas nao classicas
analogas.

Como todas as formas assumidas pelo paradoxo sorites sdo classicamente validas, elas
também s&o supervaluacionisticamente validas. A conclusdo da forma condicional usando
modus ponens é evitada ao notarmos que alguma premissa condicional falha em ser verda-
deira; embora, reconhecidamente, nenhuma seja falsa. O sorites condicional é valido, mas
incorreto. Mais revelador é o diagnéstico da vers&o que emprega uma premissa maior univer-
sal. Esta versdo também é considerada incorreta devido a falha de uma das premissas—a
premissa universal. O condicional universalmente quantificado ndo é verdadeiro; na ver-
dade, é falso. Embora nao haja nenhuma premissa condicional que seja falsa, €, no entanto,
verdade segundo a teoria da supervaloragéo que algum condicional é falso. Ou seja, é ver-
dade que algum n é tal que ndo é o caso de que se @, ,entdo @, (onde “®” ¢ soritico
em relacéo aos sujeitos da forma «,,).

Como a semantica de supervaloragéo admite que a falsidade de “vn(®, — @, @ )"
é logicamente equivalente a verdade de “In(®, & ~®, )" aforma de linha tragada
do sorites é correta: é supervaluamomshcamente vallda p0|s classicamente valida, e suas
premissas sdo incontestavelmente verdadeiras. O que a semantica de supervaloragdo alega
fornecer é uma descri¢éo formal de como, ao contrario das aparéncias, tal concluséo poderia
ser verdadeira; é verdadeira porque ¢é verdadeira ndo importa como se resolva a indetermi-
nac&o do termo vago envolvido (ou seja, o predicado soritico).

Dessa forma, os paradoxos de sorites sdo considerados resolvidos. Com a vagueza
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vista como um fenémeno semantico, a semantica classica ndo é mais apropriada como se-
méantica de uma linguagem vaga, e a semantica de supervalorag&o € proposta em seu lugar.
Uma preocupagao imediata diante dessa solugdo é o fato de que ela, em Ultima analise,
trata a indugao matematica e as formas de linha tragada do sorites da mesma maneira que a
teoria epistémica, conservadora logicamente, o faz. Somos forgados a aceitar a verdade sa-
bidamente contraintuitivade “In(®,, &~®,, ) que parece postular a existéncia de uma
fronteira nitida, embora a existéncia de tal frontelra seja exatamente o que a teoria seméntica
da vagueza pretende negar. Supervaluacionistas respondem negando que a conclusao do
sorites de linha tragada expresse a existéncia de uma fronteira nitida. Embora comprometi-
dos com a afirmacéo expressa por a precisdo semantica € capturada devidamente apenas
pela expresséo e isso é claramente negado pela teoria supervaluacionista. Embora seja ver-
dade que existe algum ponto de corte, ndo existe um ponto em particular em relagéo ao qual
€ verdade que ele € o ponto de corte. Uma vez que apenas o ultimo tipo de ponto de corte é
considerado um limite nitido, nenhum compromisso ¢ feito com tal limite sobre o qual somos
ignorantes (em oposicéo a tedrica epistemicista).

Com essa explicagdo, no entanto, surgem duvidas quanto a adequagao da logica. Nao
apenas (b) deve ser encarado apropriadamente como representando a precisdo semantica
de “®”, mas também devemos estar preparados para admitir que algumas afirmagdes exis-
tenciais podem ser verdadeiras sem ter nenhuma instancia verdadeira, bloqueando assim
qualquer inferéncia de (a) para (b). Assim como a falha do principio metatedrico da bivalén-
cia em conjunto com a reteng&o da lei do terceiro excluido compromete a supervaluacionista
com a presenga de disjungdes verdadeiras sem disjuntos verdadeiros, da mesma forma de-
vemos permitir um comportamento néo padréao analogo na teoria de quantificagéo da logica.
Com efeito, os aspectos contraintuitivos da teoria epistemicista sdo evitados apenas medi-
ante um custo para outras intuigbes.

Neste ponto, a supervaluacionista pode procurar explicar essas anomalias semanticas
mostrando como elas s&o exigidas por uma compreens&o adequada do fendmeno subja-
cente da vagueza. Mais precisamente, a sugestdo é que uma viséo da vagueza como me-
ramente semantica, nao refletindo nenhum fenémeno subjacente de vagueza metafisica (ou
seja, uma visdo da vagueza como meramente representacional) pode embasar uma abor-
dagem supervaluacionista. Fine (1975) parece promover essa visao representacional ao
defender a lei do terceiro excluido, por exemplo, e Varzi (2001), entre outros, também de-
fendem o supervaluacionismo dessa forma. Se bem-sucedida, tal defesa também forneceria
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uma justificativa virtuosa da ligagdo comum de facto entre a teoria do supervaluacionismo e
uma visao representacional da vagueza. Se é essa a explicacdo a ser buscada, entdo a ma-
quinaria formal do supervaluacionismo resolve o paradoxo apenas em conjungao com uma
negagéo da vagueza metafisica. O debate metafisico estda em andamento. Keefe (2000),
por outro lado, opta por uma defesa pragmatica arriscada: embora contraintuitivas, as ano-
malias seménticas que afligem o supervaluacionismo devem ser aceitas porque integram
uma teoria que, no geral, se sai melhor do que qualquer outra; nenhuma defesa adicional é
necessaria.

Williamson (1994) aponta dois problemas adicionais que aparentemente afligem a expli-
cagdo supervaluacionista. Primeiro, inferéncias cléssicas como demonstragéo condicional,
dilema construtivo e reductio ad absurdum n&o vigoram mais em uma linguagem estendida
para expressar vagueza pela adicdo de um operador de determinag¢do “D” ou similar. A
l6gica da linguagem estendida é decididamente néo classica. Dummett (1975) oferece uma
definicdo alternativa de validade que n&o se depara com esse problema, mas Williamson
levanta outras objecdes a ela. No entanto, Graff Fara [2003] mostra que, se fortalecermos
a nogdo de consequéncia obtendo consequéncia penumbral, obtemos falhas desses princi-
pios mesmo na auséncia de um operador de determinagdo. Segundo, surgem problemas
também com relagao ao fenémeno da vagueza de ordem superior. Ao acomodar a vagueza
de ordem superior, a supervaluacionista deve admitir que o conceito de verdade que propde
(a saber, superverdade), carece de propriedades que usualmente se pensa que a verdade
tem. Ao contrario das alegagdes das supervaluacionistas, entéo, verdade nao é superver-
dade (veja Keefe (2000) para uma refutagdo).

3.3.2 Parentes do supervaluacionismo

Algumas criticas ao supervaluacionismo s&o feitas a partir de posigdes mais proximas
da prépria perspectiva da supervaluacionista, compartilhando algumas de suas percepgoes
centrais, mas também abandonando outras. Embora concordem com a resposta do tipo (2)
defendida pelas supervaluacionistas, Burgess and Humberstone (1987) discordam da reten-
¢ao (que é muito discutida), por parte da teoria, da lei do terceiro excluido, adotando em vez
disso uma variante da logica supervaluacionista que abandona a lei classica perante apa-
rentes contraexemplos fornecidos pela vagueza. Para uma discusséo e critica a partir de
uma perspectiva supervaluacionista, confira o capitulo 7 de Keefe (2000).

Outra variante do supervaluacionismo é a “légica discussiva” paraconsistente de Jas-
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kowski (veja a entrada sobre logica paraconsistente) que endossa uma resposta do tipo (3)
ao sorites condicional. Uma década antes de Mehlberg (1958) propor pela primeira vez o
que era, com efeito, um tratamento supervaluacionista da vagueza, um aluno de Lukasiewicz
(veja a entrada), Stanistaw Jaskowski, publicou uma descrigdo de uma légica que ele propu-
sera como uma logica dos conceitos vagos. Ela foi, na verdade, o primeiro sistema formal
de légica paraconsistente. Curiosamente, tanto Mehlberg quanto Jaskowski eram alunos da
Escola de filosofia de Lvdv-Varsdvia (veja a entrada) onde Lukasiewicz era professor. Abor-
dagens paraconsistentes ao paradoxo de sorites vinham sendo defendidas por marxistas por
algum tempo, com predicagdes de casos limitrofes fornecendo exemplos paradigmaticos de
situacOes dialéticas. O paradoxo era comumente citado como evidéncia da inadequacgéo
da ldgica classica; mas foi somente com o trabalho pioneiro de Jaskowski que a proposta
recebeu explicagao formal. Essa légica, as vezes agora chamada de “subvaluacionismo”
para enfatizar sua dualidade com o supervaluacionismo, que & mais familiar, representa a
indeterminacdo semantica postulada como sobredeterminagéo semantica, em vez da sub-
determinacao tipica das respostas de lacuna de valor de verdade ao fenémeno da vagueza.
Ao argumentar por uma semantica supervaluacionista para vagueza, Fine (1975) observou
que a abordagem de excesso de valor de verdade (subvaluacionista) pode ser alcangada por
uma simples reinterpretagdo da abordagem de lacuna de valor de verdade defendida nela.
Para mais informagdes sobre esse sistema e uma defesa limitada dele, veja Hyde (1997).
Para criticas, veja o capitulo 7 de Keefe (2000), e Beall and Colyvan (2001).

3.3.3 Teorias de grau e multivaloradas

Em contraste com as légicas ndo verofuncionais delineadas acima, varias légicas néo
classicas verofuncionais foram propostas, e em particular, ldgicas multivaloradas (veja a
entrada sobre logica multivaloradas). Novamente, a vagueza é vista como um fenémeno
propriamente semantico, com as indeterminagdes concomitantes fornecendo casos de sub-
determinagdo ou sobredeterminagao semantica, mas com a verofuncionalidade preservada.
As abordagens variam quanto ao numero de valores de verdade nao classicos considerados
apropriados para modelar a vagueza e desfazer o paradoxo de sorites.

Uma proposta inicial, desenvolvida pela primeira vez em Halldén (1949) e Kdrner (1960)
e reformulada em Tye (1994), usa uma logica de trés valores. A motivagéo para tal logica
€ semelhante a da supervaluacionista. Assim como um predicado vago divide objetos em
extenséo positiva, extensao negativa e penumbra, as sentencas vagas podem ser divididas
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em verdadeiras, falsas, e indeterminadas. Ao contrario da semantica de supervaloragao,
no entanto, os conectivos sdo todos definidos verofuncionalmente. Embora Halldén tenha
proposto as tabelas trivaloradas fracas de Kleene, as tabelas trivaloradas fortes de Kleene
prevaleceram como a escolha preferida. Para as tabelas relevantes, veja o apéndice de
Haack (1974). Uma variag&o recente, nesse tema, é Field (2003), que complementa as
tabelas fortes de Kleene com um condicional n&o verofuncional aprimorado e distingue a
semantica trivalorada da abordagem comum de lacuna de valor de verdade.

A resposta especifica ao paradoxo de sorites depende ainda, entdo, da definicio de
validade adotada. Uma generalizagédo comum do conceito de validade a logica multivalo-
rada envolve a designagao de certos valores. Uma sentenca vale (ou é asserivel) em uma
interpretacdo multivalorada somente se ela recebe um valor designado. A validade pode
entao ser definida como a necessaria preservacgao de valor designado. Na l6gica classica,
é claro, somente a verdade é designada e, portanto, o conceito generalizado se reduz ao
conceito classico de necessaria preservacdo da verdade. Ha entdo duas escolhas néo tri-
viais: seja o conjunto de valores designados {verdadeiro} ou {verdadeiro, indeterminado}.
A primeira proposta, defendida por Kérner e por Tye, resulta em uma resposta de tipo (2) ao
paradoxo. A Ultima proposta resulta em uma légica paraconsistente e produz uma resposta
de tipo (3) (veja a segdo sobre sistemas multivalorados na entrada sobre l6gica paracon-
sistente). Quando associada as tabelas fortes de Kleene, resulta no sistema paraconsis-
tente LP, proposto em outro lugar para lidar com o paradoxo do mentiroso e oferecido como
uma légica da vagueza em Weber (2010).

Enquanto algumas s&o motivados a adotar as abordagens trivaloradas anteriores por
sua verofuncionalidade, outras consideram as consequéncias inaceitaveis. Aquelas que,
por exemplo, acham argumentos supervaluacionistas para leis classicas plausiveis rejeitarao
assercdes de terceiro excluido as vezes nao sendo totalmente verdadeiras, ou contradicdes
as vezes ndo sendo totalmente falsas, como pode ser o caso em tais sistemas. Uma preo-
cupagéo adicional com tais abordagens, aplicavel também ao supervaloracionismo, é que a
invocada divisao tripartite de sentengas parece enfrentar objegdes semelhantes aquelas que
levaram ao abandono da divisao bipartida efetuada pela logica classica bivalorada. Devido
ao fendmeno da vagueza de ordem superior (em particular vagueza de segunda ordem),
n&o parece haver mais motivos para supor que exista uma fronteira nitida entre as senten-
gas verdadeiras e as indeterminadas ou as sentencgas indeterminadas e as sentengas falsas
do que havia para supor que exista uma fronteira nitida entre as sentencas verdadeiras € as
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falsas. O fendmeno da vagueza que orienta o paradoxo de sorites ndo sugere duas frontei-
ras nitidas mais do que sugere uma fronteira. Conceitos vagos parecem ser conceitos sem
quaisquer limites. Nenhum ndmero finito de divisdes parece adequado. Tye (1994) busca
evitar essas dificuldades empregando uma metalinguagem vaga; Sainsbury (1990) propde
que termos vagos sdo “sem limites”, e que pertencer a extensao de um predicado vago é
mais como ser atraido por um polo magnético do que como se encaixar em um nicho (como
a sabedoria convencional poderia sugerir).

Goguen (1969) e Zadeh (1975), por outro lado, sugerem substituir a logica classica de
dois valores por uma de infinitos valores de verdade. Hyde (2008) também adota essa abor-
dagem, embora a semantica de valores infinitos seja considerada um dispositivo puramente
formal e ndo um compromisso com graus de verdade (veja Cook (2002) a esse respeito).
Ldgicas de valores infinito ou difusas (veja a entrada sobre logica difusa) também foram,
no entanto, promovidas precisamente por seu reconhecimento de graus de verdade. Assim
como a calvicie apresenta-se em graus, argumenta-se que também é graduada a verdade
de sentencas que predicam calvicie das coisas. O fato de Jo&o ser mais calvo do que José
reflete-se na sentenga “John é calvo” ter um grau de verdade maior do que “José é calvo’.
Smith (2008) defende uma Iégica difusa exatamente por esse motivo.

Légicas de valores infinitos s&o entdo desenvolvidas para resolver o paradoxo de sorites
de varias maneiras. Como em todas as légicas multivaloradas, os conectivos e a validade
podem ser definidos de varias maneiras, dando origem a uma série de 6gicas distintas. Uma
proposta padrdo prossegue por meio da semantica verofuncional, de valores continuos, de
tukasiewicz (ver o apéndice de Haack (1974)). Assim como no caso trivalorado, o tipo de
resposta oferecida ao paradoxo também depende crucialmente da definicdo de validade.
Onde a validade é definida como preservagéo de valor designado e apenas o valor maximo
¢ designado, o sorites condicional admite uma resposta de tipo (2), como em Hyde (2008).
No entanto, restabelecer a validade das leis classicas nessa abordagem geral exigiria tornar
designado mais do que o valor méximo, e uma resposta de tipo (3) se segue. Em con-
traste, Machina (1976) sugere definir validade como preservagao do menor grau de verdade
possuido por qualquer uma das premissas do argumento. Nessa abordagem, os sorites con-
dicionais sdo invalidos e, portanto, novamente ocorre uma resposta de tipo (3). Edgington
(1996) expde uma teoria de graus néo verofuncional, particularmente distinta, que preserva o
principio da bivaléncia e a logica classica. Nessa abordagem, a forma condicional do sorites
¢ vélida e uma resposta de tipo (2) é defendida. Smith (2008) combina uma teoria de grau
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néo bivalente e ndo verofuncional com a logica classica por meio de uma definigdo distinta
de validade. A abordagem singular de Smith fornece outra resposta de tipo (2) ao paradoxo.

Assim como nas abordagens trivaloradas, uma série de problemas acomete as aborda-
gens de valores infinitos para a vagueza. Primeiro, onde a infinidade de valores seménticos é
encarada como modelando graus de verdade, a propria ideia de um grau de verdade precisa
de explicagdo. Segundo, se valores de verdade numéricos s&o usados, alguma justificativa
parece necessaria para as atribui¢des particulares de valor de verdade. Terceiro, as implica-
¢oes completas de abandonar a bem compreendida teoria classica em favor de uma teoria
de grau precisam ser explicadas antes que uma avaliagdo adequada de seu mérito possa
ser feita. Sobre esses pontos, veja o capitulo 2 de Sainsbury (1995), e o capitulo 4 de Keefe
(2000). Parauma defesa estendida, veja o capitulo 5 de Smith (2008). Além disso, esta longe
de ser claro se tal abordagem evita com sucesso problemas de vagueza de ordem superior.
E a suposicdo de um conjunto de verdade totalmente ordenado é excessivamente simples.
Nem todas as sentengas de linguagem natural séo comparaveis quanto a sua verdade. De-
vido a natureza multidimensional de um conceito como vermelhiddo, podemos ser incapazes
de dizer de duas manchas avermelhadas que diferem em matiz, brilho, ou saturacéo de cor,
se uma € mais vermelha que a outra. Sobre os Ultimos pontos, veja o capitulo 4 de William-
son (1994). Smith (2008, capitulo 6) argumenta que o chamado problema da vagueza de
ordem superior &, na verdade, um fendmeno distinto, e propde uma resposta distinta.

Smith defende a viséo que ele chama de plurivaluacionismo difuso, misturando elemen-
tos de teorias de grau e do supervaluacionismo. A semantica plurivaluacionista diverge da
supervaluacionista ao atribuir a cada predicado vago mdltiplas extensdes classicas precisas
(“interpretacdes aceitaveis”) e ao abandonar a nogdo seméntica de superverdade. Ele subs-
titui superverdade por “apenas um nivel de conversa” governado pela instrugéo “diga que
uma frase é simplesmente verdadeira se for verdadeira em todas as interpretacoes aceita-
veis” (Smith, 2008, p. 109-110). Smith (2008, p. 110) escreve:

A plurivaluacionista nos dira que “esta folha é vermelha” e “esta folha néo é
vermelha” ndo podem ser ditas nem simplesmente verdadeiras nem simples-
mente falsas, ao passo que “esta folha é vermelha ou ndo vermelha” pode
ser dita simplesmente verdadeira... Nao temos violagdo da verofuncionalidade
porque ndo héa nivel de fato semantico no qual [...] uma disjun¢&o recebe o va-
lor Verdadeiro, enquanto nenhum de seus componentes o é. Pois 0s Unicos
fatos semanticos sao os fatos sobre o que esta acontecendo em cada interpre-
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tacdo aceitavel—e estes sdo inteiramente classicos (portanto, verofuncionais).
O que temos é apenas um nivel de conversa sobreposto a esses fatos semanti-
cos. A conversa soa nao verofuncional, mas é na verdade epifenomenal... Ela
nao descreve literalmente uma realidade semantica nao funcional da verdade.

Embora “verdade simples” possa diferir significativamente da superverdade, a plurivaluacio-
nista endossa a nogao de que as propriedades definidas em multiplas avaliagdes (interpre-
tagdes) desempenham um papel significativo no comportamento verbal de falantes compe-
tentes.

3.3.4 Contextualismo e seus parentes

Insatisfeito com abordagens multivaloradas e supervaluacionistas, Kamp (1981) intro-
duziu uma solugao contextualista para o paradoxo. Focando-se na forma indutiva do sorites,
Kamp sustentou que toda instanciagéo da premissa maior é verdadeira em seu contexto indi-
vidual, onde um contexto consiste das sentengas (contendo o predicado dado) previamente
aceitas como verdadeiras. Para Kamp, um contexto € apenas um conjunto de sentencas.
Cada instancia é verdadeira porque seu antecedente deve ser adicionado ao contexto ope-
rativo antes que seu consequente seja avaliado, e os valores adjacentes referidos no antece-
dente e consequente sdo apenas incrementalmente diferentes. Em uma semantica classica,
a premissa maior universal seria entdo verdadeira também; mas Kamp adota uma defini¢éo
nao cléssica ditando que a premissa universal é verdadeira em contextos (i) onde suas ins-
tancias sdo verdadeiras e (ii) que permanecem coerentes quando a premissa universal é
ela propria adicionada. O problema é que adicionar essa premissa produz um contexto in-
coerente que “atribui valores de verdade opostos a mesma frase” (Kamp, 1981, p. 252).
Portanto, a premissa é falsa, apesar de todas as suas instancias serem verdadeiras. A re-
latividade contextual dessa visdo € intuitivamente atraente, e é isenta da necessidade de
explicar por que cada instancia da premissa universal parece verdadeira quando pelo me-
nos uma precisa ser falsa. Ao mesmo tempo, a semantica ndo padrao para o quantificador
universal pode parecer contraintuitiva.

Inspirada por Kamp, uma abordagem contextualista subsequente (Raffman, 1994) afirma
que a premissa maior do paradoxo é falsa, mas parece verdadeira por ao menos duas ra-
zbes. Primeiro, ns a confundimos com a afirmagéo verdadeira de que se «; € ® entéo ov; |
€ ® quando os dois valores séo considerados juntos, dois a dois. A afirmagao sobre pares,
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embora verdadeira, ndo autoriza a conclusdo paradoxal, que faz referéncia apenas a um
valor considerado individualmente. A segunda razao é uma hipotese, a saber, que a pre-
missa principal pode ser falsa, embora parecendo verdadeira, porque a falante que executa
uma marcha for¢ada sofre uma mudanga caracteristica em suas disposi¢des verbais no mo-
mento de mudar de “®@” para “ndo-®”. Essa mudanca disposicional constitui uma mudancga
de contexto (semelhante a uma mudanga de Gestalt) que permite que as extensdes coor-
denadas de “®" e de “ndo-®" mudem de modo que os valores «; e o, adjacentes ao
ponto de troca sejam agora ambos classificados como n&o-®; em particular, «; € classifi-
cada como P antes da troca, e como ndo-® depois. Assim, nenhum predicado é aplicado
de forma a distinguir entre os dois valores relativos ao mesmo contexto, e assim a falante é
capaz de mudar de “®” para “ndo-®” sem cruzar uma fronteira. A premissa maior parece
verdadeira porque falhamos em perceber que a verdade pode ser assegurada para todas as
suas instancias conjuntamente apenas mediante equivocagao de contexto.

Essa Ultima vis&o foi criticada por (entre outras coisas) aplicar-se apenas ao paradoxo da
marcha forgada, em oposi¢ao ao sorites propriamente dito; o sorites diz respeito a uma série
de valores (propriedades como cores, alturas, idades, etc.) em abstrato, independentemente
de qualquer coisa relativa as disposicdes verbais ou comportamentais de falantes. Para co-
locar a critica de outra forma, a descrigdo de Raffman pode explicar por que a premissa maior
do sorites de marcha forgada parece verdadeira, mas nao toca o paradoxo propriamente dito.
Na medida em que suas solugdes frequentemente envolvem um elemento dindmico, outros
tratamentos contextualistas do paradoxo também podem ser vulneraveis a essa objegao.

Soames (1999, 2002) sustenta que termos vagos sdo sensiveis ao contexto da mesma
forma que expressdes indexicais. Stanley (2003) objeta que, se Soames estiver certo, entao
um diagnostico do paradoxo como equivocando um parédmetro contextual implicito € inter-
ditado porque indexicais ndo admitem interpretagéo variavel em elipse de sintagma verbal.
Considere a afirmagao “José esta cansado agora e Joana também”. Tanto a primeira quanto
a segunda ocorréncia (implicitas) do indexical “agora” devem receber a mesma interpreta-
¢do: José e Joana estdo cansados ao mesmo tempo. Como resultado dessa fixidez de
interpretacéo, versdes do paradoxo de sorites que empregam essas elipses nao estao aber-
tas a solugdo contextualista, mesmo na presenca do tipo relevante de variagéo contextual.
Stanley (2003, p. 272) da o seguinte exemplo:

Se aquilo, € um amontoado ent&o aquilo, também é, e se aquilo, é, entéo
aquilo, €, e se aquilo, é, entdo aquilo, é, ..., e entdo aquilo,, é...
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onde “aquilo,” refere-se ao enésimo elemento de uma série de sorites para “amontoado”.
Se “amontoado” é indexical, como propde Soames, ndo ha como supor que sua extensao
muda de conjunto para conjunto na formulagdo de Stanley. Defendendo a contextualista,
Raffman (2005) responde negando que termos vagos sejam indexicais. Ela argumenta que,
na elipse do sintagma verbal, termos vagos devem ser entendidos no modelo de “aquele
elefante é grande, e aquela pulga também”. Aqui a extenséo de “grande” varia entre os dois
conjuntos, apesar da elipse (Ludlow, 1989).

Embora Graff Fara defenda uma solugéo epistémica para o paradoxo, ela propde uma
explicagdo contextualista dindmica para o apelo intuitivo da(s) premissa(s) condicional(ais).
Em sua vis@o, predicados vagos expressam propriedades relativas a interesses, no sentido
de que suas extensdes sdo determinadas pelo que conta como significativo para uma falante
em um momento. As premissas do paradoxo parecem verdadeiras porque um falante rea-
lizando uma marcha forgada tem um “interesse permanente em eficiéncia que [0] faz evitar
fazer discriminagbes que sdo muito custosas” (Fara, 2008, p. 327-328). Por exemplo, para
qualquer par de alturas adjacentes, incrementalmente diferentes em uma série de sorites
para “alto”: quando o falante esta considerando ativamente o par, de modo que a similari-
dade entre as duas alturas é saliente, o custo de discriminar entre elas supera os beneficios:

Suponha que meu proposito principal seja escolher uma cerejeira para o quin-
tal. Uma discriminacdo entre duas cerejeiras que sdo muito semelhantes em
altura sera muito custosa, dado meu interesse em eficiéncia. Mas a discrimi-
nagao sera ainda mais custosa quando eu estiver ativamente considerando as
duas arvores como opgdes vigentes para meu propdsito (Fara, 2008, p. 328).

Devido ao alto custo, as duas alturas em questéo serao tratadas como “iguais para os propo-
sitos presentes”, e, se uma das arvores for alta, a outra também serd. Com efeito, a aplicacéo
de “alta” & governada por uma forma de toleréncia relativa a interesses. Presumivelmente,
o interesse do falante deve invariavelmente ser em custo sempre que ele considera valores
salientemente semelhantes; em particular, seu interesse ndo pode ser substituido por um
diferente, como, digamos, um interesse na localiza¢éo da fronteira nitida.

Alguns contextualizadores, como Burns (1991), fazem uso da ideia de que os limites
nitidos de um predicado nunca estdo onde se esta olhando, para defender uma analise
puramente pragmatica do paradoxo de sorites que deixa a semantica e a légica classicas
intactas; outros veem consequéncias para a logica e a semantica e defendem uma aborda-
gem nao classica. O livro de Shapiro (2006) desenvolve uma teoria contextualista dindmica
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empregando uma variante distinta da logica e da semantica supervaluacionistas para for-
necer uma solugdo de tipo (2) para o paradoxo. Soames (1999) apela a sensitividade a
contexto para defender uma légica trivalorada de predicados vagos, postulando limites en-
tre os exemplares determinados, os ndo exemplares determinados, e os casos limitrofes.
Juntamente com a semantica forte trivalorada de Kleene, esse contextualismo nédo classico
nega a verdade da premissa maior universalmente quantificada do paradoxo, ao passo em
que também nega sua falsidade. Tappenden (1993) sugere uma abordagem trivalorada si-
milar que apela ao contexto para explicar a aparente verdade da premissa universalmente
quantificada, mas seu uso da nogéo de contexto aqui difere sutimente daquele de Kamp e
Soames. O sorites condicional também admite solu¢do. Aceitando as condi¢des de verdade
trivaloradas padréo para o quantificador universal, Soames (1999) considera que o sorites
condicional tem alguma premissa condicional que néo é verdadeira.

Para criticas € uma taxonomia util de diferentes variedades de contextualismo (com
atencdo especial a distingao entre perspectivas de “mudanca de extenséo” e “mudanca de
fronteira”), veja Akerman (2009) e Akerman and Greenough (2010).

3.3.5 A teoria de intervalos miltiplos

A teoria de intervalos multiplos (“multi-intervalos”) € uma teoria semantica da vagueza
que pretende manter a logica classica e a bivaléncia.® Aqui, a vagueza de uma expresséo
consiste em ela ter multiplas formas de ser aplicada, igualmente permissiveis e arbitraria-
mente diferentes, em relagdo a um dado contexto (Raffman, 2014, capitulo 4). Em uma
série de sorites, a vagueza de um termo reflete-se em ele ter multiplos lugares, igualmente
permissiveis e arbitrariamente diferentes, para parar de ser aplicado. Qualquer teoria ade-
quada da vagueza deve reconhecer a existéncia de lugares de parada permissiveis em uma
série sorites, uma vez que usuarios competentes de um termo vago séo obrigados a pa-
rar de aplica-lo antes do fim. Por exemplo, em uma série de sorites de idades procedendo
de uma idade claramente avancada de 90 para uma idade claramente de meia-idade (ndo
idosa, portanto) de 50, digamos para os americanos em 2018—torne o contexto téo deta-
Ihado quanto quiser—os falantes podem parar de aplicar “velho” aos 70, ou aos 67, ou 65,

%A bivaléncia é preservada em grande medida por meio de uma analise incompatibilista de casos limitrofes que
os define em termos de uma oposigao entre predicados incompativeis como “velho” e “de meia-idade” em vez
de contraditdrios como “velho” e “ndo velho” (capitulo 2 de Raffman (2014)).
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ou 63,5, etc.' Diferentes falantes parardo em idades diferentes, e 0 mesmo falante parara
em idades diferentes em ocasides diferentes. Qualquer ponto de parada especifico na sé-
rie é arbitrario, portanto sem forca legislativa; falantes ndo podem justificadamente acusar
umas as outras de erro quando param em lugares diferentes. Em contraste, um limite seria
legislativo; as falantes que falhassem em parar de aplicar “velho” nos limites deste estariam
cometendo erros. A distingdo entre limites e pontos de parada permissiveis € uma pedra
angular da abordagem multi-intervalos.

Diz-se que essa multiplicidade de aplicagdes reflete-se na semantica do predicado na
forma de mdltiplos intervalos de aplicagdo. Um intervalo de aplicagdo é apenas uma repre-
sentacéo abstrata, na semantica, de uma maneira permissivel de aplicar o predicado. Mais
formalmente: um intervalo é um conjunto de valores (por exemplo, idades) a cujas instan-
ciagdes o predicado pode ser competentemente aplicado. Em uma série de 90 a 50, um
intervalo de aplicagdo de “velho” pode conter as idades de 90 a 70, outro, de 90 a 65, outro,
de 90 a 63,5, e assim por diante; e as idades nesses varios intervalos (por exemplo, 90 a 70)
serdo instanciadas por pessoas diferentes em mundos diferentes.

De acordo com a visao de multiplos intervalos, uma sentenga aplicando um termo vago
a um determinado valor é verdadeira em relagéo a cada um dos seus intervalos que contém
esse valor, e falsa em relagdo a cada um dos outros. Alguns intervalos de “velho”, “limitrofe”,
e “meia-idade” séo exibidos na figura (Il).1. Note que cada predicado tem alguns intervalos
que se sobrepdem a alguns intervalos dos outros dois. A figura indica que, para uma pessoa
de 63 anos, a sentenga “x € velho” é verdadeira em relagdo ao terceiro, ao quarto, e ao
quinto intervalo de “velho”, e falsa em relagao ao primeiro € ao segundo. A sentenca “z é de
meia-idade” é verdadeira em relagao ao primeiro € ao segundo intervalo de “meia-idade”, e
falsa em relagdo a cada um dos outros. A sentenga “x € meio velho” é verdadeira em relagéo
a cada intervalo de “quase velho”, exceto o quarto, e falsa em relagéo ao Ultimo.

Raffman alerta contra duas confusées em potencial. (1) Intervalos de aplicagdo ndo sao
precisificagbes (Raffman, 2014, p. 102-3). Para ver porque, observe que na visdo multi-
intervalos, o predicado “limitrofe” tem intervalos de aplicagdo como qualquer outro termo
vago; intervalos de aplicacdo de “limitrofe” contém valores limitrofes. Em contraste, por sua
natureza, as precisificagdes ndo contém valores limitrofes. Segundo, um intervalo de (por
exemplo) “velho” contém apenas idades avancadas, enquanto uma precisificagéo de “velho”

10Aqui, um contexto é definido por coordenadas como dimensdes decisivas, classes de comparagéo, e categorias
contrastivas; também pode incluir propésitos, interesses das falantes, e padrdes de aplicagéo, entre outros.
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Figura (I1).1: Alguns intervalos de aplicagéo de “velho”, “meia-idade” e “velho [meia-idade]
limitrofe”.

contém idades avancadas e idades néo avangadas (de meia-idade, por exemplo). Portanto,
um intervalo contém apenas um local de parada permissivel, enquanto uma precisificagéo
contém um limite nitido. Consequentemente, em terceiro lugar, enquanto um intervalo es-
pecifica uma maneira pela qual falantes competentes podem realmente aplicar o termo, um
falante que aplicasse “antigo” conforme uma precisificagéo estaria aplicando-o (talvez erro-
neamente) como se ele tivesse limites nitidos. Em quarto lugar, a visdo de mdiltiplos interva-
los ndo contém nenhum analogo de superverdade; a verdade comum € a verdade relativa
a um unico intervalo. (2) Intervalos de aplicagdo ndo sdo (aspectos de) contextos. Entre
outras coisas, enquanto os falantes normalmente estdo (ou podem estar) cientes do con-
texto ao qual estéo relativizando, e podem escolher um determinado contexto por uma certa
razdo, eles ndo escolhem (ndo podem escolher) os intervalos aos quais relativizardo suas
aplicagbes de um termo vago. Em vez disso, os falantes simplesmente escolhem como
classificardo um determinado valor, e essa classificagdo € relativizada—automaticamente,
por assim dizer, em virtude da semantica do termo—em relagéo a cada um de seus inter-
valos que contém o valor em questdo. A relativizagao a intervalos ndo é algo que falantes
fazem. Nesse dmbito, vale notar que, enquanto os tratamentos contextualistas do sorites
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sao tipicamente pareados com um tipo distinto de seméntica para termos vagos, por exem-
plo, uma semantica epistemicista, supervaluacionista ou trivalorada, a solugdo multi-intervalo
emprega uma semantica multi-intervalo propria.

Na visdo multi-intervalos, diz-se que o sorites € resolvido porque, sob pena de equi-
vocacao de intervalos, cada linha no paradoxo deve ter seu valor de verdade relacionado
aos mesmos intervalos de aplicagéo de “velho”. E como cada intervalo contém uma ultima
idade—um ponto de parada permissivel—a premissa maior do paradoxo é falsa em relagéo
a cada intervalo do predicado para qualquer contexto.

A tedrica de multi-intervalos levanta a hipotese de que a premissa maior do paradoxo pa-
rece verdadeira porque a confundimos com duas regras pragmaticas para o uso de palavras
vagas (Raffman, 2014, p. 172-175):

1. Para qualquer termo vago “®": se «,, € a,, ; S30 apenas incrementalmente dife-
rentes em uma dimens&o decisiva, entdo qualquer aplicagdo diferencial do predicado
entre eles, ou seja, qualquer aplicagdo de “®” a um, mas nao ao outro, deve ser
arbitraria (isto é: arbitraria ao invés de ilicita).

2. Para qualquer termo vago “®”: se o, € «,, , | S80 apenas incrementalmente diferen-
tes em uma dimensé&o decisiva, entdo, se «,,, entdo « na medida em que o,
e a,, sao considerados dois a dois."

n+1

Dos seus aspectos discutidos aqui, a abordagem multi-intervalo foi criticada mais proeminen-
temente por seu comprometimento com um relativismo extremo sobre a verdade. Oponentes
objetam que uma coisa é relativizar a verdade a mundos possiveis, e a fatores contextuais
como falantes, tempos, localizacdes espaciais, classes de comparagao, interesses e pro-
pdsitos de falantes, apostas, e padres de avaliagao; e outra bem diferente é relativizar a
verdade a fatores que variam mesmo depois que todos esses parametros contextuais foram
fixados. A relatividade extremamente refinada proposta pela tedrica multi-intervalo parece
esticar a nogéo de verdade até o ponto de ruptura. Além disso, surgem questdes sobre a
vagueza (de ordem superior) do préprio predicado “intervalo de aplica¢do”; e nao esta claro
se falantes seguem uma regra como (1) acima. Veja Akerman (2014); Egré (2015); Sains-
bury (2015); Scharp (2015); Caie (2015) para essas e outras criticas; e Raffman (2015) para

"0 suporte para (1) é extrapolado de experimentos de Raffman e colegas sobre o uso de predicados de cor
(capitulo 5 de Raffman (2014)). Alguém poderia questionar, é claro, se o uso de um termo nao observacional
como “velho” ou “rico” produziria os mesmos resultados.
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algumas respostas. Embora nao haja espago para revisa-los aqui, devemos observar que
tedricas da vagueza fizeram uma variedade de estudos empiricos reveladores investigando
o uso de termos vagos por falantes comuns. S a titulo de exemplo, veja Egré (2009); Ripley
(2011); Alxatib and Pelletier (2011); Serchuk et al. (2011); Huang (2012, 2013); Egré et al.
(2013).

3.4 Aceitando o paradoxo

Vaérias filosofas endossaram uma resposta de tipo (4), tirando a conclusao radical de que
0 paradoxo € insoluvel; estamos simplesmente presos com ele. A questao entdo é o que o
paradoxo mostra. Dummett (1975), por exemplo, sustenta que predicados observacionais
vagos cuja aplicagdo € supostamente governada por uma relagéo de indiscriminabilidade
néo transitiva sdo incoerentes. Essa visdo parece fatal para a nogdo familiar de um tom
determinado de cor (veja, por exemplo, Jackson (1975); Wright (1975); Peacocke (1992);
Fara (2001); Mills (2002); Hellie (2005); Chuard (2007) para discussao).

Uma resposta de tipo (4) diferente sustenta que, ao contrario das aparéncias, 0s pa-
radoxos de sorites condicionais s&o corretos. Por exemplo, é verdade, afinal, que nenhum
numero de gréos de trigo forma um amontoado. No entanto, tal visdo imediatamente depara-
se com problemas porque os paradoxos vém em pares. Como observado acima, ha versdes
negativas e positivas do quebra-cabega dependendo de se o predicado de sorites € negado.
Aceitar todos os argumentos de sorites como corretos requer assentir a afirmagao adicional
de que, ja que um gréo de trigo forma um amontoado, qualquer nimero forma. Uma inco-
eréncia radical se segue, uma vez que ha um compromisso com todo e qualquer nimero
tanto formando quanto nao formando um amontoado. Da mesma forma, todos séo calvos e
ninguém é; todos s&o ricos e ninguém é, e assim por diante.

O problema é que a corretude de qualquer sorites condicional positivo enfraquece a
verdade da premissa incondicional da respectiva versdo negativa, e vice-versa. A menos
que se esteja preparado para aceitar uma pandemia de contradigdes na linguagem natural,
nem todos os sorites podem ser corretos. Unger (1979) e Wheeler (1979) propdem uma
aceitagdo mais restrita. Insatisfeitos com respostas de tipos (1) e (3), nés aceitamos a apli-
cabilidade e validade das normas classicas de raciocinio. No entanto, a insatisfagdo com as
respostas de tipo (2) consideradas até agora—rejeitar alguma premissa condicional—deixa
em aberto a opgéo de rejeitar a premissa menor (incondicional) ou aceita-la e, com ela, a
corretude do paradoxo. O que é defendido € a corretude daqueles sorites que negam “mon-
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ticidade”,"? calvicie, hirsutismo, riqueza, pobreza, etc. de tudo—uma resposta de tipo (4)—e
a respectiva falsidade da premissa incondicional de todas as respectivas variantes positivas

do argumento—uma resposta de tipo (2). Termos como “amontoado”, “calvo”, “cabeludo”,
‘rico”, e “pobre” ndo se aplicam a nada. Para criticas, veja o capitulo 6 de Williamson (1994).

4. Unificagao com o paradoxo do mentiroso

O paradoxo sorites tem sido tradicionalmente visto como nao relacionado de nenhuma
forma substancialmente interessante aos paradoxos semanticos, e relativos a teoria de con-
juntos, de autorreferéncia. No entanto, McGee (1991) e Tappenden (1993) propuseram um
tratamento unificado dos paradoxos do mentiroso e de sorites, com base em similaridades
entre predicados vagos e o predicado da verdade. Mais recentemente, Field (2003, p. 262)
fala sobre

certa tentagao de conectar [os paradoxos semanticos aos paradoxos da va-
gueza] ao ver os paradoxos semanticos como devidos a algo semelhante a
vagueza ou indeterminagdo em conceitos seménticos como “verdadeiro”.

Field (2008) desenvolve mais esse tema, embora seja dedicado principalmente a uma reso-
lugdo dos paradoxos do mentiroso, de Curry, e outros. A abordagem de Field é por meio de
uma légica que abandona a lei do terceiro excluido.

Algumas veem a unificagédo como muito mais claramente indicada pelo suposto fato de
que os paradoxos semanticos e de sorites séo eles préprios “de um tipo”. Assim, Colyvan
(2009) aponta para uma série de maneiras pelas quais os paradoxos podem ser considera-
dos de um tipo per se, concluindo que 0 mentiroso e o sorites sao exemplares e, portanto,
merecedores de uma solugdo similar. Priest (2010) endossa essa afirmagéo, argumentando
que tanto os paradoxos de autorreferéncia quanto o de sorites tém uma estrutura subjacente
comum, satisfagdo do que Priest chama de “esquema de fechamento”. Partindo do pressu-
posto de que essa estrutura comum basta para justificar um tratamento semelhante, Priest
defende uma resposta paraconsistente ao sorites, tendo defendido em outros lugares uma
resposta paraconsistente aos paradoxos da autorreferéncia. De fato, assim como acontece
com sentengas paradoxais, algumas frases vagas envolvendo casos limitrofes forneceréao
exemplos de contradiges verdadeiras, dialeteias.

12N.T.: a propriedade de ser um amontoado (de alguma coisa).
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5. Ligoes filosoficas

Tendo considerado varias grandes familias de respostas aos desafios I6gicos e seman-
ticos colocados pelo sorites, vale a pena refletir sobre algumas das questdes filosoficas mais
amplas que o problema levanta. Uma vez que o fendmeno profundamente intrigante da
vagueza manifesta-se primeiramente e sobretudo como um fenémeno linguistico, néo é sur-
preendente que as respostas se cruzem de varias maneiras com problemas relativos a sig-
nificado, verdade e referéncia.

5.1 Significado como uso

Um desafio colocado contra a resposta da teérica epistemicista é que, nessa viso, a
conexdo comumente assumida entre significado e uso parece ser tensionada, se néo com-
pletamente rompida (veja novamente §3.2). Embora o principio de margem de erro discutido
em Williamson (1994) possa servir para explicar como poderiamos ser ignorantes dos limites
nitidos postulados, pode-se pensar que, uma vez que nosso uso de termos vagos nao traga
limites nitidos, ele ndo poderia conté-los, dada a conexao geralmente aceita entre significado
e uso. Como Williamson (1994, p. 205) relata essa preocupagéo que outros podem ter, “a
visdo epistemicista de vagueza posiciona condi¢des de verdade como flutuando inaceita-
velmente livres de nossas disposicdes a concordar e discordar”. Parece que tal viséo deve
abandonar a ideia de que nosso uso determina o significado.

Uma resposta 6bvia € que a conexao entre significado e uso néo é tao forte quanto se
poderia supor. A natureza também pode as vezes desempenhar um papel na determinagéo
do significado, por exemplo, no caso de termos de tipo natural; mas para um predicado
como, digamos, “fino”, é improvavel que a natureza fornega o que nosso uso néo fornece.
Williamson responde ainda apontando que a tese de determinagao em questao é realmente
uma tese de superveniéncia—significado sobrevém ao uso—e essa tese pode ser aceita
pelas epistemicistas. De fato, a epistemicista ndo pode dizer exatamente como o significado
sobrevém ao uso, e ndo pode portanto calcular o significado ou as condi¢des de verdade
de uma aplicagdo de um termo vago a partir de fatos sobre 0 uso. No entanto, continua a
resposta, essa incapacidade é algo que todas as tedricas devem aceitar. Supor que a teoria
epistémica deve atender essa demanda ¢é depositar expectativas irracionais sobre a teoria
(veja Williamson (1996) e Burgess (2001) para discusséo adicional).

A tese da superveniéncia também é desafiada por consideracdes de simetria. Quando
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confrontada com um caso limitrofe de “fino”, diz 0 argumento, uma usuéria da linguagem n&o
concordara nem com a aplicagdo do termo, nem com a aplicagdo de sua negagéo. Padroes
de dissenso sdo simétricos de forma similar com relagdo as duas alegagdes.” E ainda
assim, apesar dessa simetria no nivel de uso, ela deve ser quebrada no nivel de verdade
e falsidade, onde um dos termos ou sua negagéo verdadeiramente aplica-se, conforme a
teoria; uma ou outra assercdo € verdadeira, e a outra é falsa. Se nossos padrdes de uso
deixam a questao incerta igualmente em qualquer dire¢ao, entdo como pode a verdade da
questao ser resolvida sem arbitrariedade nem um rompimento da conex&o entre significado
e uso? A resposta, sugere Williamson, esta no fato de que verdade e falsidade nao sdo
nogdes simétricas. A falsidade obtém-se na auséncia de verdade, entdo onde ha simetria
no nivel de uso, a falsidade reina. Se essa resposta € bem sucedida é debatido em Burgess
(2001) e Weatherson (2003).

5.2 VerdadeeoesquemaT

Como j& observado em conexdo com o supervaluacionismo, teorias que abandonam a
bivaléncia foram acusadas de ter que rejeitar a restricao tarskiana exigida sobre a verdade
encapsulada em seu esquema T: “p” é verdadeiro se, e somente se, p. Diz-se que a re-
jeicdo da bivaléncia no contexto do esquema T leva ao absurdo (capitulo 7 de Williamson
(1994); veja Wright (1995) para criticas). Essa acusagao aplica-se de forma mais geral a
qualquer teoria ndo bivalente de vagueza associada ao esquema T. Se validada, a pressdo
para abandonar a bivaléncia na presenga de vagueza langaria duvidas sobre uma explicagéo
deflacionaria da verdade. Muitas achar&o essa consequéncia desagradavel. Field (2008),
por exemplo, dedica-se a salvar essa explicagdo da verdade de uma série de paradoxos, e
rejeita uma abordagem de lacunas de valor de verdade.

As supervaluacionistas responderam observando que, embora 0 esquema T néo seja

[T

verdadeiro, uma tese de implicagdo mutua correspondente ndo é ameacada: “‘p’ é verda-
deiro” implica e é implicado por “p”. No entanto, a Ultima afirmagéo ¢ estritamente mais
fraca do que a respectiva afirmagao envolvendo o condicional de acordo com o supervalu-
acionismo, e podemos nos perguntar se 0 comprometimento mais fraco é suficiente para
capturar o que importa sobre a verdade (ver o capitulo 8 de Keefe (2000)). Outras discorda-

ram do argumento de Williamson apontando que, no contexto de abordagens nao bivalentes

3Essas s#o, naturalmente, afirmagdes empiricas que precisariam ser testadas.
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a vagueza, a negacgao pode ser definida de varias maneiras e que o0 argumento supde uma
rejei¢do da bivaléncia invocando uma leitura particularmente forte da negagao. Williamson
argumenta em resposta que, embora possa ser oferecida uma descrigdo apropriadamente
fraca da negacdo, o suficiente para minar 0 argumento por uma aceitacéo geral da biva-
Iéncia, no caso especial da vagueza, o fenémeno da vagueza de ordem superior fornece
0s materiais para reduzir ao absurdo, de forma semelhante, essa rejeicdo mais fraca. Ver
Williamson (1994, 193f) e Pelletier and Stainton (2003) para discuss&o adicional.

A tese entdo é que, mesmo se houvesse um sentido em que a verdade fosse néo bi-
valente e, ainda assim, satisfizesse o esquema T, disponibilizando assim uma explicagdo
deflacionaria, a natureza particular do problema colocado pela vagueza impede tal sintese.
A profundidade do problema, como evidenciado pelo fendmeno da vagueza de ordem supe-
rior, mostra que ele ndo pode ser explicado por uma rejeigao da bivaléncia apenas.

5.3 A imperscrutabilidade da referéncia

Tentativas de resolver o paradoxo de sorites também evidenciam questdes de referén-
cia. Diferentemente das respostas epistemicistas ao sorites que postulam limites imperscru-
taveis, o supervaluacionismo é frequentemente associado a uma abordagem seméntica da
vagueza aparentemente comprometida com a imperscrutabilidade da referéncia.

Considere um paradoxo de sorites usando o predicado “esta no Everest” usando a série
de discriminagdes milimétricas ao longo de uma linha do seu pico até o fundo do vale abaixo.
O primeiro ponto (0 cume) esta claramente no Everest. O Ultimo (no vale) claramente nao
estd. E ndo ha um ponto claro no meio onde tragariamos a fronteira nitida separando a
montanha de seus arredores. A vagueza ou indeterminagao que subjaz a esse paradoxo
de sorites néo &, nessa abordagem, resultado de limitagbes epistémicas, nem resultado de
indeterminac&o no proprio Everest, mas, em vez disso, surge como resultado da indetermi-
nagdo em torno do que contar como o referente do termo. De acordo com a supervaluaci-
onista, vagueza é uma questdo de indecisdo semantica, como frequentemente se coloca.
No caso em questao, simplesmente ndo ha fatos quanto a exatamente que porgéo da Terra
esta sendo referida. Ha uma gama de candidatas admissiveis, todas com igual pretensdo
de ser o Everest, entre as quais simplesmente ndo decidimos, nem (parafraseando Lewis)
alguém é estupido o suficiente para tentar. Nesse caso, sobrepondo-se ao problema da mul-
tiplicidade (veja a entrada sobre o problema da multiplicidade), a teoria compromete-se com
um termo singular “Everest’, embora aparentemente como um sintagma denotativo, sem ne-
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nhum referente determinado Unico. Isso coaduna-se com a analise muito anterior de Russell
de vagueza como “‘um-multiplicidade na denotacao”.

Como aponta Keefe (2000, capitulo 7.1), o supervaluacionismo assim entendido néo
obstante torna verdadeira a alegagéo de que ha apenas um (nitidamente delimitado) Monte
Everest (reivindicando assim uma solugao para o problema da multiplicidade, e para o para-
doxo de sorites supramencionado, ja que é verdade que ha um ponto de corte nitido para se
estar no Everest), mesmo que nao haja nenhuma montanha (nitidamente delimitada) da qual
seja verdade que é a coisa referida por “Everest” (e, portanto, nenhum ponto na montanha
do qual possamos dizer que é verdadeiramente o ponto de corte). Ha apenas um Everest,
mas ndo ha fatos sobre o que ele é.

Assim como nos problemas anteriores sobre o papel da quantificagdo existencial no
supervaluacionismo, pode-se debater se essa € uma consequéncia a ser aceita ou uma
consequéncia indesejada que enfraquece a teoria sendo avangada. E certamente surpre-
endente que a referéncia seja inescrutavel dessa forma. Além disso, tais casos néo sédo a
excecdo; dada a ubiquidade de termos singulares vagos, tais casos parecem ser a regra (ver
Lewis (1993); McGee and McLaughlin (2000); Morreau (2002)).
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Paradoxos epistémicos sdo enigmas que se voltam para o conceito de conhecimento
(“episteme” é a palavra grega para conhecimento). Tipicamente, ha respostas conflitantes
e igualmente bem qualificadas a essas questdes (ou pseudo-questdes), o que leva direta-
mente a inconsisténcias. No longo prazo, esses enigmas nos instigam e nos orientam a
corrigir ao menos algum erro profundo — quando néo diretamente acerca do conhecimento,
entdo no que concerne conceitos a ele aparentados, tais como justificagdo, crenga racional
e evidéncia.

Tais corregbes sdo do interesse de epistemologos. Historiadores datam a origem da
epistemologia quando da apari¢éo dos céticos. Como fica evidente a partir da leitura dos
didlogos de Platdo em que figura Sécrates, paradoxos epistémicos tém sido discutidos ha
dois mil e quinhentos anos. Dada a dificuldade que apresentam, alguns desses enigmas
ainda podem muito bem ser alvo de discussao pelos préximos dois mil e quinhentos anos.
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1. O Paradoxo da Prova Surpresa

Uma professora anuncia que havera uma prova surpresa semana gue vem. Sera uma
prova surpresa na medida em que os estudantes serdo incapazes de saber com antecedén-
cia em que dia a prova sera aplicada. Um estudante, contudo, objeta apontando que essa
€ uma impossibilidade: “A aula ocorre as segundas, quartas e sextas-feiras. Se a prova for
aplicada na sexta-feira, entdo quinta-feira serei capaz de prever que a prova sera na sexta-
feira. N&o seria, portanto, surpresa. Poderia a prova ser aplicada na quarta-feira? N&o, pois
na terca-feira eu saberia que a prova néo seria aplicada na sexta-feira (dado o raciocinio an-
terior) e saberia que a prova ndo ocorreu na segunda (gragas a minha meméria). Portanto, na
terca-feira eu poderia prever que a prova seria aplicada na quarta-feira e, assim, essa prova
ja ndo mais seria surpresa. A prova surpresa poderia ocorrer na segunda-feira? No domingo,
as conclusdes eliminatérias alcangadas jé estariam disponiveis para mim e, consequente-
mente, eu saberia que a prova deveria ser aplicada na segunda-feira. Por conseguinte, uma
prova na segunda-feira nao poderia ser caracterizada como surpresa. Portanto, é impossivel
ocorrer uma prova surpresa’.

Seria a professora capaz de cumprir aquilo que anuncia? Encontramo-nos numa encru-
zilhada. Por um lado, ha o argumento da eliminag&o oferecido pelo estudante. (Para uma
formalizacéo, ver Holliday 2017). Por outro lado, o senso comum nos diz que provas sur-
presa sdo possiveis mesmo quando estamos em posicdo de saber que em algum momento
elas ocorrerdo. Qualquer uma das alternativas poderia ser vista como decisiva, ndo fosse o
peso da resposta rival. Temos, assim, um paradoxo. Mas um paradoxo de que natureza?
“Prova Surpresa” é um paradoxo definido em termos do que pode ser conhecido. Mais espe-
cificamente, uma prova é considerada surpresa se, € somente se, 0s estudantes néo forem
capazes de saber com antecedéncia em que dia a prova ocorrera. Portanto, 0 enigma da
prova surpresa € considerado um paradoxo epistémico.

Paradoxos sdo mais do que surpresas edificantes. Eis uma surpresa edificante que nao
apresenta um paradoxo. A professora de estatistica anuncia que realizara questionarios ale-
atoriamente: “Havera aulas todos os dias. A cada dia eu comegarei uma nova aula rolando
um dado. Quando o resultado da rolagem for seis, eu imediatamente aplicarei um ques-
tionério. Hoje, uma segunda-feira, obtive seis na rolagem. Portanto, vocés receberdo um
questionario. A ultima questdo de seu questionario é: “Em qual dos dias subsequentes ha
a maior chance de ocorrer o préximo questionario aleatério?”. A maior parte das pessoas
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responde que ha a mesma probabilidade de ser aplicado um questionario aleatério em cada
um dos dias subsequentes. Mas a resposta correta é: Amanha (Terga-feira).

Fatos incontroversos sobre probabilidade revelam o erro incorrido e estabelecem a res-
posta correta. Para que o préximo questionario seja aplicado quarta-feira, deve haver uma
conjungéo de dois eventos: ndo ter um questionério aplicado terga-feira (com [ de chances
disso ocorrer) e a aplicagdo do questionario quarta-feira (com [ de chances). A probabilidade
de ocorrer a aplicagdo do questionario em cada dia subsequente vai tornando-se cada vez
menor (seria impressionante se o proéximo questionario sé fosse aplicado dali a cem dias!).
A questdo ndo é se havera uma rolagem resultando em seis em qualquer dos dias especifi-
camente, mas quando o proximo seis sera obtido. A obtengdo do préximo seis € um evento
que depende parcialmente do que ocorre no meio-tempo e parcialmente da rolagem do dia
especifico.

Esse enigma probabilistico € instrutivo e sera retomado no decorrer deste verbete. Con-
tudo, a existéncia de uma rapida e decisiva solu¢do a ele mostra que apenas uma reviséo
moderada de nossas crengas iniciais foi necesséaria. Em contrapartida, quando nossas cren-
gas profundas conflitam, as emendas propostas reverberam de forma imprevisivel. Tentati-
vas de se descartar uma crenga profunda voltam-se contra nés, pois os problemas gerados
ao nos distanciarmos de tais crencas demonstram sua centralidade. Frequentemente, a
crenga em questdo acaba se tornando ainda mais arraigada: “Os problemas que merecem
ser atacados provam seu valor ao revidar” (Hein 1966).

Um sinal da profundidade de uma crenga (ou ao menos de desespero) € o fato de que
comentadores comegam a rejeitar regras de inferéncia bastante plausiveis. Ha quem tenha
defendido que a Prova Surpresa invalida a lei de bivaléncia, o principio KK (de que se al-
guém esta em posicéo de saber que p, entdo também esta em posigao de saber que sabe
que p), e mesmo o principio de fechamento (se alguém sabe que p e é capaz de deduzir
competentemente q de p, entdo essa pessoa sabe que q) (Immerman 2017).

O paradoxo da prova surpresa também esta ligado a problemas que néo sao evidente-
mente paradoxos — ou a problemas cuja caracterizagao enquanto sendo paradoxos é contes-
tavel. Considere o problema de Monty Hall. H& um prémio por detras de somente uma entre
trés portas. Apos sua escolha, Monty Hall revelara o que ha atras de uma das portas néo-
premiadas. Ele dara a vocé, entéo, a opgao de trocar sua porta escolhida pela outra porta
fechada. Vocé deveria efetuar a troca para aumentar suas chances de ganhar o prémio?
Quando Marylin vos Savant respondeu que sim numa edicdo da revista Parade em 1990,
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muitos leitores — incluindo alguns académicos — a repreenderam. A solugéo adequada ao
problema foi fornecida por seu idealizador décadas antes e nunca chegou a ser esquecida
ou efetivamente criticada.

O que torna o Problema de Monty Hall interessante é o fato de que néo se trata de
um paradoxo. Sempre houve consenso entre especialistas quanto a sua solu¢do. Ainda
assim, esse problema apresenta uma série de caracteristicas psicoldgicas e socioldgicas
presentes em paradoxos. O Problema de Monty Hall é tdo somente uma ilusdo cognitiva.
O status de paradoxo também é negado aqueles que s6 encontram ironia em previsdes
auto-derrotantes, e somente embarago no “paradoxo da cognoscibilidade” (discutido abaixo).
Tratar um problema como sendo um paradoxo tende a separa-lo das demais investigagdes
que realizamos. Portanto, aqueles que querem se basear no resultado surpreendente negam
que haja um paradoxo. No maximo ele concedera que houve um paradoxo. Paradoxos
mortos s&o bons fertilizantes para a arvore do conhecimento.

Podemos aguardar futuros filosofos realizarem conexdes histéricas edificantes. O argu-
mento de eliminagao regressiva subjacente ao paradoxo da prova surpresa pode ser encon-
trado em contos populares alemaes que datam de 1756 (Sorensen 2003a, 267). Talvez os
estudiosos medievais tenham explorado esses argumentos escorregadios. Voltemo-nos, no
entanto, aos comentarios que presentemente podemos acessar.

1.1 Profecias auto-derrotantes e paradoxos pragmaticos

No século XX, a primeira reagao publica ao paradoxo da prova surpresa endossou o
argumento de eliminagéo defendido pelo estudante. D. J. O'Connor (1948) considerou o
anuncio do professor como auto-derrotante. Se a professora ndo tivesse anunciado que
haveria uma prova surpresa, ela de fato poderia ter aplicado uma prova surpresa. A ligao
de moral do paradoxo seria, portanto, que se vocé quiser aplicar uma prova surpresa, néo
anuncie sua intengéo a seus alunos!

Mais precisamente, O’Connor comparou 0 anuncio do professor a proferimentos como
“eu nao estou falando agora”. Ainda que consistentes, esses proferimentos “hao poderiam
ser verdadeiros em qualquer circunstancia concebivel” (O’Connor 1948, p. 358). L. Jonathan
Cohen (1950) concordou com essa posigao e classificou 0 anlncio da professora como
sendo um paradoxo pragmatico. Ele definiu um paradoxo pragmético como sendo uma de-
claragéo falseada por seu proprio proferimento. Assim, a professora teria ignorado o fato
de que a maneira com a qual uma declaragéo é disseminada pode acabar condenando-a a
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falsidade.

A classificagdo de Cohen é excessivamente monolitica. E verdade que o anuncio da
professora quanto a surpresa é comprometedor em ao menos um aspecto: os estudantes
agora sabem que havera uma prova. Mas esse aspecto comprometedor néo €, por si so,
suficiente para tornar a declaragéo auto-falseante. A existéncia de uma prova surpresa foi
revelada, mas isso ainda deixa incerto em qual dia a prova ocorrera. O anuincio de uma sur-
presa vindoura visa tornar uma ignorancia desinformada em uma consciéncia da ignorancia
capaz de orientar a agdo. Assim, um estudante que perde o anuncio néo fica sabendo que
havera uma prova. Se nenhum aluno o informar da prova, o estudante em completa igno-
rancia estara menos preparado para a prova do que seus colegas cientes de que néo sabem
0 dia da prova.

Anuncios séo feitos para servir a diferentes objetivos simultaneamente. A disputa en-
tre a acuréacia e a prestatividade torna possivel que um anuncio seja auto-realizante por ser
auto-derrotante. Imagine um meteorologista que avise o seguinte: “o tsunami da meia-noite
causara fatalidade ao longo da costa”. Tendo tido acesso ao aviso, amantes de espetaculos
fazem uma viagem especialmente para presenciar a onda, e alguns se afogam. Por conse-
guinte, 0 anuncio do meteorologista foi bem sucedido enquanto predigdo na medida em que
falha como aviso.

1.2 Determinismo Preditivo

Ao invés de encarar predi¢des auto-derrotantes como uma demonstragéo da maneira
com a qual a professora foi refutada, alguns filésofos interpretam que predi¢des auto-derrotantes
demonstram como o estudante é refutado. O argumento da eliminag&do sustentado pelo es-
tudante incorpora previsoes hipotéticas sobre qual dia em que a professora aplicara a prova.
Né&o estaria 0 estudante, contudo, ignorando a capacidade e o desejo da professora de frus-
trar essas expectativas? Alguns tedricos de jogos sugerem que a professora seria capaz de
derrotar essa estratégia ao escolher aleatoriamente o dia da prova.

Estudantes podem certamente ser mantidos na incerteza se a professora tiver a preten-
s80 genuina de agir de maneira aleatoria. Ela precisara preparar um questionario a cada dia
e também tera de se preparar para a possibilidade de acabar aplicando seja muitos questi-
onarios, poucos questionarios ou mesmo uma distribuigdo ndo representativa dos mesmos.

Se o0s custos dessa estratégia forem considerados onerosos, a professora pode optar
por uma alternativa: no comecgo da semana, ela seleciona aleatoriamente um unico dia. A
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identidade daquele dia sera mantida em segredo. Como o estudante s6 sabera que a prova
sera em um daqueles dias, os alunos néo conseguirdo prever o dia da prova.

Esse plano ¢ arriscado. Se, por mero acaso, o ultimo dia acabar sendo selecionado para
a aplicacdo da prova, essa deixara de ser surpresa. 1sso porque, como no cenario original, o
aluno tem conhecimento do anuncio da professora e consciéncia de que ndo ocorreu a prova
nos dias anteriores. Logo, a professora deve excluir o Ultimo dia da seleg@o aleatéria. Néo
obstante, poderia a professora acatar a sele¢ao aleatéria do penultimo dia? Ja fica claro o
raciocinio que se segue.

Outra critica a réplica do aluno ao raciocinio da professora adapta o experimento mental
de Michael Scriven (1964). Para refutar o determinismo preditivo (a tese de que todos os
eventos s&o previsiveis), Scriven supde um agente “Previsor”, o qual detém todas as informa-
¢Oes, conhecimento das leis e capacidades de calculo necessarias para prever as escolhas
dos outros. Scriven também imagina o “Escapista”, cuja principal motivagao é escapar as
previsdes. Assim sendo, o Previsor deve ocultar sua previsdo. O problema € que o Esca-
pista tem acesso aos mesmos dados, leis e capacidade de calculo que o Previsor. Logo, o
Escapista pode duplicar o raciocinio do Previsor e, consequentemente, mesmo o Previsor
ideal ndo é capaz de prever o Escapista. Assumamos que a professora é 0 Escapista e o
aluno o Previsor. O Escapista deve vencer. Portanto, é possivel fazer uma prova surpresa.

O argumento original de Scriven pressupde que o Previsor e 0 Escapista podem ter
simultaneamente todos os dados, leis e capacidade de calculo necessérios. David Lewis e
Jane Richardson objetam:

... aquantidade de calculo necessaria para permitir que o previsor conclua sua
previsao depende da quantidade de calculo feita pelo escapista, e a quantidade
de célculo necessaria para permitir que o escapista termine de duplicar o cal-
culo do previsor depende da quantidade de calculo feita pelo previsor. Scriven
pressupde que esses requisitos sdo compativeis: ou seja, que ha quantidades
de calculo disponiveis para o previsor e o escapista, de modo que cada um
tenha o suficiente para terminar seus calculos, dada a quantidade que o outro
tem. (Lewis & Richardson 1966, pp. 70-71)

De acordo com Lewis e Richardson, Scriven equivoca-se ao dizer que “tanto o Previsor
quanto o Escapista tém tempo suficiente para terminar seus calculos”. Essa frase, lida de
certa maneira, produz uma verdade: contra qualquer Escapista, o Previsor pode terminar
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seus calculos, e contra qualquer Previsor, o Escapista pode terminar seus calculos. En-
tretanto, a premissa de compatibilidade requer a leitura falsa em que Previsor e Escapista
podem ambos terminar um contra o outro.

Idealizar o professor e o0 aluno como na hipotese do Escapista e do Previsor ndo seria
suficiente para desarmar o argumento de eliminagdo do aluno. Teriamos apenas formulado
um enigma que pressupde falsamente que os dois tipos de agentes sao co-possiveis. Seria
como perguntar: “Se Bill € mais inteligente do que qualquer outra pessoa e Hillary & mais
inteligente do que qualquer outra pessoa, qual dos dois é o mais inteligente?”

O determinismo preditivo afirma que tudo é previsivel. O determinismo metafisico afirma
que ha apenas uma maneira pela qual o futuro pode ser dado, a partir da maneira com a
qual o passado ocorreu. Simon Laplace usou o determinismo metafisico como premissa
para o determinismo preditivo. Ele argumentou que, como todo evento tem uma causa, uma
descricdo completa de qualquer estagio da historia, combinada com as leis da natureza,
implica o0 que acontece em qualquer outro estagio do universo. Scriven estava apenas desa-
fiando o determinismo preditivo em seu experimento mental. A proxima abordagem desafia
0 determinismo metafisico.

1.2.1 O Problema da Presciéncia

O conhecimento prévio de uma agdo parece incompativel com ela ser uma agao livre.
Se eu sei que vocé terminara de ler este artigo amanh@, entéo vocé teré de termina-lo ama-
nha (porque conhecimento implica verdade). Mas isso significa que vocé terminara o artigo
mesmo que decida nao fazé-lo — nada pode impedi-lo. Assim, se eu sei que vocé terminara
de ler este artigo amanha, vocé néo é livre para agir diferentemente.

Talvez toda leitura que vocé faz seja compulsoria. Se Deus existe, entdo Ele sabe tudo.
Assim, a ameaga a liberdade torna-se aterradora para o teista. O problema da presciéncia
divina levanta a possibilidade de que o teismo (em vez do ateismo) impeca a livre escolha
e, portanto, impega que tenhamos qualquer responsabilidade moral.

Em resposta ao aparente conflito entre liberdade e presciéncia, os filésofos medievais
negaram que proposi¢des contingentes futuras tenham um valor de verdade. Eles conside-
raram estar estendendo uma solugéo que Aristoteles discute em De Interpretatione para o
problema do fatalismo logico. De acordo com essa abordagem que aceita uma lacuna no
valor de verdade, “Vocé terminara este artigo amanha” néo é verdade agora. A previsdo se
tornara verdadeira amanha. Um teista moralmente sério pode concordar com o Rubaiyat de
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Omar Khayyam:

Dispbe o Eterno Escriba. E havendo escrito,

A folha vira: e ndo ha ciéncia ou devogao

Que cancele uma Linha; e néo ha pranto aflito
Que risque uma palavra! Ah, todo choro é vao!

A onisciéncia de Deus requer apenas que Ele conhega cada proposigéo verdadeira.
Deus sabera que “Vocé terminara este artigo amanh&” assim que isso se tornar verdade —
mas nao antes disso.

A professora tem livre-arbitrio. Portanto, previsdes sobre o que ela fara ndo sdo verda-
deiras (antes da prova). O metafisico Paul Weiss (1952) conclui que o argumento do aluno
falsamente assume que ele sabe que o anincio é verdadeiro. De fato, 0 aluno sé pode saber
que o anuncio é verdadeiro depois que ele se torna verdadeiro — mas ndo com antecedén-
cia.

O logico W. V. O. Quine (1953) concorda com a conclus&o de Weiss de que o anincio de
uma prova surpresa pela professora falha em dar ao aluno o conhecimento de que havera
uma prova surpresa. No entanto, Quine rejeita o raciocinio de Weiss. Weiss viola a lei da
bivaléncia (a qual afirma que toda proposigao tem um valor de verdade, verdadeiro ou falso).
Quine acredita que o enigma da prova surpresa ndo deve ser respondido abrindo-se méo da
l6gica classica.

1.3 Suicidio Intelectual

Quine insiste que o argumento da eliminagao oferecido pelo aluno é apenas uma reductio
ad absurdum da suposi¢do de que o aluno sabe que o anuncio é verdadeiro (ao invés de
uma reductio do anuncio realizado pela professora). Ele aceita essa reductio epistémica, mas
rejeita a reductio metafisica. Dada a ignorancia do aluno sobre o antncio, Quine conclui que
uma prova em qualquer dia seria imprevista. Ou seja, Quine aceita que o aluno néo tem
conhecimento prévio acerca do dia da prova, mas rejeita que nao haja antecipadamente a
verdade acerca de quando a prova sera aplicada.

2N.T. No verbete é citada uma tradug&o realizada por Fitzgerald (1859) do poema originalmente escrito por Omar
Khayyam. Escolhi, entéo, reproduzir uma tradug&o da verséo de Fitzgerald realizada por Haddad (1972).
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O senso comum sugere que 0s alunos séo informados pelo anuncio. A professora esta
assumindo que o anuncio esclarecera algo aos alunos. Ela parece certa em assumir que o
anuncio dessa intengdo produz 0 mesmo tipo de conhecimento que suas outras declaragdes
de intenges (sobre quais tdpicos serdo selecionados para a aula, a escala de notas e assim
por diante).

Ha premissas céticas que poderiam levar Quine a conclusdo de que os alunos néo sa-
bem que o anuncio é verdadeiro. Se ninguém pode saber nada sobre o futuro, como alegado
pelo problema de inducdo de David Hume, entdo o aluno ndo pode saber que o anuncio da
professora € verdadeiro (veja a entrada sobre o problema da indugdo). Mas negar todo o
conhecimento do futuro para negar o conhecimento do aluno sobre o andincio da professora
€ uma medida desproporcional e exacerbada. Ndo mate uma mosca com um canhdo — a
Menos que seja uma mosca assassina € somente um canh&o seja pareo!

Em escritos posteriores, Quine demonstra reservas gerais acerca do conceito de co-
nhecimento. Uma de suas objecOes favoritas é que “saber” é uma nogéo vaga. Se o co-
nhecimento implica certeza, entdo muito pouco contara como conhecido. Quine infere que
devemos igualar o conhecimento a uma crenga verdadeira firmemente suportada. Perguntar
quéo firme essa crenga deve ser é semelhante a perguntar qudo grande algo tem que ser
para ser considerado grande. Nao ha resposta para essa pergunta porque “grande” néo tem
o tipo de limite desfrutado por palavras precisas.

N&o ha lugar na ciéncia para termos como “grande”, por causa dessa falta
de limite; mas ha um lugar para a relagéo de ser-maior-que. Aqui vemos a
retificacdo familiar e amplamente aplicavel da vagueza: renunciar ao termo
vago e apegar-se ao comparativo preciso. Mas isso ndo se aplica ao verbo
“saber”, mesmo gramaticalmente. Os verbos ndo tém flexdes comparativas
e superlativas... Acho que para propésitos cientificos ou filoséficos o melhor
que podemos fazer é desistir da nogdo de conhecimento, impraticavel, e nos
contentarmos com seus ingredientes isolados. Ainda podemos falar de uma
crenga como sendo verdadeira, e de uma crenga como mais firme ou mais
certa, para aquele que detém a crenga, do que outra (1987, p. 109).

Quine esta aludindo a generalizagao de Rudolf Carnap (1950) de que os cientistas subs-
tituem termos qualitativos (alfo) por comparativos (mais alto que) e entdo substituem os com-
parativos por termos quantitativos (ter n milimetros de altura).
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E verdade que alguns casos limitrofes de um termo qualitativo ndo s&o casos limitrofes
para o comparativo correspondente. Mas o inverso também se aplica. Um homem alto que
fica curvado pode ficar menos alto do que outro homem alto que ndo € tdo comprido, mas tem
uma postura melhor. Ambos os homens sao claramente altos. N&o esta claro que “O homem
mais comprido é mais alto”. Termos qualitativos podem ser aplicados quando uma cota vaga
¢ satisfeita sem a necessidade de se atentar aos detalhes. Apenas termos comparativos s&o
atormentados por questdes de desempate.

A ciéncia é sobre 0 que € 0 caso, em vez do que deveria ser o caso. Isso parece implicar
que a ciéncia ndo nos diz no que devemos acreditar. A maneira tradicional de preencher a
lacuna normativa € delegar questdes de justificagdo aos epistemologos. No entanto, Quine
se sente desconfortavel em delegar tal autoridade aos filésofos. Ele prefere a tese de que
a psicologia é suficiente para lidar com as questdes tradicionalmente abordadas pelos epis-
temdlogos (ou pelo menos com as questdes que ainda vale a pena tratar em uma Era da
Ciéncia). Essa “epistemologia naturalista” parece implicar que “saber” e “justificado” s&o
termos antiquados — t&o vazios quanto “flogisto” ou “alma”.

Aqueles dispostos a abandonar o conceito de conhecimento podem dissolver o paradoxo
da prova surpresa. Mas para epistemélogos que veem esperanga em respostas menos
drasticas, isso € como usar uma bomba suicida para matar uma mosca.

Nosso homem-bomba, contudo, pode protestar que as moscas foram subestimadas.
O eliminativismo epistémico dissolve todos os paradoxos epistémicos pois, de acordo com
essa perspectiva, esses paradoxos sdo sintomas de um problema com o préprio conceito de
conhecimento.

Observe que o eliminativista é mais radical que o cético. O cético acha que o conceito
de conhecimento é coerente e bem definido — nds apenas ficamos aquém de ser conhe-
cedores. Ele trata “Nenhum homem é um conhecedor” como “Nenhum homem é imortal’
— n&o ha nada de errado com o conceito de imortalidade, mas a biologia nos garante que
nenhum homem é imortal. Essa auséncia universal de conhecimento, ndo obstante, seria
chocante. Mas o potencial de nos chocar ndo deve nos levar a matar 0 mensageiro (o cé-
tico) ou declarar ininteligivel o vocabulario que compreende a mensagem (especificamente,
a palavra “saber”).

Ao contrario do mensageiro que nos diz “nenhum homem & imortal”, o cético tem dificul-
dade em nos dizer “ndo ha conhecimento”. De acordo com Sexto Empirico, uma afirmagéo
expressa a crenca de que se sabe o que é afirmado (Outlines of Pyrrhonism, |, 3, 226). Ele
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condena a afirmagéo “nao ha conhecimento” (embora néo a proposigao expressa pela afir-
mag&o) como ceticismo dogmatico. Sexto prefere o agnosticismo sobre o conhecimento ao
invés do ceticismo (entendido como “ateismo” sobre o conhecimento). No entanto, é igual-
mente inconsistente afirmar “ninguém pode saber se algo é conhecido”, pois isso transmite
a crenga de que se sabe que ninguém pode saber se algo é conhecido.

O eliminativista tem dificuldades ainda mais severas em declarar sua posi¢do do que
0 cético. Alguns eliminativistas descartam a ameaca de autoderrota tragando uma analo-
gia: aqueles que negavam a existéncia de almas eram acusados de minar uma condi¢do
necessaria para afirmar qualquer coisa. No entanto, a explicagéo do tedrico da alma sobre
tais condicdes necessarias ndo da razdes para que se negue que um cérebro saudavel é
suficiente para a realiza¢do de estados mentais.

Se o eliminativista pensa que asser¢des apenas impdem o objetivo de expressar uma
verdade, entao ele pode consistentemente afirmar que “saber” € um termo problematico. No
entanto, um epistemdlogo pode reviver a acusagao de autoderrota aoc mostrar que afirma-
¢Oes de fato requerem que o falante atribua conhecimento a si mesmo. Essa concepgéo
de asser¢des baseada no conhecimento foi recentemente apoiada por pesquisas acerca do
préximo paradoxo que abordaremos.

1.4 Loterias e o Paradoxo da Loteria

As loterias representam um problema para a teoria segundo a qual a alta probabilidade
de que uma crenga seja verdadeira € suficiente para o conhecimento. Dado que ha um
milhdo de bilhetes e apenas um ganhador, a probabilidade de “Este bilhete € um bilhete
perdedor” é muito alta. No entanto, relutamos em dizer que isso gera o conhecimento de
que essa proposicao é verdadeira.

Superamos essa relutancia depois que o bilhete ganhador é anunciado. Agora o bilhete
€ sabidamente perdedor e jogado no lixo. Mas espere! O testemunho néo fornece certeza.
Nem a percepgao ou a lembranga. Quando pressionados, admitimos que ha uma pequena
chance de que tenhamos visto mal o sorteio ou que o apresentador tenha lido mal o nimero
vencedor ou que estejamos nos lembrando mal. Enquanto estamos nesse estado de espi-
rito concessivo, somos capazes de abandonar nossa convicgao de termos conhecimento. O
cético silogiza a partir desta rendi¢&o: Para qualquer proposigéo contingente, ha uma decla-
ragdo lotérica mais provavel e que é desconhecida. Uma proposi¢do conhecida ndo pode
ser menos provavel do que uma proposi¢do desconhecida. Portanto, nenhuma proposi¢ao
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contingente é conhecida (Hawthorne 2004). Isso é demais para aceitar! No entanto, as
estatisticas do cético parecem impecaveis.

Esse paradoxo cético foi observado por Gilbert Harman (1968, p. 166), mas sua pers-
pectiva sobre o papel da causagdo no conhecimento inferencial parecia resolver o problema
(DeRose 2017, cap. 5). O paradoxo ainda bebé foi descartado como natimorto. Como o
recém-chegado n&o recebeu o costumeiro batismo de atengao, os epistemologos nao no-
taram que a derrocada da teoria causal do conhecimento significava uma nova vida para o
paradoxo da loteria de Harman.

As sugestdes comuns do cético da probabilidade sobre como podemos estar enganados
contrastam com as possibilidades extraordinarias evocadas pelo cético inspirado por René
Descartes. O cético cartesiano tenta minar vastas faixas de conhecimento com uma Unica
contra-explicacdo néo testavel a evidéncia (como a hipotese de que vocé esta sonhando ou a
hipétese de que um demdnio maligno esta enganando vocé). Essas alternativas abrangentes
sao projetadas para evitar qualquer refutagéo empirica. Ja o cético probabilistico aponta para
uma infinidade de contra-explicagdes simples. Todas sao faceis de testar: talvez vocé tenha
confundido os digitos de um niimero de telefone, talvez o agente de turismo tenha pensado
que vocé queria voar para Moscou, Russia, em vez de Moscou, Idaho, etc. Vocé pode
verificar se ha erros, mas qualquer verificagdo tem uma pequena chance de ter erros ela
prépria. Assim, sempre ha algo a verificar, dado que os problemas n&o podem ser ignorados
com base na improbabilidade.

Vocé pode verificar qualquer um desses possiveis erros, mas nao pode verificar todos
eles. Vocé ndo pode descartar essas simples possibilidades como ficgao cientifica. Esses
sao exatamente os tipos de possibilidades que verificamos quando os planos dao errado.
Por exemplo, vocé acha que sabe que tem o compromisso de encontrar uma possivel em-
pregadora para almogar ao meio-dia. Quando ela ndo aparece no horario esperado, vocé
para e pensa: Meu relégio esta atrasado? Estou lembrando do restaurante certo? Poderia
haver outro restaurante na cidade com o mesmo nome? Ela foi detida? Teria ela esquecido?
Poderia ter havido uma falha de comunicagéo?

O ceticismo probabilistico remonta a Arcesilau, que assumiu a Academia duas geragdes
apos a morte de Platdo. Esse tipo moderado de ceticismo, relatado por Cicero (Academica
2.74, 1.46) sobre seus dias como aluno da Academia, permite a crenga justificada. Muitos
cientistas acham que devem atribuir apenas probabilidades, descartando a preocupagao do
epistemadlogo com o conhecimento como antiquada.
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Apesar do inicio precoce da teoria qualitativa da probabilidade, a teoria quantitativa ndo
se desenvolveu até o estudo de Blaise Pascal sobre apostas no século XVII (Hacking 1975).
Somente no século XVIII ela penetrou na industria de seguros (embora as seguradoras te-
nham percebido que uma fortuna poderia ser feita calculando riscos com precisdo). Apenas
no século XIX a probabilidade deixou sua marca na fisica, e tdo somente no século XX os
probabilistas fizeram avangos importantes em relagéo a Arcesilau.

A maioria desses avancos filoséficos sdo reagdes ao uso da probabilidade por cientistas.
No século XX, editores de periddicos cientificos comegaram a exigir que a hipdtese dos
autores fosse aceita somente quando fosse suficientemente provavel — conforme medida
por testes estatisticos. O limite para aceitagdo foi reconhecido como um tanto arbitrario, e
também foi admitido que a regra de aceitagdo pode variar de acordo com os propésitos de
alguém. Exigimos, por exemplo, uma probabilidade maior quando o custo de aceitar uma
hipétese falsa é alto.

Em 1961, Henry Kyburg salientou que esta politica entrava em conflito com um principio
de aglomeracg&o: se vocé acredita racionalmente em p e racionalmente acredita em g, entéo
vocé racionalmente acredita em p e q. Pequenas imagens de uma cena devem formar uma
imagem maior da mesma cena. Se a crenca racional pode ser baseada em uma regra de
aceitagao que requer apenas uma alta probabilidade, havera crenga racional em uma contra-
dicao! Para ver o porqué, suponha que a regra de aceitagdo permita a crenga em qualquer
proposigao que tenha uma probabilidade de pelo menos 0,99. Dada uma loteria com 100
bilhetes e exatamente um ganhador, a probabilidade de “O bilhete n é perdedor” credencia a
crenca. Simbolizando proposigdes sobre um bilhete n ser perdedor como p,,, € “Eu acredito
racionalmente” como B, segue-se uma crenga numa contradi¢o:

1. B=(py Aps A oo A Digo)
pela regra de aceitagao probabilistica.

2. Bp; A Bpy A ... A Bpyg
pela regra de aceitagao probabilistica.

3. B(py Apy A oo Aprgo)
a partir de (2) e do principio de que crencas racionais se aglomeram.

4. B[(py Apa A APigo) A =(Py AP A APigo)]
a partir de (1) e (3) pelo principio de que crengas racionais se aglomeram.

101



Mais informalmente, a regra de aceitagdo implica isto: cada crenga de que um bilhete em
particular perdera é provavel o suficiente para justificar que se acredite nela. Por aplicagdes
repetidas do principio de aglomerag&o, juntar todas essas crencas justificadas resulta em
uma crenga justificada. Finalmente, juntar essa crenca com a crenga justificada de que um
dos bilhetes é um vencedor resulta na crenga contraditéria de que todos perderao e um
ganhara. No entanto, por aglomeragao isso também & justificado.

Como a crenga em uma contradigdo dbvia é um exemplo paradigmatico de irracionali-
dade, Kyburg apresenta um dilema: rejeitar a aglomeragao ou rejeitar regras que licenciam
a crenga para uma probabilidade menor que um. (Martin Smith 2016, pp. 186-196) adverte
que mesmo a probabilidade de um leva a inconsisténcia conjunta para uma loteria que tem
infinitamente muitos bilhetes. Kyburg rejeita a aglomeragdo. Ele promove a toleréncia a in-
consisténcia conjunta (ter crengas que ndo podem ser todas verdadeiras juntas) para evitar
acrenca em contradi¢des. A raz&o nos proibe de acreditar em uma proposi¢éo que é neces-
sariamente falsa, mas nos permite ter um conjunto de crengas que necessariamente contém
uma falsidade. A escolha de Henry Kyburg logo foi apoiada pela descoberta de um paradoxo
relacionado.

1.5 Paradoxo do Prefacio

No prefécio de Introduction to the Foundations of Mathematics, Raymond Wilder (1952,
p. iv) pede desculpas pelos erros em seu texto. A reimpressao de 1982 tem trés paginas de
errata que sustentam a humildade de Wilder. D. C. Makinson (1965, p. 205) cita o pedido
de desculpas de Wilder de 1952 e extrai um paradoxo: Wilder acredita racionalmente em
cada uma das afirmagdes apresentadas em seu livro. Contudo, como Wilder se considera
falivel, ele também acredita racionalmente que a conjungao de todas as suas afirmagdes &
falsa. Se o principio da aglomeragao for valido, (Bp & Bq) — B(p & q), Wilder acredita
racionalmente na conjungdo de todas as afirmagdes em seu livro e também desacreditaria
racionalmente na mesma coisal!

O paradoxo do prefacio ndo depende de uma regra de aceitagdo probabilistica. A crenca
do prefacio é gerada organicamente de forma qualitativa. O autor esta meramente refletindo,
de maneira humilde, sobre sua semelhanga com outros autores que sao faliveis, sobre seus
préprios erros do passado posteriormente descobertos, sobre sua imperfeigdo na verificagao
de fatos, e assim por diante.

Nesta conjuntura, muitos filésofos se juntam a Kyburg ao rejeitarem a aglomeragéo e
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concluem que pode ser racional ter crengas conjuntamente inconsistentes. A solugéo de
Kyburg para o paradoxo do prefacio levanta uma questdo metodoldgica sobre a natureza
dos paradoxos. Como paradoxos podem mudar nossas maneiras de pensar se a incon-
sisténcia conjunta for permitida? Um paradoxo é comumente definido como um conjunto
de proposicdes que sdo individualmente plausiveis, mas conjuntamente inconsistentes. A
inconsisténcia funciona como o incomodo que nos impele a remover um dos membros do
conjunto (ou como a dor que nos leva a nos afastarmos do estimulo). A titulo ilustrativo,
muito trabalho epistemoldgico orbita em torno de um antigo enigma colocado pelo regresso
da justificagdo: Qual das seguintes opgdes ¢é falsa?

1. Uma crenga s6 pode ser justificada por outra crenga justificada.
2. Né&o ha cadeias circulares de justificagao.

3. Todas as cadeias de justificagdo séo finitas.

4. Algumas crencas sdo justificadas.

Os fundacionalistas rejeitam (1). Eles tomam algumas proposigdes como sendo auto-
evidentes ou permitem que crengas sejam justificadas por nao-crengas (como percepgdes
ou intui¢des). Os coerentistas rejeitam (2), tolerando algumas formas de raciocinio circular.
Nelson Goodman (1965), por exemplo, caracterizou 0 método do equilibrio reflexivo como vir-
tuosamente circular. Charles Sanders Peirce (1933-35, 5.250) possivelmente rejeitava (3),
mas 0 primeiro a claramente rejeita-la foi Peter Klein (2007). Para um livro defendendo essa
ideia, leia Scott F. Aikin (2011). Os infinitistas acreditam que cadeias infinitamente longas
de justificagdo ndo sdo mais impossiveis do que cadeias infinitamente longas de causali-
dade. Finalmente, os anarquistas epistemoldgicos rejeitam (4) — como Paul Feyerabend,
que entoa em Contra o Método, “vale tudo” (1988, vii, 5, 14, 19, 159).

Formular um paradoxo como um conjunto de crengas individualmente plausiveis, mas
conjuntamente inconsistentes, é um feito de compresséo de dados. Mas se a inconsisténcia
conjunta é racionalmente toleravel, por que esses filésofos se preocupam em oferecer solu-
¢Oes para paradoxos como o do regresso da justificacdo? Por que é irracional acreditar nas
proposicdes (1)—(4), apesar de sua inconsisténcia conjunta?

Kyburg pode responder que ha um efeito de escala. Embora a sensagao de inconsistén-
cia conjunta seja toleravel quando difusamente distribuida por um grande corpo de proposi-
¢Oes, a sensagao passa a ser incdmoda quando a inconsisténcia torna-se localizada (Knight
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2002). E por isso que os paradoxos s&o sempre representados como um pequeno conjunto
de proposigdes. Um paradoxo € melhorado pela redug&o no numero de suas proposicoes
— como quando um membro do conjunto é exposto como supérfluo a inconsisténcia (ainda
que, a rigor, um conjunto s6 possa mudar de tamanho no sentido metaférico em que um
nUmero pode crescer ou encolher).

Se vocé sabe que suas crengas sao conjuntamente inconsistentes, mas nega que isso
cria um grande paradoxo, entdo vocé deve rejeitar a definicdo de paradoxo oferecida por
R. M. Sainsbury como “uma conclus&o aparentemente inaceitavel derivada de um racioci-
nio aparentemente aceitavel a partir de premissas aparentemente aceitaveis” (1995, p. 1).
Considere a negagao de qualquer uma de suas crengas como uma conclusao e suas cren-
gas restantes como as premissas. Vocé deve julgar esse argumento confuso como valido, e
como tendo premissas que vocé aceita, e ainda assim como tendo uma conclusao que vocé
rejeita (Sorensen 2003b, pp. 104-110). Se a conclusdo desse argumento conta como um
paradoxo, entao a negagéo de qualquer uma de suas crengas conta como um paradoxo.

A semelhanga entre o0 paradoxo do prefacio e o paradoxo da prova surpresa se torna
mais visivel por meio de um caso intermediario. O prefacio de The Emperor of All Maladies: A
Biography of Cancer, de Siddhartha Mukherjee, alerta: “Em casos em que néo havia conhe-
cimento publico prévio, ou quando os entrevistados solicitaram privacidade, usei um nome
falso e deliberadamente confundi identidades para dificultar o rastreamento” (2010, p. xiv).
Aqueles que se recusam a consentir em serem enganados sao livres para fechar a crénica
do Dr. Mukherjee, mas quase todos os leitores consideram aceitavel a troca de mentiras por
novas informagdes oferecida pelo médico. Eles antecipam racionalmente serem racional-
mente enganados. No entanto, esses leitores aprendem muito sobre a histéria do céncer.
Da mesma forma, os alunos que sdo avisados de que receberdo uma prova surpresa es-
peram racionalmente ser racionalmente enganados sobre o dia do teste. A perspectiva de
serem enganados ndo os leva a abandonar o curso.

O paradoxo do prefacio pressiona Kyburg a estender sua tolerancia a inconsisténcia
conjunta para a aceitacdo de contradi¢des, pois o exemplo original de Makinson expressa
0 pesar de um ldgico ao afirmar contradi¢des, ao invés de falsas declaragdes contingentes.
Considere um estudante de légica que é obrigado a escolher cem verdades de uma lista mista
de tautologias e contradi¢des (Sorensen 2001, pp. 156-158). Embora o modesto estudante
acredite em cada uma de suas respostas, A, A,, ..., 4,4, €le também acredita que pelo
menos uma dessas respostas é falsa — o que garantiria que ele acredita em uma contra-
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dicdo. Se alguma de suas respostas for falsa, entdo o aluno acredita em uma contradi¢&o
(porque as unicas falsidades na lista sdo contradigdes). Se todas as suas respostas do teste
forem verdadeiras, entdo o aluno acredita na seguinte contradi¢éo: —(A; AAyA...AA ).
Afinal, uma conjungao de tautologias € em si uma tautologia e a negacéo de qualquer tauto-
logia € uma contradig&o.

Se os paradoxos fossem sempre conjuntos de proposicdes, argumentos ou conclu-
sOes, entdo eles sempre teriam significado. Mas alguns paradoxos sdo semanticamente
falhos (Sorensen 2003b, p. 352) e alguns tém respostas que s&o apoiadas por um pseudo-
argumento que emprega um “lema” defeituoso que ndo tem um valor de verdade. O para-
doxo de Kurt Grelling, por exemplo, comega com uma distingao entre palavras autoldgicas e
heterologicas. Uma palavra autoldgica descreve a si mesma; por exemplo, “polissilabico” é
polissilabica, “portugués” & uma palavra em portugués,® “substantivo” € um substantivo, etc.
Uma palavra heterolégica ndo descreve a si mesma; por exemplo, “monossilabico” ndo é
monossilabica, “chinés” ndo € uma palavra em chinés, “verbo” nao é um verbo, etc. Agora, o
enigma: “heteroldgico” é uma palavra heterolégica ou autologica? Se “heterologico” é hete-
rolégica, entdo, uma vez que se descreve, é autoldgica. Mas se “heterologico” é autolégica,
entdo, como é uma palavra que ndo se descreve, é heteroldgica. A solugdo comum para esse
enigma é que “heterologico”, como definido por Grelling, ndo é um predicado bem definido
(Thomson 1962). Em outras palavras, “‘heterolégico’ é heteroldgico?” néo tem significado.
N&o pode haver um predicado que se aplique a todos e somente aqueles predicados aos
quais ele ndo se aplica, pela mesma razéo que ndo pode haver um barbeiro que faca a barba
de todas e somente daquelas pessoas que néo se barbeiam.

O eliminativista, que pensa que “saber” ou “justificado” ndo possuem significado, diag-
nosticara os paradoxos epistémicos como questdes que apenas parecem bem-formadas.
Por exemplo, o eliminativista sobre justificagdo néo aceitaria a proposi¢do (4) no paradoxo
do regresso: “Algumas crengas sao justificadas”. Seu ponto ndo é que nenhuma crenga
atende aos altos padrdes de justificagédo, tal como um anarquista pode negar que quaisquer
autoridades ostensivas atendem aos altos padrbes de legitimidade. Em vez disso, o elimi-
nativista diagnostica “justificado”, sem romantismo, como um termo patolégico. Assim como
0 astronomo ignora “Existem um zilhao de estrelas?” com base no fato de que “zilhdo” ndo é
um numeral genuino, o eliminativista ignora “Algumas crengas s&o justificadas?” com base
em que “justificado” ndo & um adjetivo genuino.

®N.T. No original, “english” is english.
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No século XX, as suspeitas sobre patologia conceitual eram mais fortes para o paradoxo
do mentiroso: “Esta frase é falsa” é verdadeira? Filésofos que pensavam que havia algo
profundamente defeituoso com o paradoxo da prova surpresa o assimilaram ao paradoxo do
mentiroso. Vamos dar uma olhada no processo de assimilagao.

1.6 Anti-especializagao

No paradoxo da prova surpresa, as premissas do aluno sdo auto-derrotantes. Qualquer
razdo que o aluno tenha para prever uma data para a prova ou uma data sem prova esta
disponivel para o professor. Assim, o professor pode simular a previsao do aluno e saber o
que o aluno espera.

A conclus&o geral do aluno, de que a prova é impossivel, também é auto-derrotante. Se
0 aluno acredita em sua conclus&o, entao ele ndo aguardara a prova. Logo, se ele receber
uma prova, sera uma surpresa. O evento sera ainda mais inesperado porque o aluno se
iludiu pensando que a prova era impossivel.

Assim como a consciéncia de alguém sobre uma previsdo pode afetar a probabilidade
de ela ser verdadeira, a consciéncia dessa sensibilidade a sua consciéncia também pode
afetar sua verdade. Se cada ciclo de consciéncia é autodestrutivo, entdo ndo ha espago
estavel para tirar uma conclusao.

Suponha que um psicélogo lhe oferegca uma caixa vermelha e uma caixa azul (Skyrms
1982). O psicologo pode prever qual caixa vocé escolhera com 90% de preciséo. Ele colocou
um dolar na caixa que ele prevé que vocé escolhera e dez délares na outra caixa. Vocé deve
escolher a caixa vermelha ou a caixa azul? Nao ha como tomar uma decisao, pois qualquer
escolha se torna uma razao para reverté-la.

Paradoxos epistémicos afetam a teoria da deciséo porque escolhas racionais séo ba-
seadas em crengas e desejos. Se o0 agente ndo consegue formar uma crenga racional, é
dificil interpretar seu comportamento como uma escolha. Na teoria da decisao, todo 0 ponto
de atribuir crengas e desejos é estabelecer silogismos praticos que ddo sentido as agdes
como meios para fins. Subtrair a racionalidade do agente torna esse esquema indtil. Dado
€sse compromisso com a interpretagdo caridosa, néo ha a possibilidade de vocé escolher
racionalmente uma opgao que vocé acredita ser inferior. Assim, ao realizar uma escolha,
vocé néo pode realmente acreditar que estava operando como um anti-especialista, isto €,
alguém cujas opinides sobre um topico s&o confiavelmente erradas (Egan e Elga 2005).
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O filésofo medieval John Buridan (Sophismata, Sophism 13) deu um exemplo notavel-
mente minimalista de tal instabilidade:

(B) Vocé nao acredita nesta sentenca.

Se vocé acredita em (B), entdo ela é falsa. Se vocé ndo acredita em (B), entéo é ver-
dadeira. Vocé é um anti-especialista sobre (B); sua opinido esta confiavelmente errada. Um
estranho que monitora sua opinido pode avaliar se (B) € verdadeira, mas vocé néo é capaz
de fazer uso de sua anti-especializacéo.

0O lado positivo disso é que vocé é capaz de explorar a anti-especializagao dos outros.
Quatro em cada cinco anti-especialistas recomendam parar agora a leitura!

1.6.1 O Paradoxo do Conhecedor

David Kaplan e Richard Montague (1960) consideram que 0 anuncio da professora em
nosso exemplo da prova surpresa € equivalente ao autorreferencial

(K-3)

Ou a prova é na segunda-feira, mas vocé ndo sabe disso antes de segunda-
feira, ou a prova é na quarta-feira, e vocé ndo sabe disso antes de quarta-feira,
ou a prova é na sexta-feira, mas vocé ndo sabe disso antes de sexta-feira, ou
este anlncio é sabidamente falso.

Kaplan e Montague observam que o nimero de datas alternativas da prova pode ser au-
mentado indefinidamente. Surpreendentemente, eles afirmam que o nimero de alternativas
pode ser reduzido a zero! O anuncio é entdo equivalente a

(K-0)
Esta frase é sabidamente falsa.
Se (K-0) é verdadeiro, entdo é sabido que ¢ falsa. Tudo o que é sabidamente falso
é falso. Como nenhuma proposig¢do pode ser verdadeira e falsa, provamos que (K-0) é
falsa. Dado que a prova produz conhecimento, (K-0) é sabidamente falsa. Mas espere! E

exatamente isso que (K-0) diz— entéo (K-0) deve ser verdadeira.
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O argumento (K-0) tem uma semelhanga suspeita com o paradoxo do mentiroso. Co-
mentadores subsequentes trocam desleixadamente o sinal de negagdo nas apresentagdes
formais do raciocinio de K —p para —Kp (isto &, de “é sabido que ndo-p”, para “néo é o caso
que é sabido que p”). Ironicamente, essa transmisséo distorcida resulta em uma variagéo
mais limpa do conhecedor:

(K) Ninguém sabe esta sentenca.

(K) é verdadeira? Por um lado, se (K) é verdadeira, entdo o que ela diz é verdadeiro
e, portanto, ninguém a sabe. Por outro lado, esse mesmo raciocinio parece ser uma prova
de (K). Acreditar em uma proposi¢éo ao vé-la ser provada é suficiente para o conhecimento
dela, entdo alguém deve saber (K), mas entdo (K) é falsa! Ja que ninguém pode saber uma
proposicao que ¢é falsa, (K) nédo é sabida.

Um cético poderia esperar resolver (K-0) negando que qualquer coisa seja conhecida.
Essa tatica, contudo, ndo remedia (K). Se nada é conhecido, entéo (K) é verdadeira. Pode-
ria 0 cético, em vez disso, desafiar a premissa de que uma prova sua é suficiente para seu
conhecimento? Esta solugdo seria particularmente embaragosa para o cético, que se apre-
senta como um defensor da prova. Se acontecer de nem mesmo a prova o influenciar, ele
tera uma semelhanga condenavel com o dogmatico por ele tdo frequentemente repreendido.

Mas o cético ndo deve perder a cabega. Provas nem sempre produzem conhecimento.
Considere um aluno que adivinha corretamente que um passo em sua prova é valido. O
aluno n&o sabe a concluséo, mas provou o teorema. Seu instrutor pode ter dificuldade em
fazer o aluno entender por que sua resposta constitui uma prova valida. A intransigéncia
pode advir da inteligéncia daquele que realiza a prova, € ndo de sua estupidez. L. E. J.
Brouwer é mais conhecido em matematica por seu brilhante teorema do ponto fixo. Mas
uma leitura duvidosa da filosofia da matemética de Immanuel Kant levou Brouwer a retratar
sua prova. Brouwer também tinha duvidas filoséficas sobre o Axioma da Escolha e a Lei do
Terceiro Excluido. Brouwer persuadiu uma minoria de matematicos e filésofos, conhecidos
como intuicionistas, a imitar sua abstencao de provas ndo construtivas. 1sso os levou a
desenvolver provas construtivas de teoremas que foram provados anteriormente por meios
menos informativos.

Todos concordam que aprende-se mais com uma prova de uma generalizagéo existen-
cial que procede a partir de uma instancia provada do que com uma reductio ad absurdum
inespecifica da generalizagdo universal correspondente. Mas isso ndo justifica a recusa dos
intuicionistas em serem persuadidos pela reductio ad absurdum. O intuicionista, mesmo aos
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olhos do cético, tem um padréo de prova muito alto, e um padrdo de prova excessivamente
alto pode impedir o conhecimento por prova.

O mito légico de que “Vocé ndo pode provar uma negativa universal” € em si uma nega-
tiva universal, implicando sua propria improvabilidade. Essa implicagéo de improvabilidade
esta correta somente porque o principio é falso. Por exemplo, uma inspe¢édo exaustiva prova
a negativa universal “N&o ha advérbios de lugar nesta frase™. Uma reductio ad absurdum
prova a negativa universal “N&o hd maior nimero primo”.

Trivialmente, proposicdes falsas nao podem ser provadas como verdadeiras. Ha alguma
proposicao verdadeira que ndo pode ser provada como verdadeira?

Sim, ha uma infinidade. O teorema da incompletude de Kurt Gédel demonstrou que
qualquer sistema que seja forte o suficiente para expressar a aritmética também ¢ forte o
suficiente para expressar uma contraparte formal da proposi¢ao autorreferencial presente
no exemplo da prova surpresa “Esta afirmagéo n&o pode ser provada neste sistema”. Se
o sistema néo puder provar sua “sentenga de Godel”, entdo esta frase é verdadeira. Se o
sistema puder provar sua sentenca de Gddel, o sistema é inconsistente. Ent&o, ou o sistema
¢ incompleto ou inconsistente. (Veja a entrada sobre Kurt Godel.)

Com efeito, esse resultado diz respeito a provabilidade relativa a um sistema. Um sis-
tema pode provar a sentenga de Gédel de outro sistema. Kurt Godel (1983, p. 271) conside-
rava que provas ndo eram necessarias para o conhecimento de que a aritmética é consis-
tente.

J.R. Lucas (1964) afirma que isso revela que os seres humanos néo s&o maquinas. Um
computador € uma instancia concreta de um sistema formal. Portanto, seu “conhecimento” é
restrito ao que ele pode provar. Pelo teorema de Gddel, 0 computador sera inconsistente ou
incompleto. No entanto, qualquer ser humano poderia ter um conhecimento consistente e
completo de aritmética. Portanto, necessariamente, nenhum ser humano é um computador.

Os criticos de Lucas defendem a paridade entre pessoas e computadores. Eles acham
que temos nossas proprias sentengas de Godel (Lewis 1999, pp. 166—173). Nesse espirito
igualitario, G. C. Nerlich (1961) modela as crengas do aluno no exemplo da prova surpresa
como um sistema légico. O anlncio da professora é entdo uma sentenga de Gddel sobre o
aluno: Havera uma prova na préxima semana, mas vocé nao sera capaz de provar em que
dia ela ocorrera com base nesse andincio e na meméria do que aconteceu nos dias de exame

*N.T. Em inglés “No adverbs appear in this sentence’. Contudo, “ndo” é considerado um advérbio da lingua
portuguesa, enquanto “no” tende a néo ser classificado como advérbio por graméticas do inglés.
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anteriores. Quando o nimero de dias de exame ¢ igual a zero, 0 anuncio é equivalente a
sentenga K.

Vérios comentadores do paradoxo da prova surpresa objetam que interpretar surpresa
como improvabilidade muda o tépico em questao. Ao invés de propor o paradoxo da prova
surpresa, propde-se uma varia¢do do paradoxo do mentiroso. Outros conceitos podem ser
misturados com o mentiroso como, por exemplo, nogdes aléticas, gerando o mentiroso pos-
sivel; “Esta afirmagao é possivelmente falsa” é verdadeira? (Posts 1970) (Se for falsa, entdo
é falso que seja possivelmente falsa. O que n&o pode ser falso é necessariamente verda-
deiro. Mas se for necessariamente verdadeiro, entdo ndo pode ser possivelmente falso).
Dado que o conceito seméntico de validade envolve a nogéo de possibilidade, também se
pode derivar mentirosos da validade como o paradoxo de Pseudo-Scotus: “Quadrados sao
quadrados, portanto, este argumento é invalido” (Read 1979).

Suponha que o argumento de Pseudo-Scotus seja valido. Como a premissa é neces-
sariamente verdadeira, a conclusdo seria necessariamente verdadeira. Mas a conclusdo
contradiz a suposic¢ao de que o argumento é valido. Portanto, por reductio, 0 argumento é
necessariamente invalido. Espere! O argumento pode ser invalido somente se for possivel
que a premissa seja verdadeira e a conclusdo seja falsa. Mas ja provamos que a conclu-
sa0 de “Quadrados sdo quadrados, portanto, este argumento é invalido” é necessariamente
verdadeira. N&o hé julgamento consistente da validade do argumento. Uma situagéo se-
melhante decorre de “A prova é na sexta-feira, mas esta previsdo nao pode ser deduzida
corretamente deste anuncio”.

Pode-se criar um complicado paradoxo do mentiroso que se assemelha ao paradoxo da
prova surpresa, mas essa variante complexa do mentiroso ndo é um paradoxo epistémico.
Isso porque tais paradoxos giram em torno do conceito semantico de verdade, em vez de
um conceito epistémico.

1.6.2 O “Paradoxo da Cognoscibilidade”

Frederic Fitch (1963) relata que em 1945 ele soube pela primeira vez dessa prova de
verdades n&o conheciveis por meio do relatorio de um parecerista sobre um manuscrito que
ele nunca veio a publicar. Gragas a pesquisa arquivistica de Joe Salerno (2009), agora
sabemos que o parecerista foi Alonzo Church.

Assuma que ha uma sentenca verdadeira da forma “p mas p néo é conhecida”. Embora
esta frase seja consistente, principios modestos de logica epistémica implicam que senten-
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cas desta forma sdo incognosciveis.
1. K(p N —Kp) (Hipotese).
Kp N K—=Kp (de 1; conhecimento distribui sobre a conjungéo).

—-Kp (de 2; conhecimento implica verdade, do segundo membro).

el

KpA—-Kp (de?2e3, poreliminacao do segundo membro e depois introducédo da
conjungéo).

5. =K (p AN—Kp) (de1e4, reductio ad absurdum).

Como todas as suposigdes foram descartadas, a concluséo € uma verdade necessaria.
Portanto, € uma verdade necessaria que p A =K p néo é conhecida. Em outras palavras,
p A —~Kp é incognoscivel.

Os cautelosos tiram uma conclusdo condicional: se ha verdades realmente desconhe-
cidas, ha verdades incognosciveis. N&o obstante, alguns fildsofos rejeitam o antecedente
porque acreditam que ha um ser onisciente.

Mas idealistas seculares e positivistas l6gicos admitem que ha algumas verdades atuais
desconhecidas. Como eles podem continuar a acreditar que todas as verdades s&o cog-
nosciveis? Surpreendentemente, esses eminentes fildsofos parecem refutados pela pitada
de logica epistémica que acabamos de ver. Também s&o prejudicados aqueles que limitam
suas alegagdes de cognoscibilidade universal a um dominio restrito. Por exemplo, Immanuel
Kant (A223/B272) afirma que todas as proposi¢des empiricas séo cognosciveis. Esse pouco
de otimismo seria suficiente para acender a contradigao (Stephenson 2015).

Timothy Williamson duvida que essa lista de posi¢oes atingidas seja suficiente para que
o resultado se qualifique como um paradoxo:

A conclus&o de que ha verdades incognosciveis & uma afronta a varias teorias
filoséficas, mas ndo ao senso comum. Se 0s proponentes (e oponentes) des-
sas teorias ignoraram por muito tempo um simples contraexemplo, isso € um
constrangimento, ndo um paradoxo. (2000, 271)

Aqueles que acreditam que o resultado de Church-Fitch é um paradoxo genuino podem
responder a Williamson com paradoxos que concordam com 0 senso comum (e com a Ci-
éncia e a ortodoxia religiosa). Por exemplo, 0 senso comum concorda convictamente com
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a concluséo de que algo existe. Mas é surpreendente que isso possa ser provado sem pre-
missas empiricas. Como os quantificadores da légica tradicional (Iégica de predicados de
primeira ordem com identidade) tém uma conotagéo existencial, o légico pode deduzir que
algo existe a partir do principio de que tudo é idéntico a si mesmo. A maioria dos filésofos
se opde a essa prova simples porque eles sentem que a existéncia de algo nao pode ser
provada por pura légica. Eles néo estdo se opondo a afirmagéo que esta de acordo com
0 senso comum (de que algo existe), mas a afirmagéo de que isso possa ser provado por
pura légica. Da mesma forma, muitos filésofos que concordam que ha sentengas incognos-
civeis resistem unicamente a ideia de que um resultado tdo profundo possa ser alcangado
por meios tdo restritos.

1.6.3 O problema de Moore

O parecer de Church foi escrito em 1945. O momento e a estrutura de seu argumento
das sentencas incognosciveis sugerem que Church pode ter sido inspirado pela sentenga
de G. E. Moore (1942, 543):

(M)

Fui ao cinema na terga-feira passada, mas nao acredito que eu tenha ido.

O problema de Moore é explicar a estranheza presente em proferimentos declarativos
como (M). Esta explicagéo precisa abranger ambas as leituras de (M): “p A B—p” e “p A
—Bp”. (Essa ambiguidade de escopo é explorada por uma piada popular; René Descartes
estd sentado em um bar, tomando uma bebida. O barman pergunta “O senhor pensa em
pedir mais alguma coisa?”, Descartes responde “N&o penso” e entdo desaparece. A piada
€ comumente criticada por ser falaciosa — néo faz parte da crenca de Descartes ele ser
essencialmente pensante).

Uma explicagao usual da absurdidade presente na sentenga de Moore é que o falante
conseguiu se contradizer sem proferir uma contradi¢do. Portanto, a frase seria estranha por
ser um contraexemplo a generalizagdo de que qualquer um que se contradiz profere uma
contradicao.

N&o ha problema com contrapartes em terceira pessoa do proferimento (M). Qualquer
outra pessoa pode dizer sobre Moore, sem paradoxo, “G. E. Moore foi ao cinema na terca-
feira passada, mas ndo acredita nisso”. (M) também pode ser incorporada sem paradoxo em
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condicionais: “Se eu fui ao cinema na terga-feira passada, mas nao acredito, entdo estou
sofrendo de um lapso de memoria preocupante”. No pretérito também funciona: “Fui ao
cinema na terga-feira passada, mas ndo acreditei ter ido”. No tempo futuro fica um pouco
mais forgado: “Fui ao cinema na terga-feira passada, mas néo vou acreditar nisso” (Bovens
1995). Temos a tendéncia de imaginar nossos eus futuros como mais bem informados. Eus
do futuro sdo, por assim dizer, especialistas a quem eus anteriores devem se submeter.
Quando um eu anterior prevé que seu eu do futuro acredita que p, essa predigéo passa a
ser uma raz&o para crer que p. Bas van Fraassen (1984, 244) chama isso de “principio da
reflexdo”: devo acreditar em uma proposi¢ao, dado que acreditarei nela em algum momento
futuro.

Robert Binkley (1968) antecipa van Fraassen ao aplicar o principio da reflexdo ao para-
doxo da prova surpresa. O aluno pode prever que nao acreditara na declaracdo se nenhuma
prova for dada até quinta-feira. A conjuncgéo da histéria dos dias sem prova mais a declara-
¢ao implicara na sentenga mooreana:

(A) O teste é na sexta-feira, mas vocé n&o acredita nisso.

Como o membro menos evidente da conjungao € a declaragao, o aluno escolhera néo
acreditar nela. No comego da semana, o aluno prevé que seu eu futuro pode nao acreditar no
anuncio. Portanto, 0 aluno no domingo néo acreditara na declaragéo quando ela for proferida
pela primeira vez.

Binkley ilumina esse raciocinio com légica doxastica (“doxa” € o termo grego para crenca).
As regras de inferéncia para essa logica de crenga podem ser entendidas como idealizando
0 aluno para ser um raciocinador ideal. Em termos gerais, um raciocinador ideal é alguém
que infere o que deve inferir e se abstém de inferir mais do que deve. Como nao ha res-
tricdo em suas premissas, podemos discordar do raciocinador ideal. Mas se concordamos
com as premissas do raciocinador ideal, parece que somos obrigados a concordar com sua
conclusdo. Binkley especifica alguns requisitos para dar forga ao status do aluno como um
raciocinador ideal: o aluno é perfeitamente consistente, acredita em todas as consequén-
cias logicas de suas crengas e néo se esquece. Binkley ainda assume que o raciocinador
ideal esta ciente de que ele é um raciocinador ideal. Segundo Binkley, isso garante que se
o raciocinador ideal acredita que p, entao ele acredita que acreditara que p posteriormente.

A descrigao de Binkley sobre o estado epistémico hipotético do aluno na quinta-feira €
convincente. Mas seu argumento para espalhar a incredulidade do futuro para o passado
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esta sujeito a trés desafios.

A primeira obje¢&o é que ela fornece o resultado errado. O aluno é informado pela
declaragédo da professora, entdo Binkley ndo deveria usar um modelo em que o anincio é
tdo absurdo quanto a conjuncao “Fui ao cinema na terca-feira passada, mas néo acredito
nisso”.

Em segundo lugar, o futuro estado mental previsto por Binkley é apenas hipotético: se
nenhum teste for dado até quinta-feira, o aluno achara a declaragéo inacreditavel. No co-
mego da semana, o aluno néo sabe (ou acredita) que o professor vai esperar tanto tempo. O
principio da reflexao “Deferir as opinides do meu eu futuro” ndo implica que eu deva me sub-
meter as opinides do meu eu futuro hipotético, pois meu eu futuro hipotético esta reagindo a
proposigdes que ndo precisam ser realmente verdadeiras.

Em terceiro lugar, o principio da reflexdo pode precisar de mais qualificagdes do que
Binkley antecipa. Binkley percebe que um agente comum prevé que esquecera detalhes. E
por isso que escrevemos lembretes para ndés mesmos. Um agente comum prevé que pode
passar por periodos de juizo prejudicado. E por isso que limitamos quanto dinheiro levamos
ao bar.

Binkley estipula que os alunos nao se esquecem. Ele precisa acrescentar que os alunos
sabem que ndo esquecerdo, pois a mera ameaga de um lapso de meméria as vezes é su-
ficiente para minar o conhecimento. Considere 0 esquema do Professor de Anestesiologia
para provas surpresa: “Uma prova surpresa sera dada na quarta ou sexta-feira com a ajuda
de um medicamento para amnésia. Se o teste ocorrer na quarta-feira, o0 medicamento sera
administrado cinco minutos ap6s a aula de quarta-feira. O medicamento apagara instanta-
neamente a memaria da prova e os alunos preencheréo a lacuna por confabulagao”. Vocé
acabou de concluir a aula de quarta-feira e, portanto, sabe temporariamente que a prova
sera na sexta-feira. Dez minutos apds a aula, vocé perde esse conhecimento. Nenhuma
droga foi administrada e ndo ha nada de errado com sua meméria. Vocé esta se lembrando
corretamente de que nenhuma prova foi dada na quarta-feira. No entanto, vocé nao sabe
se sua memoria é acurada porque também sabe que se o teste fosse dado na quarta-feira,
vocé teria uma pseudo memdria indistinguivel de sua meméria atual.

Apesar de nédo ganhar nenhuma nova evidéncia, vocé muda de ideia sobre a prova
ocorrer na quarta-feira e perde seu conhecimento de que a prova sera na sexta-feira. (A
mudanca de crenga n&o é crucial; vocé ainda néo teria conhecimento prévio da prova mesmo
se persistisse dogmaticamente em acreditar que a prova seré na sexta-feira).
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Se 0s alunos sabem que ndo esquecerdo e sabem que ndo havera enfraquecimento
por evidéncias externas, entdo podemos estar inclinados a concordar com a formulagdo de
Binkley, segundo a qual seu aluno idealizado nunca perde o conhecimento que acumula.
Como veremos, no entanto, isso ignora outras maneiras pelas quais agentes racionais po-
dem perder conhecimento.

1.6.4 Pontos Cegos

“Eu sou um poeta, mas ndo sei disso” expressa uma proposi¢do que ndo posso saber,
mas que posso acessar por meio de outras atitudes, como esperar e desejar. Um ponto
cego para uma atitude proposicional € uma proposicdo consistente que néo pode ser aces-
sada por essa atitude. Pontos cegos s&o relativos aos meios de acessar a proposicao, a
pessoa que faz a tentativa e a0 momento em que ela tenta acessa-la. Embora eu ndo possa
racionalmente acreditar que “ursos polares tém pele negra, mas eu acredito que eles néo
tém pele negra”’, vocé pode acreditar que eu erroneamente acredito que ursos polares néo
tém pele negra. A evidéncia que o convence de que estou cometendo esse erro ndo pode
me convencer de que estou cometendo esse erro. Essa € uma assimetria imposta pela ra-
cionalidade ao invés da irracionalidade. Atribuigdes de erros especificos sdo pontos cegos
pessoais para a pessoa que supostamente errou.

0 antropdlogo Gontran de Poncins comega seu capitulo sobre o missionario artico, Pa-
dre Henry, com uma previs&o:

Vou dizer a vocé que um ser humano pode viver sem reclamar em uma casa
de gelo construida para focas a uma temperatura de cinquenta e cinco graus
abaixo de zero, e vocé vai duvidar da minha palavra. No entanto, o que eu digo
é verdade, pois era assim que o Padre Henry vivia; .... (Poncins 1941 [1988],
240)

0O testemunho subsequente de Gontran de Poncins pode levar o leitor a acreditar que
alguém pode de fato se contentar em viver em uma casa de gelo. O mesmo testemunho
pode levar outro leitor a acreditar que Poncins ndo esta dizendo a verdade. Mas nenhum
leitor deve acreditar que “Alguém pode se contentar em viver em uma casa de gelo e todo
mundo acredita que isso ndo é o caso”. Esse € um ponto cego universal.

Se Gontran acredita em uma proposi¢do que é um ponto cego para seu leitor, entdo
ele ndo pode fornecer bons motivos para que seu leitor compartilhe sua crenga. Isso vale
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mesmo se eles forem raciocinadores ideais. Por conseguinte, uma implica¢&o dos pontos
cegos pessoais é que pode haver desacordo entre raciocinadores ideais na medida em que
eles diferem no que concerne aos seus pontos cegos.

Isso é relevante para o paradoxo da prova surpresa. Os alunos sao os surpreendidos
pela prova. Como a declaragéo implica que a data da prova surpresa € um ponto cego para
eles, os ndo surpreendidos nao podem persuadi-los.

O mesmo ponto vale para desacordos intrapessoais ao longo do tempo. Evidéncias que
me persuadiram no domingo de que “Este codigo de seguranca é 390524, mas na sexta-feira
nao vou acreditar nisso” ndo devem mais me persuadir na sexta-feira (dada minha crenca de
que o dia é sexta-feira), pois essa proposi¢do é um ponto cego para o meu eu de sexta-feira.

Embora cada ponto cego seja inacessivel, uma disjungao de pontos cegos normalmente
néo é um ponto cego. Posso racionalmente acreditar que “Ou o numero de estrelas é par e
eu nao acredito nisso, ou 0 numero de estrelas é impar € eu ndo acredito nisso”. A declara-
¢ao do autor no prefacio de que ha algum erro em seu livro é equivalente a uma disjungéo
muito longa de pontos cegos. O autor esta dizendo que ele ou acredita falsamente em sua
primeira declaragdo, ou acredita falsamente em sua segunda declaragéo, ou ..., ou acredita
falsamente em sua Ultima declarag&o.

O anuncio da professora de que havera uma prova surpresa equivale a uma disjungéo de
erros futuros: “Ou havera uma prova na segunda-feira e 0 aluno ndo acreditara de antemao,
ou havera uma prova na quarta-feira e o aluno ndo acreditara de antemao, ou a prova sera
na sexta-feira e 0 aluno néo acreditara de antemé&o.”

Os pontos levantados até agora sugerem uma solugdo para o paradoxo da prova sur-
presa (Sorensen 1988, 328-343). Como Binkley (1968) afirma, a prova seria uma surpresa
mesmo se a professora esperasse até o Ultimo dia para aplica-la, e ainda poderia ser verdade
que o0 anuncio da professora é informativo. No inicio da semana, os alunos estéo justificados
em acreditar no anlincio da professora de que havera uma prova surpresa. Esse anlncio é
equivalente a:

(A) Ou

i. 0 teste é na segunda-feira e o aluno néo sabe disso antes de segunda-feira,
ou

ii. 0 teste é na quarta-feira e o0 aluno ndo sabe disso antes de quarta-feira, ou
iii. 0 teste é na sexta-feira e 0 aluno ndo sabe disso antes de sexta-feira.
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Considere a situagéo do aluno na quinta-feira (dado que o teste nao foi na segunda ou
quarta-feira). Se ele sabe que nenhum teste foi dado, ele ndo pode saber também que (A) é
verdadeira. Porque isso implicaria:

iii. O teste é na sexta-feira e o aluno ndo sabe disso antes de sexta-feira.

Embora (iii) seja consistente e possa ser sabida por outras pessoas, (iii) ndo pode ser
sabida pelo aluno antes de sexta-feira. (iii) € um ponto cego para os alunos, mas néo para,
digamos, os colegas da professora. Portanto, a professora pode dar uma prova surpresa na
sexta-feira na medida em que isso forgaria os alunos a perderem o conhecimento do andincio
original (A). O conhecimento pode ser perdido sem que nada seja esquecido.

Esta solugdo torna quem vocé é um fator relevante para o que vocé pode saber. Além de
comprometer a impessoalidade do conhecimento, compromete-se também sua neutralidade
temporal.

Como o paradoxo da prova surpresa também pode ser formulado em termos de crenga
racional, havera ajustes paralelos para o que devemos acreditar. Somos criticados por falhar
em crer nas consequéncias légicas do que acreditamos e criticados por acreditar em proposi-
¢Oes que entram em conflito entre si. Qualquer um que atenda a esses ideais de completude
e consisténcia sera incapaz de acreditar em uma gama de proposigdes consistentes que s&o
acessiveis a outros pensadores completos e consistentes. Em particular, essas pessoas néo
serdo capazes de acreditar em proposicdes que atribuem erros especificos a elas proprias,
e proposi¢des que implicam essas proposicdes inacessiveis.

Algumas pessoas usam camisetas com Question Authority! escrito nelas. Questionar
autoridade é geralmente considerado uma questdo de critério individual. O paradoxo da
prova surpresa mostra que as vezes € obrigatorio. O aluno é racionalmente obrigado a
duvidar da declara¢do da professora, mesmo que a professora ndo tenha dado nenhuma
nova evidéncia de n&o ser confiavel. Isso porque quando resta apenas um dia, 0 anuncio
implica (iii), uma declarag&o que € impossivel para o aluno saber. O aluno pode prever que
essa perda forgada de conhecimento abre uma oportunidade para a professora dar a prova
surpresa. Esse conhecimento prévio esta disponivel no momento da declaragao.

Essa solugdo implica que pode haver desacordo entre raciocinadores ideais que concor-
dam com os mesmos dados impessoais. Considere os colegas dos professores. Eles ndo
estdo entre aqueles que a professora almeja para a surpresa. Como “surpresa” aqui significa
‘surpresa para os alunos”, os colegas da professora podem consistentemente inferir que a
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prova sera no ultimo dia a partir da premissa de que ela nao foi dada em nenhum dia anterior.
Mas esses colegas ndo sdo Uteis para os alunos como informantes.

1.7 Paradoxos Epistémicos Dinamicos

As anomalias acima (perder conhecimento sem esquecé-lo, discordancia entre racioci-
nadores ideais igualmente bem informados, racionalmente mudar de ideia sem a aquisi¢éo
de contraevidéncias) seriam mais toleraveis se reforgadas por linhas separadas de racioci-
nio. A fonte mais fértil desse tipo de suporte paralelo estd em enigmas sobre atualizagao de
crengas.

A estratégia natural é focar no conhecedor estatico. No entanto, assim como é mais facil
para um esquimé observar uma raposa do artico quando ela se move, frequentemente obte-
mos uma melhor compreensao do conhecedor dinamicamente, quando ele esta no processo
de ganhar ou perder conhecimento.

1.7.1  Paradoxo da investigagdo de Ménon: Um enigma sobre a obtengao de conhe-
cimento

Quando em julgamento por impiedade, Sdcrates levou sua curiosidade até o Oraculo
de Delfos (Apologia 21d em Cooper 1997). Antes de comegar sua missao de investigagao,
Querefonte perguntou ao Oraculo: “Quem é o mais sabio dos homens?”, e o Oraculo respon-
deu: “Ninguém é mais sabio do que Sécrates”. Isso surpreendeu Socrates, que acreditava
néo saber de nada. Enquanto um filésofo menos piedoso poderia ter questionado a con-
fiabilidade do Oraculo de Delfos, Socrates seguiu a pratica costumeira de tratar o Oraculo
como infalivel. A Unica cogitagdo apropriada para uma resposta infalivel é a interpretacéo.
Consequentemente, Sdcrates resolveu sua perplexidade inferindo que sua sabedoria estava
em reconhecer sua propria ignorancia. Enquanto outros podem néo saber nada, Sécrates
sabe que ele ndo sabe nada.

Ainda hoje Socrates continua a ser elogiado por sua perspicacia, mas, na realidade, sua
“descoberta” é uma contradigdo. Se Sdcrates sabe que ndo sabe nada, entao ele sabe algo
(a proposigao de que ele ndo sabe nada) e ainda assim nao sabe nada (porque conhecimento
implica verdade).

Sécrates poderia recuperar a consisténcia ao rebaixar seu metaconhecimento ao status
de uma crenga. Se ele acredita que néo sabe nada, entdo ele naturalmente deseja remediar
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sua ignorancia perguntando sobre tudo. Com efeito, esse raciocinio esta presente ao longo
dos primeiros dialogos. Mas quando chegamos ao Ménon, um de seus interlocutores tem
uma epifania. Depois de receber o tratamento padréo oferecido por Socrates no contexto de
uma discusséo acerca da natureza da virtude, M&non observa um conflito entre a ignorancia
e a investigagao socratica (Ménon 80d, em Cooper 1997). Como Sécrates reconheceria a
resposta correta mesmo se Ménon a fornecesse?

A estrutura geral do paradoxo de Ménon € um dilema: Se vocé sabe a resposta para a
pergunta que esta fazendo, entdo nada pode ser aprendido perguntando; se vocé ndo sabe
aresposta, entdo vocé ndo pode reconhecer uma resposta correta mesmo que ela seja dada
a vocé. Portanto, ndo se pode aprender nada fazendo perguntas.

A solugéo natural para o paradoxo de Ménon é caracterizar o inquiridor como apenas
parcialmente ignorante. Ele sabe o suficiente para reconhecer uma resposta correta, mas
ndo o suficiente para responder sozinho. Dicionarios ortograficos sdo inlteis para criangas
de seis anos porque elas raramente sabem mais do que a primeira letra da palavra buscada.
Criangas de dez anos tém conhecimento parcial suficiente da grafia da palavra para reduzir
0 numero de possiveis grafias. Dicionarios de ortografia também s&o inlteis para aqueles
com conhecimento total de ortografia e aqueles com total ignoréncia de ortografia. Mas a
maioria de nés tem uma quantidade intermediaria de conhecimento.

E natural analisar conhecimento parcial como conhecimento de condicionais. A crianga
de dez anos conhece a versao falada de “Se o dicionario ortografico soletra 0 més apds ja-
neiro como f-e-v-e-r-e-i-r-0, entéo essa grafia esta correta”. Consultar o dicionério ortografico
lhe da conhecimento do antecedente do condicional.

Grande parte do nosso aprendizado com condicionais ocorre tdo suavemente quanto
esse exemplo sugere. Como conhecemos o condicional, estamos preparados para aprender
0 consequente meramente aprendendo o antecedente (e aplicando a regra de inferéncia
modus ponens: Se P entdo (), P, portanto (Q). Mas a proxima se¢éo é dedicada a alguns
condicionais conhecidos que séo repudiados quando aprendemos seus antecedentes.

1.7.2 Paradoxo do dogmatismo: Um enigma sobre a perda de conhecimento

As ruminacdes de Saul Kripke sobre o paradoxo da prova surpresa o levaram a um para-
doxo sobre o dogmatismo. Ele deu uma palestra sobre ambos os paradoxos na Universidade
de Cambridge para o Moral Sciences Club em 1972. (Uma versao da palestra agora apa-
rece como Kripke 2011.) Gilbert Harman apresentou o novo paradoxo de Kripke da seguinte
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forma:

Se eu sei que h é verdadeira, eu sei que qualquer evidéncia contra h é uma
evidéncia contra algo que é verdade; eu sei que tal evidéncia é enganosa. Mas
eu deveria desconsiderar evidéncias que eu sei que s@o enganosas. Entéo,
uma vez que eu saiba que h é verdadeira, estou em posi¢ao de desconsiderar
qualquer evidéncia futura que pareca ir contra h. (1973, 148)

Os dogmaticos aceitam esse raciocinio. Para eles, o conhecimento encerra a inves-
tigagdo. Qualquer “evidéncia” que entre em conflito com o que ja é conhecido pode ser
descartada como evidéncia enganosa. Quem é prevenido vale por dois.

Esse conservadorismo cruza a linha que vai da confianga para a intransigéncia. Para
ilustrar a inflexibilidade excessiva, aqui estd um argumento em cadeia para a concluséo
dogmatica de que meu confidvel colega Doug me deu um relato enganoso (corrigido de
Sorensen 1988b):

(C4) Meu carro esté no estacionamento.

(C,) Semeu carro estiver no estacionamento e Doug fornecer evidéncias de que meu carro
nao esta no estacionamento, entdo as evidéncias de Doug s&o enganosas.

(C5) Se Doug relata que viu um carro igual a0 meu sendo rebocado do estacionamento,
entdo seu relato € uma evidéncia enganosa.

(C4) Doug relata que um carro igual ao meu foi rebocado do estacionamento.
(Cs) O relato de Doug é uma evidéncia enganosa.

Por hipotese, estou justificado em acreditar em (C,). A premissa (C,) é uma certeza
porque é analiticamente verdadeira. O argumento que leva de (C,) e (C,) para (C5) é va-
lido. Portanto, meu grau de confianga em (C5) deve ser igual ao meu grau de confianga em
(C4). Uma vez que também estamos assumindo que obtenho justificagéo suficiente para
(C4), parece seguir-se que estou justificado a acreditar em (C;) por modus ponens. Argu-
mentos semelhantes me levardo a rejeitar novas evidéncias, como um telefonema do servigo
de reboque e minha falha em ver meu carro quando caminho confiantemente até o estacio-
namento.

Gilbert Harman diagnostica o paradoxo da seguinte forma:
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O argumento para o paradoxo ignora a maneira como realmente ter evidén-
cias pode fazer a diferenga. Como agora sei [que meu carro esta no estacio-
namento], agora sei que qualquer evidéncia que pareca indicar outra coisa é
enganosa. 1sso ndo me autoriza a simplesmente desconsiderar qualquer evi-
déncia adicional, pois obter essa evidéncia adicional pode mudar o que eu sei.
Em particular, depois de obter essa evidéncia adicional, posso ndo saber mais
que ela é enganosa. Pois ter a nova evidéncia pode tornar verdade que nao
sei mais que a nova evidéncia é enganosa. (1973, 149)

Na verdade, Harman nega a robustez do conhecimento. O principio da robustez afirma
que alguém so6 detém conhecimento sobre algo se ndo houver nenhuma evidéncia tal que,
caso a pessoa soubesse dessa evidéncia, ela néo estaria justificada em acreditar em sua
conclusao.

A conclus&o de Harman de que novos conhecimentos podem minar conhecimentos an-
tigos pode ser aplicada ao paradoxo da prova surpresa: 0s alunos perdem o conhecimento
do anuincio da prova, embora nao se esquegam do anuncio ou fagam qualquer outra coisa
incompativel com suas credenciais como raciocinadores ideais. Um aluno na quinta-feira
esta mais bem informado sobre os resultados dos dias da prova do que estava no domingo.
Ele sabe que a prova no foi na segunda-feira e nem na quarta-feira. Mas ele s6 pode prever
que o teste sera na sexta-feira se continuar a saber o andncio. O conhecimento extra dos
dias sem prova mina o conhecimento do anuncio.

A maioria dos epistemélogos aceitou 0 apelo de Harman aos derrotadores. Alguns tenta-
ram torna-lo mais preciso com detalhes sobre a atualiza¢&o de condicionais indicativos (So-
rensen 1988b). Isso pode justificar e generalizar a previsao de Harman de que as evidéncias
futuras mudaréo sua opinido sobre o que s&o evidéncias enganosas. O conhecimento de
tais condicionais € inutil para um modus ponens futuro. O dogmatico diz corretamente que
conhecemos o condicional “Se eu sei que p, entdo qualquer evidéncia conflitando com p é
uma evidéncia enganosa”. De fato, & uma tautologia! Mas o dogmatico falha em reconhecer
que essa tautologia conhecida € um conhecimento inutil. Adquirir a evidéncia enganosa me
fara deixar de conhecer p. Se um auditor prevé ser apresentado a uma lista tendenciosa de
fatos, ele pode proferir a tautologia ao seu assistente para transmitir outra proposigao para
a qual ele tem suporte empirico. Essa proposi¢do empirica ndo precisa ser conhecimento
inutil. Quando a lista prevista é apresentada, o auditor prevenido ignora os fatos. Mas a
base ndo é seu conhecimento a priori da tautologia do dogmatico.

121



Kripke observa que essa solugdo nao impedira o dogmatico de raciocinio rapido que
toma medidas para impedir a aquisi¢do de evidéncias que ele agora considera enganosas
(Kripke 2011, 43-44). Uma segunda preocupacado é que o dogmatico ainda pode ignorar
evidéncias fracas. Se eu sei que uma moeda é justa, entdo sei que, se os primeiros vinte
langamentos derem cara, essa € uma evidéncia enganosa de que a moeda néo € justa.
Tal sequéncia néo derrota minha alegagédo de conhecimento. (Substitua por uma sequéncia
mais curta se vocé acha que ela derrota a alegagdo de conhecimento). Sendo assim, a
solugdo de Harman néo se aplica. No entanto, & dogmatismo ignorar essa evidéncia.

Além desse problema do dogmatismo fraco, Rachel Fraser (2022) acrescenta um ter-
ceiro problema: o da ancoragem® dogmatica. Quando Robert Millikan e Harvey Fletcher
mediram a carga elétrica elementar com goticulas eletricamente carregadas, eles descarta-
ram algumas gotas por estarem enganadoramente fora do intervalo plausivel para o valor
verdadeiro. Gotas localizadas mais centralmente dentro do intervalo eram consideradas “be-
las”. A excluséo dos valores discrepantes proporcionou a Millikan uma medi¢&o mais precisa
— e um Prémio Nobel em 1923. Em 1978, o fisico Gerald Holton examinou os cadernos de
anotagdes e ficou chocado com a quantidade de dados contrarios que haviam sido omitidos
por Millikan. Fraser considera que ha uma circularidade viciosa na purificagdo dos dados.

Mas a ancoragem dogmatica considerara a circularidade como virtuosa. Quando as evi-
déncias sdo uma mescla de evidéncias fortes e contra evidéncias fracas, o corpo de evidén-
cias mais forte expde o corpo mais fraco como sendo de evidéncias enganosas. Pense em
um quebra-cabega que foi misturado com pegas perdidas de outro quebra-cabega. Quando
vocé consegue obter uma imagem completa com um subconjunto das pegas, as pegas res-
tantes sdo jogadas fora. Escurecer as evidéncias enganosas permite com que as evidéncias
principais brilhem mais visivelmente. Portanto, podemos de fato estar mais confiantes do
que estavamos antes de descartar as evidéncias fracas. Millikan estava sendo um guardido
responsavel em vez de um esperangoso ingénuo. Assim como os dados devem contro-
lar a teoria, a teoria deve controlar os dados. O experimentador deve atingir um equilibrio
delicado entre descartar dados contrarios em excesso e descarta-los menos que o devido.
As solugbes propostas para o paradoxo do dogmatismo tém dificuldade em sustentar esse
equilibrio.

. J. Good (1967) demonstrou que, quando o custo das evidéncias € insignificante, a
obtencdo de novas evidéncias maximiza o valor epistémico esperado. Sob essa suposi-

SN.T. “Bootstrapping” no original.
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cao simplificadora, Good mostra que desvios do principio da evidéncia total séo, no minimo,
imprudentes. Dado o utilitarismo epistémico, essa irracionalidade pratica se torna irraciona-
lidade tedrica. Bob Beddor (2019) agora adiciona a premissa de que é irracional pretender
fazer o que se prevé ser irracional. Por exemplo, se fosse oferecido um milhdo de dolares
para beber uma toxina amanha que o deixaria doente por um dia, vocé poderia lucrar com a
oferta (Kavka 1983). Contudo, se o milh&o fosse ganho imediatamente ap6s vocé ter a in-
tenc&o de beber a toxina, entdo vocé ndo poderia lucrar porque vocé sabe que ndo haveria
raz&o para seguir adiante. Por analogia, Beddor conclui que seria irracional pretender evitar
contra evidéncias (Beddor 2019, 738). Ninguém nunca tem o direito de descartar evidéncias,
mesmo depois de terem sido previstas como evidéncias enganosas.

Mas se o custo da evidéncia for significativo, a conexdo entre racionalidade pratica e
racionalidade tedrica favorece ignorar evidéncias contrarias. Julgar que p incorpora uma
resolu¢do de ndo investigar mais a questdo de se p é verdadeiro. Ou ao menos assim
responde o volicionista (Fraser 2022).

1.7.3 O futuro dos paradoxos epistémicos

N&o podemos prever que algum novo paradoxo epistémico especifico aguarda para ser
descoberto. Para ver 0 porqué, considere a previsdo que Jon Wynne-Tyson atribui a Leo-
nardo Da Vinci:

Aprendi desde cedo a abjurar 0 uso da carne, e chegara o tempo em que
homens como eu olharéo para o assassinato de animais como agora olham
para 0 assassinato de homens. (1985, 65)

Ao prever esse progresso, Leonardo inadvertidamente revela que ele ja acredita que o
assassinato de animais € o mesmo que o assassinato de homens. Se vocé acredita que uma
proposigao é verdadeira, mas também que s6 se acreditara nela num momento futuro, entéo
voCé j& a acredita agora — e, portanto, ha uma inconsisténcia (o que é realmente verdade é
irrelevante).

Regressos especificos podem ser antecipados. Quando tento prever minha crenga fu-
tura em uma verdade especifica, eu me antecipo. Quando tento prever minha crenca futura
em uma falsidade especifica, ndo ha preempcao.

N&o haveria problema em prever o progresso se Leonardo pensasse que 0 progresso
moral reside na preferibilidade moral da crenga vegetariana em vez da verdade das crengas
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vegetarianas. Alguém pode admirar o vegetarianismo sem aceitar a corre¢do do vegetari-
anismo. Mas Leonardo esta endossando a corregéo da crenca. Essa frase incorpora um
absurdo mooreano. E como dizer: “Leonardo levou vinte e cinco anos para completar A Vir-
gem das Rochas, mas s0 acreditarei nisso a partir de amanh&”. (Este absurdo levara alguns
a objetar que interpretei Leonardo de forma pouco caridosa; ele deve ter pretendido abrir

uma excegao para si mesmo e estar se referindo apenas a homens de seu tipo.)

N&o posso antecipar especificamente a aquisi¢do inicial da crenga verdadeira de que p,
pois essa previsdo mostraria que eu ja tenho a crenga verdadeira de que p. A verdade nédo
espera. A impaciéncia da verdade impde um limite a previséo de descobertas.
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(IV) Paradoxo de Zen&o'

Titulo Original: Zeno’s Paradox
Autor: Nick Huggett
Tradug&o: Rafael Cavalcanti de Souza
Revisdo: Maria Amélia Reis de Castro Rodrigues

Quase tudo o que sabemos sobre Zenao de Eleia esta nas paginas iniciais do Parmé-
nides de Platdo. No dialogo, aprendemos que Zendo tinha quase 40 anos quando Sécrates
era um jovem, por volta de 20 anos. Como Sécrates nasceu em 469 a.C., podemos esti-
mar que Zeno tenha nascido por volta de 490 a.C. Além disso, o que realmente sabemos
é que ele estava proximo de Parménides (Platdo relata o boato de que eles tiveram um
relacionamento sexual quando Zenao era jovem) e que escreveu um livro de paradoxos de-
fendendo a filosofia de Parménides. Infelizmente, esse livro ndo sobreviveu ao passar do
tempo, e 0 que sabemos de seus argumentos é por terceiros, principalmente por meio de
Aristoteles e seus comentadores (aqui nos baseamos especialmente em Simplicio, que, em-
bora tenha escrito mil anos ap6s Zen&o, aparentemente possuia ao menos alguns de seus
livros). Aparentemente, havia 40 ‘paradoxos da pluralidade’, que tentavam mostrar que o
pluralismo ontolégico — a crenga na existéncia de varias coisas em vez de apenas uma —
leva a conclusOes absurdas; desses paradoxos, apenas dois definitivamente sobreviveram,
embora um terceiro argumento possa ser atribuido a Zenao. Aristoteles fala de mais quatro

'HUGGETT, Nick, “Zeno’s Paradoxes”, In: ZALTA, E. N.; NODELMAN, U. (eds.). The Stanford Encyclopedia
of Philosophy (Fall 2024 Edition). Stanford, CA: The Metaphysics Research Lab, 2024. Disponivel em: https:
IIplato.stanford.edu/archives/fall2024/entries/paradox-zenol/.

A sequir estd a tradugéo da entrada sobre os Paradoxos de Zendo de Nick Huggett na Stanford Encyclopedia of
Philosophy. A tradugao segue a versédo da entrada nos arquivos da SEP em https://plato.stanford.edu/archives/
fall2024/entries/paradox-zeno/. Esta versdo traduzida pode diferir da versdo atual da entrada, que pode ter
sido atualizada desde o momento desta tradugdo. A versao atual esta localizada em https://plato.stanford.edu/
entries/paradox-zeno/. Agradecemos aos editores Edward N. Zalta e Uri Nodelman pela permissao para traduzir
e publicar esta entrada.
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argumentos contra 0 movimento (e por extensdo a mudanca em geral), todos os quais ele
apresenta e tenta refutar. Aristoteles atribui dois outros paradoxos a Zeno. Infelizmente,
mais uma vez, quase nenhum desses paradoxos é citado nas palavras originais de Zenéo,
sendo reproduzido em parafrases por varios comentadores.

1. Contexto

1.1 Contexto Antigo

Antes de nés olharmos para os paradoxos mesmo sera Util esbocar algumas das suas
significancias historica e logica. Primeiro, Zen&o procurou defender Parménides atacando os
seus criticos. Parménides rejeitou o pluralismo e a realidade de qualquer tipo de mudanca:
para ele, tudo era um indivisivel, realidade imutavel, e qualquer aparéncias do contrario eram
ilusdes, para serem dissolvida pela razao e relelagdo. Nao surpreendentemente, essa filoso-
fia encontrou muitos criticos, que ridicularizaram a sugestao; afinal, ela contradiz algumas de
nossas crengas mais basicas sobre 0 mundo. Em resposta a essas criticas, Zendo fez algo
que pode parecer 6bvio, mas que teve um impacto profundo na filosofia grega sentido até os
dias de hoje: ele tentou demonstrar que absurdos igualmente graves decorriam logicamente
da negacéo das ideias de Parménides. Vocé acredita que existem muitas coisas? Vocé
precisa concluir, entdo, que tudo € ao mesmo tempo infinitamente pequeno e infinitamente
grande! Vocé acredita que o movimento é infinitamente divisivel? Entéo, disso decorre que
nada se move! (E isso que se entende por ‘paradoxo’: uma demonstracdo de que uma
contradi¢do ou consequéncia absurda decorre de premissas aparentemente razoaveis.)

Ao analisarmos o0s argumentos, € crucial manter esse método em mente. Eles sdo sem-
pre direcionados a um alvo mais ou menos especifico: as visdes de alguma pessoa ou
escola. Devemos lembrar que tais argumentos sao ‘ad hominem’ no sentido literal do latim
— dirigidos as posi¢bes ou crengas das pessoas — e ndo no sentido de atacar as pessoas em
si que apresentam essas visdes, em vez de atacar as proprias visdes. Esses argumentos
operam assumindo temporariamente, pro argumento, que as afirmacgfes sao verdadeiras,
e depois argumentam que, se forem verdadeiras, consequéncias absurdas se seguem—
como, por exemplo, que nada se move. Esses sdo argumentos de ‘reductio ad absurdum’
(ou ‘dialética’ no sentido da época). Assim, se 0 argumento for logicamente valido e a con-
clusdo for genuinamente inaceitavel, entdo as afirmagdes devem ser falsas. Ao analisarmos
os argumentos de Zen&o, portanto, devemos fazer duas perguntas relacionadas: quem ou
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qual posi¢éo Zen&o esta atacando, e o que exatamente é assumido para que 0 argumento
possa ser feito? Se descobrirmos que Zen&o faz suposigdes ocultas além do que a posigao
atacada implica, entéo a concluséo absurda pode ser evitada ao negar uma dessas supo-
si¢des ocultas, enquanto se mantém a posic¢do. De fato, comentaristas, pelo menos desde
Aristoteles, tém respondido a Zendo dessa maneira.

Entéo, de quem s&o as visdes que os argumentos de Zendo atacam? Ha uma vasta lite-
ratura debatendo o alvo histérico exato de Zendo. Como discutiremos brevemente adiante,
alguns argumentam que o alvo era uma doutrina técnica dos pitagoricos, mas a maioria dos
estudiosos hoje interpreta Zendo como se opondo as nogdes sobre pluralidade e movimento
do senso comum. Abordaremos os paradoxos nesse espirito e direcionaremos o leitor a
literatura que trata do debate interpretativo.

1.2 Contexto Moderno

Seguindo uma indicagdo dada por Russell (1929, pp. 182-198), diversos filésofos —
notavelmente Griinbaum (1967), mas também Salmon (2001) — empreenderam a tarefa de
demonstrar como a matematica moderna poderia resolver todos os paradoxos de Zen&o (ver
§5 para uma importante ampliagdo desse projeto). Esse trabalho permanece como a viséo
‘recebida’e influencia profundamente a discuss&o a seguir, tanto na abordagem quanto nas
analises especificas.

Essa abordagem sustenta que — com certas qualificagdes — 0s paradoxos de Zenéo re-
velam problemas que ndo podem ser resolvidos sem 0s recursos completos da matematica
desenvolvida no século XIX (e possivelmente além disso). Isso n&o significa (necessaria-
mente), contudo, que a matematica moderna seja indispensavel para responder aos proble-
mas que Zenao pretendia levantar; é possivel argumentar que Aristoteles e outros antigos
ja ofereceram respostas que poderiam — ou deveriam - ter satisfeito Zendo. (Além disso,
nao faremos nenhuma alegagao especifica sobre a influéncia de Zen&o na histéria da ma-
tematica.) No entanto, a medida que a matematica se desenvolveu e os paradoxos foram
mais analisados, surgiram novas dificuldades a partir deles, dificuldades essas que exigem
a matematica moderna para serem resolvidas. Essas novas dificuldades derivam, em parte,
da evolugdo da nossa compreenséo sobre o que o rigor matematico exige: solugdes que
atenderiam aos padrdes de rigor de Zendo néo satisfariam 0s nossos. Assim, abordaremos
varios dos paradoxos, desde suas formulagdes de senso comum até suas resolugdes na
matematica moderna. (Uma qualificagdo: apresentaremos resolu¢ées em termos da ma-
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tematica “padrdo”, mas outras formulagdes modernas também sdo capazes de lidar com
Zendo, e, possivelmente, de modos que melhor representam seus conceitos matematicos.)

Embora muitos continuem a considerar frutifera a abordagem geral de Russell e Griin-
baum, mais recentemente, diversos comentaristas tém questionado as interpretacoes es-
pecificas da viséo predominante. Caso estejam corretas, essas criticas enriquecem nossa
compreensdo tanto da matematica antiga quanto da matematica do século XIX, como vere-
mos a sequir.

2. Os Paradoxos da Pluralidade

21 0O Argumento da Densidade

Se ha muitos, devem ser tantos quantos sdo, nem mais nem menos do que
isso. Mas, se sdo tantos quantos sdo, seriam limitados. Se ha muitos, as coi-
sas que existem s&o ilimitadas. Pois ha sempre outros entre as coisas que
existem, e ainda outros entre estes, e assim as coisas que existem séo ilimita-
das. (Simplicio, Sobre a Fisica de Aristoteles, 140.29)

Esse primeiro argumento, apresentado nas palavras de Zendo segundo Simplicio, tenta
demonstrar que néo poderia haver mais de uma coisa, sob pena de contradigdo: se ha muitas
coisas, entdo elas sdo ao mesmo tempo “limitadas”e “ilimitadas”, o que é uma contradicao.
Por um lado, ele afirma que qualquer conjunto deve conter um nimero definido de coisas,
ou, em suas palavras, “nem mais nem menos”. Mas, se ha um nimero definido de coisas,
conclui ele, entdo esse nimero deve ser finito — ou seja, ‘limitado’. Ao inferir isso, Zenao
pressupde que ter infinitas coisas seria 0 mesmo que ter um nimero indefinido delas. Por
outro lado, imagine qualquer cole¢do de “muitas’coisas dispostas no espago — para maior
clareza, visualize-as alinhadas em uma dimensé&o. Entre quaisquer duas delas, ele afirma,
ha uma terceira; e entre essas trés, outras duas; e entre essas cinco, outras quatro; e assim
por diante, sem fim. Portanto, a cole¢do também é ‘ilimitada’. Assim, nossa suposicao inicial
de uma pluralidade leva a uma contradi¢&o e, consequentemente, é falsa: no fim das contas,
né&o ha muitas coisas. Pelo menos, é assim que o raciocinio de Zenao se desenvolve.

Consideremos os dois argumentos subordinados, em ordem inversa. Primeiro: haveria
“sempre outros entre as coisas que existem”? (Em terminologia moderna: por que os ob-
jetos deveriam estar sempre ordenados de forma "densa™?) Suponha que imaginassemos
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uma fileira de dez macés; de fato, ha uma maca entre a sexta e a oitava, mas ndo ha uma
entre a sétima e a oitaval Se assumirmos que Zendo ndo esta simplesmente confuso, o
que ele tinha em mente? Os textos ndo dizem, mas ha duas possibilidades: primeiro, pode-
se defender que, para qualquer par de objetos fisicos (digamos, duas magéas) serem dois
objetos distintos e ndo apenas um (uma ‘macé dupla’), deve haver um terceiro entre eles,
separando-os fisicamente — mesmo que seja apenas ar. E pode-se pensar que, para esses
trés serem distintos, deve haver mais dois objetos separando-os, € assim por diante (essa vi-
sao pressupde que o fato de serem feitos de substancias diferentes ndo basta para torna-los
distintos). Assim, talvez Zenao esteja argumentando contra a pluralidade com base em uma
certa concepgao de distingao fisica. Mas, em segundo lugar, também se poderia sustentar
que qualquer corpo tem partes que podem ser ordenadas de forma densa. Claro, metades,
quartos, oitavos etc. de magas ndo séo densos — tais partes podem ser adjacentes —, mas
pode haver partes suficientemente pequenas — digamos, ‘partes-ponto’ — que o sejam. De
fato, se entre quaisquer duas partes-ponto houver uma distancia finita, e se essas partes-
ponto puderem estar arbitrariamente préximas, entao elas sdo densas; uma terceira estaria
no ponto médio entre quaisquer duas. Em particular, os pontos geométricos familiares séo
assim e, portanto, sdo densos. Logo, talvez Zenao esteja apresentando um argumento sobre
a divisibilidade dos corpos. De qualquer forma, a suposigéo de densidade feita por Zenéo
exige alguma suposicdo adicional sobre a pluralidade em questéo e, consequentemente,
direciona o alvo de seu paradoxo.

Mas suponha que alguém sustente que certo conjunto (como os pontos em uma reta)
é densa e, portanto, ‘ilimitada’ ou infinita. O primeiro aspecto do ataque de Zen&o pretende
mostrar que, por conter um numero definido de elementos, ela também é ‘limitada’, ou finita.
Seria possivel escapar dessa contradi¢cdo? A suposic¢do de que qualquer numero definido é
finito parece intuitiva, mas hoje sabemos, gragas ao trabalho de Cantor no século XIX, como
entender numeros infinitos de modo que eles sejam tao definidos quanto os nimeros fini-
tos. O elemento central dessa teoria dos ‘numeros transfinitos’ € uma definigao precisa de
quando conjuntos infinitos tém o mesmo tamanho e quando uma é maior que a outra. Com
tal defini¢do, & possivel ordenar os numeros infinitos assim como os finitos: por exemplo,
ha diferentes numeros infinitos definidos para fragbes e para pontos geométricos em uma
reta, mesmo que ambos sejam densos. (Veja as Leituras Adicionais abaixo para referén-
cias sobre essas ideias matematicas e sua historia.) Portanto, ao contrario da suposigao
de Zendo, é significativo comparar conjuntos infinitos quanto ao nimero de seus elementos,
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afirmando se uma tem mais, menos ou ‘tantos quanto’ outra: ha, por exemplo, mais nimeros
decimais do que numeros inteiros, mas ha tantos nimeros pares quanto nimeros inteiros.
Assim, matematicamente, o raciocinio de Zenéo é incorreto quando ele afirma que, por uma
colecdo ter um nimero definido, ela deve ser finita, tornando o primeiro subargumento fa-
lacioso. (Embora, € claro, isso apenas mostre que colegdes infinitas sdo matematicamente
consistentes, ndo que existam fisicamente.)

2.2 0 Argumento da Extensao Finita

... se fosse adicionado a algo ja existente, ndo o tornaria maior. Pois, se ndo
tivesse tamanho e fosse adicionado, ndo poderia aumentar de tamanho. E,
portanto, segue-se imediatamente que o que ¢ adicionado é nada. Mas se,
quando subtraido, a outra coisa ndo € menor, nem aumenta quando é adici-
onada, claramente a coisa adicionada ou subtraida é nada. (Simplicio Sobre
a Fisica de Aristoteles, 139.9) Mas, se existe, cada coisa deve ter algum ta-
manho e espessura, e parte dela deve estar separada do resto. E 0 mesmo
raciocinio se aplica a parte que esta na frente. Pois esta também tera tama-
nho e parte dela estara na frente. Ora, & a mesma coisa dizer isso uma vez e
continuar dizendo para sempre. Pois nenhuma parte dela sera a ultima, nem
havera uma parte que nao esteja relacionada a outra. Portanto, se ha muitas
coisas, elas devem ser pequenas e grandes; tdo pequenas que nao tenham
tamanho, mas tdo grandes que sejam ilimitadas. (Simplicio Sobre a Fisica de
Aristételes, 141.2)

Mais uma vez temos as proprias palavras de Zen&o. Segundo sua concluséo, ha trés
partes neste argumento, mas apenas duas sobrevivem. O primeiro argumento — ausente —
pretende mostrar que, se muitas coisas existem, elas ndo devem ter tamanho algum. Em
segundo lugar, a partir disso Zendo argumenta que segue-se que elas ndo existem de forma
alguma; como o resultado de juntar (ou remover) um objeto sem tamanho a qualquer coisa
néo produz mudanga alguma, ele conclui que a coisa adicionada (ou removida) € literalmente
nada. O argumento até este ponto é uma refutagéo autossuficiente do pluralismo, mas Zenéo
continua gerando um problema adicional para quem insiste na existéncia de uma pluralidade.
Essa terceira parte do argumento ¢ formulada de maneira bastante inadequada, mas parece
ser algo assim: suponha que ha uma pluralidade, entéo algum objeto espacialmente extenso
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existe (afinal, ele acabou de argumentar que coisas ndo extenso néo existem). Como é es-
tendido, tem duas partes espacialmente distintas (uma ‘a frente’ da outra). E como as partes
existem, elas tém extens&o, e portanto cada uma também tem duas partes espacialmente
distintas; e assim por diante sem fim. E portanto, a conclus&o final do argumento parece ser
que o objeto, se é extenso de fato, é infinito em extenséo.

Mas o que poderia justificar esse Ultimo passo? Nao parece que pelo fato de um objeto
ter duas partes ele deva ser infinitamente grande! E tampouco segue-se de qualquer outra
das divisdes que Zendo descreve aqui; quatro, oito, dezesseis, ou qualquer nimero finito
de partes formam um todo finito. Novamente, certamente Zen&o esta ciente desses fatos,
e portanto deve ter algo mais em mente, presumivelmente o seguinte: ele assume que se
a série infinita de divisdes que descreve fosse repetida infinitas vezes, entdo resultaria um
conjunto definido de partes. E note que ele ndo precisa assumir que alguém poderia real-
mente realizar as divisdes — ndo ha tempo suficiente e as facas nédo séo afiadas o suficiente
- apenas que um objeto pode ser decomposto geometricamente em tais partes (ele também
néo assume que essas partes sejam o que naturalmente categorizariamos como objetos
fisicos distintos como magés, células, moléculas, elétrons ou algo assim, mas apenas que
sd0 partes geométricas desses objetos). Agora, se — como um pluralista poderia muito bem
aceitar — tais partes existem, segue-se da segunda parte de seu argumento que elas s&o
extensas, €, ele aparentemente assume, uma soma infinita de partes finitas € infinita.

Aqui devemos notar que ha duas maneiras pelas quais ele pode estar imaginando o
resultado da divis&o infinita.

Primeiro, poderiamos |é-lo como primeiro dividindo o objeto em metades, entdo uma
das metades — digamos a segunda — em dois quartos, entdo um dos quartos — digamos o
segundo novamente — em dois oitavos e assim por diante. Neste caso, o resultado da diviséo
infinita resulta em uma sequéncia interminavel de pedagos de tamanho 1/2 do comprimento
total, 1/4 do comprimento, 1/8 do comprimento... E entdo o comprimento total é (1/2 +
1/441/8+ ...) do comprimento, o qual Zen&o conclui ser uma distancia infinita, de modo
que o pluralista esta comprometido com o absurdo de que corpos finitos s&o ‘t4o grandes
quanto ser ilimitado’.

0 que frequentemente é apontado em resposta € que Zenao nao nos da nenhuma razao
para pensar que a soma é infinita em vez de finita. Ele pode ter tido a intuicio de que qualquer
soma infinita de quantidades finitas, ja que cresce incessantemente com cada novo termo,
deve ser infinita, mas também se poderia tomar esse tipo de exemplo como mostrando que
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algumas somas infinitas s&o, afinal, finitas. Assim, ao contrario do que ele pensava, Zendo
n&o provou que a concluséo absurda se segue. No entanto, 0 que nem sempre € apreciado
€ que o pluralista nao escapa tao faciimente, pois nao basta apenas dizer que a soma pode
ser finita, ela também deve mostrar que ¢ finita — caso contrario permanecemos incertos
sobre a sustentabilidade de sua posi¢do. Como ilustragéo da dificuldade enfrentada aqui,
considere o seguinte: muitos comentaristas falam como se fosse simplesmente ébvio que
a soma infinita das fragdes é 1, que ndo ha nada a somar infinitamente. Mas e a seguinte
soma:l — 1+ 1 — 1+ 1 — ... Obviamente, parece, a soma pode ser reescrita como
(1-1)+(1—1)+...=0+0+... = 0. Certamente esta resposta parece tao intuitiva
quanto a soma das fragdes. Mas esta soma também pode ser reescrita como 1 — (1 —
1+1—1+..) =1—0-jaque acabamos de mostrar que o termo entre parénteses
desaparece — =1. Confiar em intuigdes sobre como realizar somas infinitas leva a concluséo
de que 1 = 0. Até que se possa dar uma teoria de somas infinitas que possa dar uma
resposta satisfatdria a qualquer problema, ndo se pode dizer que a soma infinita de Zenao é
obviamente finita. Tal teoria s6 foi totalmente desenvolvida no século XIX por Cauchy. (No
sistema de Cauchy,1/2+1/4+ ... =1,mas 1 — 1 4+ 1 — ... é indefinido.)

Em segundo lugar, pode ser que Zen&o queira dizer que o objeto € dividido ao meio,
entdo ambas as metades sao divididas ao meio, entdo todos os quartos sao divididos ao
meio e assim por diante. Nesse caso, os pedagos em qualquer estégio particular tém todos
0 mesmo tamanho finito, e assim poderia-se concluir que o resultado de continuar o proce-
dimento infinitamente seria pedagos do mesmo tamanho, que, se existem - de acordo com
Zendo - sdo0 maiores que zero; mas um infinito de partes extensas iguais é de fato infinita-
mente grande.

Mas essa linha de pensamento pode ser resistida. Primeiro, suponha que o procedi-
mento descrito divida completamente o objeto em partes ndo sobrepostas. (Ha um problema
com essa suposicao que veremos logo abaixo.) Envolve dobrar o nimero de pedagos apos
cada divisdo e assim apos N divisdes ha 27V pedagos. Mas acontece que para qualquer
nimero natural ou infinito, N, 2V > N, e assim o nimero de (supostas) partes obtidas pela
infinidade de divisdes descritas € um infinito ainda maior. Este resultado ndo apresenta di-
ficuldade imediata, pois, como mencionamos acima, infinitos vém em tamanhos diferentes.
O numero de vezes que tudo é dividido em dois é dito ser 'infinito contavel’: ha um infinito
contavel de coisas em uma colegao se elas puderem ser rotuladas pelos nimeros 1,2, 3, ...
sem sobra em nenhum dos lados. Mas o nimero de pedacos que a divisao infinita produz é
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'infinito incontavel’, o que significa que ndo ha como rotula-los 1, 2, 3, ... sem perder alguns
deles - de fato, infinitos deles. No entanto, a definicdo de Cauchy de uma soma infinita s6
se aplica a séries infinitas contaveis de nimeros, e portanto nao se aplica aos pedagos que
estamos considerando. No entanto, poderiamos considerar apenas um nimero contavel
deles, cujos comprimentos, de acordo com Zenao - ja que ele afirma que séo todos iguais
e nao nulos - somariam um comprimento infinito; 0 comprimento de todos os pedagos ndo
poderia ser menor que isso.

Nesse ponto, o pluralista que acredita que a divisdo de Zenao divide completamente os
objetos em partes ndo sobrepostas (veja o paragrafo seguinte) poderia responder que as
partes de fato ndo tém extensao, mesmo que existam. Isso bloquearia a concluséo de que
objetos finitos s&o infinitos, mas parece empurré-la de volta para o outro chifre do argumento
de Zendo, pois como todas essas partes de comprimento zero podem formar um todo de
tamanho ndo nulo? (Note que, de acordo com Cauchy, 0+0+0+...=0, mas este resultado
n&o mostra nada aqui, pois, como vimos, ha incontaveis pedagos para adicionar - mais do
que sao adicionados nesta soma.) Adiaremos essa questdo para a discussdo do préximo
paradoxo, na qual ela surge explicitamente.

O segundo problema com interpretar a divisdo infinita como uma diviséo repetida de
todas as partes € que ela ndo divide um objeto em partes distintas, se os objetos sdo com-
postos da maneira natural. Para ver isso, vamos fazer a pergunta sobre quais partes séo
obtidas por essa divisdo em metades, quartos, oitavos, ... Como a divisao é repetida in-
determinavelmente, ndo ha um Ultimo pedago que possamos dar como resposta, e assim
precisamos pensar na questdo de uma maneira diferente. Se supomos que um objeto pode
ser representado por um segmento de linha de comprimento unitario, entéo a divis&o produz
conjuntos de segmentos, dos quais o primeiro € a primeira ou a segunda metade do seg-
mento inteiro, 0 segundo é o primeiro ou segundo quarto, ou terceiro ou quarto quarto, e em
geral o segmento produzido por N divisdes € a primeira ou segunda metade do segmento
anterior. Por exemplo, escrevendo o segmento com extremidades a e b como [a,b], alguns
desses conjuntos (tecnicamente conhecidas como ‘cadeias’, ja que os elementos da cole-
¢ao sao ordenados por tamanho) comecariam [0,1], [0,1/2], [1/4,1/2)], [1/4,3/8], .... (Quando
argumentamos antes que a diviséo de Zenao produzia incontaveis pedagos do objeto, o que
deveriamos ter dito com mais cuidado é que produz incontaveis cadeias como essa.)

A questao de quais partes a divisdo seleciona é entdo a questao de qual parte qualquer
cadeia dada seleciona; é natural dizer que uma cadeia seleciona a parte da linha que esta
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contida em cada um de seus elementos. Considere, por exemplo, a cadeia [0,1/2], [1/4,1/2],
[3/8,1/2), ..., em outras palavras, a cadeia que comega com a metade esquerda da linha e
para a qual cada outro elemento € a metade direita do anterior. O ponto médio esta em cada
um dos segmentos dessa cadeia; é o ponto final direito de cada um. Mas nenhum outro
ponto esta em todos os seus elementos: claramente nenhum ponto além do meio esta; e
escolha qualquer ponto p antes do meio, se vocé tomar metades direitas de [0,1/2] vezes
suficientes, o final esquerdo do segmento estara a direita de p. Por consequinte, a Unica
parte da linha que estad em todos os elementos desta cadeia é o ponto médio, e, portanto,
esse ¢ a parte da linha selecionada pela cadeia. (De fato, segue-se de um postulado da teoria
dos numeros que ha exatamente um ponto que todos os membros de qualquer cadeia desse
tipo tém em comum.) O problema é que, por raciocinio paralelo, 0 ponto médio também é
selecionado pela cadeia distinta [1/2,1], [1/2,3/4], [1/2,5/8], ..., onde cada segmento apds o
primeiro € a metade esquerda do precedente. E desse modo ambas as cadeias selecionam
0 mesmo pedago da linha: o ponto médio. E assim por diante para muitos outros pares de
cadeias. Assim, o0 argumento de Zendo, interpretado em termos de uma divisdo repetida
de todas as partes ao meio, nao divide a linha em partes distintas. Portanto, se pensarmos
que os objetos sdo compostos da mesma maneira que a linha, segue-se que, apesar das
aparéncias, essa versao do argumento ndo corta os objetos em partes cujo tamanho total
pode adequadamente ser discutido.

(Vocé pode pensar que esse problema poderia ser corrigido tomando os elementos das
cadeias como segmentos sem ponto final a direita. Entdo, a primeira das duas cadeias
que consideramos ndo tem mais o ponto médio em nenhum de seus segmentos, e, conse-
quentemente, ndo seleciona aquele ponto. O problema agora é que ela falha em selecionar
qualquer parte da linha: o raciocinio anterior mostrou que ela no seleciona nenhum ponto
maior ou menor que o ponto médio, e agora hem mesmo seleciona aquele ponto!)

2.3 0 Argumento da Divisibilidade Completa

... Sempre que um corpo for, por natureza, divisivel completamente, seja por
bisse¢ao, seja, de modo geral, por qualquer outro método, nada impossivel
tera ocorrido se ele de fato tiver sido dividido — embora, talvez, ninguém na
pratica pudesse dividi-lo assim. O que, ent&o, restard? Uma magnitude? Nao:
isso € impossivel, pois entao haveria algo ndo dividido, enquanto, ex hypothesi,
o corpo era divisivel completamente. Mas, se se admitir que néo restara nem
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um corpo nem uma magnitude... o corpo consistira ou de pontos (e seus cons-
tituintes serdo destituidos de magnitude) ou sera absolutamente nada. Se for
este Ultimo caso, entdo poderia tanto vir a ser a partir do nada quanto existir
como um composto de nada; e, assim, presumivelmente, o corpo todo nio
sera nada além de uma aparéncia. Mas, se consistir de pontos, ndo possuira
nenhuma magnitude. (Aristételes, Da Geragao e da Corrupgao, 316a19)

Estas palavras séo de Aristoteles, ndo de Zenao, e, de fato, 0 argumento nem sequer
¢ atribuido a Zenao por Aristoteles. No entanto, temos a opinido de Simplicio (Sobre a
Fisica de Aristoteles, 139.24) de que ele se origina com Zenao, raz&o pela qual esta incluido
aqui. Aristoteles comega supondo que algum corpo é completamente divisivel, “através e
através”; o segundo passo do argumento deixa claro que, com isso, ele quer dizer que o
corpo ¢ divisivel em partes que, elas mesmas, ndo possuem tamanho — partes que possuem
qualquer magnitude permanecem incompletamente divididas. (Mais uma vez, o que importa
€ que o corpo seja genuinamente composto de tais partes, ndo que alguém tenha tempo
e ferramentas para realizar a divisdo; e lembrando, da segéo anterior, que ndo se obtém
tais partes por meio de divises sucessivas de todas as partes pela metade.) Suponha-se,
entao, que o corpo seja dividido em suas partes sem dimenséo. Essas partes poderiam ser
ou nada - como Zen&o argumentou acima — ou “partes-ponto”. Se as partes forem nada,
entao o corpo também o seré: trata-se apenas de uma ilus&o.

E quanto ao passo final? Por que algo composto inteiramente de pontos n&o teria tama-
nho? Aristételes ndo diz. Uma compreens&o natural — e padrdo — é que Aristételes entende
que o problema reside em somar os comprimentos de partes de comprimento zero. Cer-
tamente qualquer soma — mesmo uma infinita — de zeros é zero; isso certamente é o caso
(como observado acima) na definigdo de somas infinitas de Cauchy. No entanto, Griinbaum
(1967) apontou que essa defini¢do se aplica apenas a somas enumeraveis, e Cantor forne-
ceu uma bela, surpreendente e extremamente influente prova “diagonal” de que o nimero
de pontos em um segmento é ndo enumeravelmente infinito. Nao ha como rotular todos os
pontos de uma linha com a infinidade dos numeros 1, 2, 3, ..., de modo que ha mais pontos
em um segmento de linha do que somandos em uma soma de Cauchy. Em suma, a anélise
empregada para divisdes infinitas enumeraveis nao se aplica aqui.

Suponha, entdo, que sejam dados apenas o nimero de pontos em uma linha e que
seus comprimentos sejam todos zero; como se determinaria o comprimento? Precisariamos
de uma nova definicdo, uma que estendesse a de Cauchy para somas ndo enumeraveis?
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Acontece que isso ndo ajudaria, porque Cantor mostrou que qualquer segmento, de qual-
quer comprimento que seja (e, de fato, uma linha infinita inteira), possui exatamente o mesmo
numero de pontos que nosso segmento unitario. Assim, saber o nimero de pontos nao de-
terminara o comprimento da linha, e, portanto, nada semelhante a adigao familiar —na qual o
todo é determinado pelas partes — € possivel. Em vez disso, devemos considerar as propri-
edades de distancia de uma linha como logicamente posteriores a sua composi¢éo pontual:
primeiro temos um conjunto de pontos (ordenados de certa maneira, de modo que haja algum
fato, por exemplo, sobre qual dos trés esta entre os outros) e, entdo, definimos uma fungéo
dos pares de pontos que especifica quéo distantes eles estao (satisfazendo condigdes como
a de que a disténcia entre A e B somada a distancia entre B e C é igual & distancia entre A
e C—se Bestaentre A e C). Assim, respondemos a Zendo da seguinte forma: o argumento
pressupunha que o tamanho do corpo era a soma dos tamanhos das partes-ponto, mas esse
n&o € o caso; segundo a matematica moderna, um segmento de linha geométrica € uma in-
finidade ndo enumeravel de pontos mais uma fungéo de distancia. (Note-se que Grilnbaum
utilizou o fato de que a composigao pontual ndo determina um comprimento para sustentar
sua visdo ‘convencionalista’ de que uma linha ndo possui comprimento determinado algum,
independente de um padréo de medida.)

Como enfatiza Ehrlich (2014), poderiamos até mesmo estipular que uma “soma nao
enumeravel” de zeros é zero, porque o comprimento de uma linha ndo é igual & soma dos
comprimentos dos pontos que ela contém (respondendo a preocupacdo de Sherry (1988)
de que recusar-se a estender a definigdo seria ad hoc). Assim, se se estipula que o com-
primento de uma linha é a soma de qualquer conjunto completo de partes proprias, entéo
decorre que 0s pontos nédo sao, propriamente falando, partes de uma linha (ao contrario de
metades, quartos e assim por diante de uma linha). Em um sentido estrito, na teoria da
medida moderna (que generaliza a estrutura de Griinbaum), os pontos de uma linha sdo in-
comensuraveis com ela, e a propria formulagéo dada por Aristételes, na qual o comprimento
do todo € analisado em termos de seus pontos, € ilegitima.

A resposta de Griinbaum, embora aborde um paradoxo, foi recentemente significativa-
mente contestada quanto a sua preciséo, tanto no que se refere a matematica antiga quanto
a matematica do século XIX. Reese et al. (2022) interpretam o paradoxo — especificamente
o raciocinio de Aristoteles na frase final — de uma forma que ndo depende de somar zeros,
mas pressupde apenas que o tamanho de um ponto € limitado pelo tamanho das linhas das
quais ele faz parte. O paradoxo resultante, eles demonstram, teria causado problemas para
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os principios da matematica antiga; além disso, causou problemas na matematica da dé-
cada de 1880, sendo, por fim, resolvido por Borel. Embora essa solugéo dependa do fato de
que o nimero de pontos em uma linha é ndo enumeravel, ela ndo se baseou na prova de
Cantor nem em ideias sobre somas infinitas. Pesquisas futuras sérias sobre esse paradoxo
precisarao levar esse trabalho em consideragao.

3. Os Paradoxos do Movimento

3.1 A Dicotomia

O primeiro [argumento] afirma a ndo existéncia do movimento com base na
ideia de que aquilo que esta em locomog&o deve chegar a metade do caminho
antes de chegar ao destino. (Aristételes, Fisica, 239b11)

Esse paradoxo € conhecido como ‘dicotomia’ porque envolve uma divisdo repetida em
dois (assim como o0 segundo paradoxo da pluralidade). Como os outros paradoxos do movi-
mento, ele nos foi transmitido por Aristoteles, que buscou refuta-lo.

Suponha que uma corredora muito rapida — como a mitica Atalanta — precise correr para
pegar o onibus. Claramente, antes de chegar ao ponto de 6nibus, ela deve percorrer a me-
tade do caminho, como diz Aristoteles. N&o ha problema nisso; supondo um movimento
constante, ela levara metade do tempo para percorrer a metade do caminho, e a outra me-
tade do tempo para percorrer o restante. Agora, ela também deve percorrer a metade da
metade do caminho — ou seja, um quarto da distancia total — antes de chegar a metade,
mas novamente, ela tem um nimero finito de distancias finitas a percorrer, e bastante tempo
para isso. E antes de percorrer 1/4 do caminho, ela deve percorrer 1/2 de 1/4, que é 1/8 do
caminho; e antes disso, 1/16; e assim por diante. N&o ha problema em nenhum ponto finito
dessa série, mas e se essa divisdo pela metade for feita infinitas vezes? A série resultante
ndo contém uma primeira distancia a ser percorrida, pois qualquer possivel primeira distan-
cia poderia ser dividida ao meio e, portanto, ndo seria realmente a primeira. No entanto, ela
contém uma Ultima distancia, que é 1/2 do caminho; uma pendltima, que € 1/4 do caminho;
uma antepenultima, que é 1/8 do caminho; e assim por diante. Assim, a sequéncia de distan-
cias que Atalanta precisa percorrer é: ..., depois 1/16 do caminho, depois 1/8 do caminho,
depois 1/4 do caminho e, finalmente, 1/2 do caminho (e aqui ndo estamos sugerindo que ela
pare no fim de cada segmento e comece novamente no préximo — estamos pensando na sua
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corrida continua, composta por essas partes). E agora surge um problema, pois essa des-
crigéo de sua corrida a faz percorrer um numero infinito de distancias finitas, o que, segundo
Zenao, nos levaria a concluséo de que isso deveria levar um tempo infinito, ou seja, nunca
seria concluido. E, como o argumento ndo depende da distancia nem de quem ou do que
seja 0 movimento, conclui-se que nenhuma distancia finita pode jamais ser percorrida — ou
seja, todo movimento é impossivel. (Note que o paradoxo pode ser formulado facilmente na
direcao oposta, de modo que Atalanta deve primeiro percorrer metade do caminho, depois
metade do restante, depois metade disso, e assim por diante, levando-a a uma sequéncia
infinita de fragOes da distancia total: 1/2, depois 1/4, depois 1/8, e assim sucessivamente.)

Algumas respostas comuns nao sao adequadas. Alguém poderia — como Simplicio (So-
bre a Fisica de Aristételes, 1012.22) relata que Didgenes, o Cinico, fez — simplesmente se
levantar e comegar a andar em siléncio, apontando que € uma questdo de experiéncia co-
mum que as coisas de fato se movem, e que sabemos muito bem que Atalanta n&o teria
dificuldade em chegar ao ponto de dnibus. Mas isso nédo impressionaria Zenao, que, como
um seguidor fiel de Parménides, sustentava que muitas coisas ndo sao como parecem: pode
parecer que Diégenes esta andando ou que Atalanta esta correndo, mas as aparéncias po-
dem enganar — e, afinal, temos uma prova logica de que eles, na verdade, néo estdo se
movendo. Alternativamente, se alguém nao aceita que Zen&o tenha realmente provado que
0 movimento & ilusério — como, esperangosamente, ndo aceitamos — entao essa pessoa tem
a obrigagao de explicar o que ha de errado em seu argumento: ele forneceu razdes pelas
quais 0 movimento & impossivel, entdo uma resposta adequada precisa mostrar por que es-
sas raz0es nao sdo suficientes. E ndo basta simplesmente apontar que existem maneiras
de dividir a corrida de Atalanta — por exemplo, apenas em duas metades — em que nédo ha
problema. Pois, se vocé aceita todos os passos do argumento de Zenao, entdo deve aceitar
sua conclusao (assumindo que ele tenha raciocinado de forma logicamente dedutiva): ndo
basta apresentar uma divisdo nao problematica, é necessario também mostrar por que essa
divisdo especifica ndo apresenta problemas.

Outra resposta — dada pelo proprio Aristoteles — é apontar que, a medida que dividimos
as distancias percorridas, devemos também dividir o tempo total gasto: ha 1/2 do tempo
para percorrer a ultima metade, 1/4 do tempo para o quarto anterior, 1/8 do tempo para o
oitavo de corrida, e assim por diante. Assim, cada fragdo da distancia tem exatamente a
fracdo correspondente do tempo total finito para que Atalanta a complete, e, portanto, a dis-
tancia pode ser percorrida em um tempo finito. Essa resposta pode parecer trivial aos olhos
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modernos, mas, em um estudo importante, Sattler (2020) argumenta que entender o movi-
mento por meio dessa correspondéncia matematica entre distancia e duragao foi um avango
crucial feito por Aristoteles, em resposta aos seus predecessores. Certamente, Aristételes
considerava que sua resposta deveria satisfazer Zendo. No entanto, ele também percebeu
(Fisica, 263a15) que isso ndo encerrava completamente a questao. Afinal, agora estamos
dizendo que o tempo que Atalanta leva para chegar ao ponto de 6nibus é composto por um
numero infinito de partes finitas - ..., 1/8, 1/4 e 1/2 do tempo total — e isso ndo seria um tempo
infinito?

E claro que alguém poderia novamente argumentar que algumas somas infinitas tém
totais finitos e, em particular, que a soma dessas partes é exatamente 1x o tempo total, que,
evidentemente, é finito (e, novamente, uma solugdo completa exigiria uma explicagéo rigo-
rosa sobre somas infinitas, como a desenvolvida por Cauchy). No entanto, Aristoteles néo
fez esse passo. Em vez disso, ele tragou uma distingdo rigorosa entre o que ele chamou de
linha ‘continua’ e uma linha dividida em partes. Considere uma divisao simples de uma linha
em duas: de um lado, h4 a linha ndo dividida; de outro, a linha com um ponto médio seleci-
onado como fronteira entre as duas metades. Aristdteles afirma que essas sdo duas coisas
distintas e que a segunda é apenas ‘potencialmente’ derivada da primeira. Em seguida,
Aristoteles adota a visdo do senso comum de que o tempo é como uma linha geométrica e
considera o tempo necesséario para completar a corrida. Podemos novamente distinguir os
dois casos: ha o intervalo continuo do inicio ao fim e ha o intervalo dividido na infinidade de
meias-corridas de Zendo. O primeiro é ‘potencialmente infinito’ no sentido de que poderia
ser dividido no segundo, que é uma ‘infinidade atual’. Aqui esta o ponto crucial: Aristoteles
acredita que, uma vez que esses intervalos sdo geometricamente distintos, eles também
devem ser fisicamente distintos. Mas como isso seria possivel? Ele afirma que a corredora
deve fazer algo no fim de cada meia-corrida para torna-la distinta da proxima: ela deve pa-
rar, tornando a prépria corrida descontinua. (N&o esta claro por que alguma outra agéo néo
seria suficiente para dividir o intervalo.) Assim, a resposta completa de Aristételes ao para-
doxo é que a questao de saber se a série infinita de corridas é possivel ou ndo é ambigua:
a série potencialmente infinita de metades em uma corrida continua é possivel, enquanto
uma infinidade atual de meias-corridas descontinuas ndo € — Zendo, de fato, identifica uma
impossibilidade, mas ela ndo descreve a maneira usual de correr por uma pista!

E dificil - talvez do nosso ponto de vista moderno— ver como essa resposta poderia
ser completamente satisfatoria. Em primeiro lugar, ela assume que é possivel tragar uma
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distin¢éo clara entre infinitos potenciais e infinitos atuais, algo que nunca foi plenamente al-
cangado. Em segundo lugar, suponha que o problema de Zen&do dependa da afirmagéo de
que somas infinitas de quantidades finitas sdo invariavelmente infinitas. Ento, a distingdo
de Aristoteles s6 ajudaria se ele pudesse explicar por que somas potencialmente infinitas
sao, de fato, finitas (ndo poderiamos, potencialmente, somar 1 +1 + 1 + ..., 0 que ndo tem
um total finito); ou se ele pudesse apresentar uma raz&o pela qual somas potencialmente
infinitas simplesmente n&o existem. Ou talvez Aristdteles néo visse as somas infinitas como
0 problema, mas sim saber se completar uma infinidade de agdes finitas & metafisicamente,
conceitualmente e fisicamente possivel. Discutiremos brevemente essa questao — das ‘su-
pertarefas’ — mais adiante, mas vale notar que existe uma corrida bem definida na qual os
estagios da corrida de Atalanta s&o pontuados por descansos finitos, o que, por argumen-
tos, mostra a possibilidade de completar uma série infinita de tarefas finitas em um tempo
finito (Huggett 2010, pp. 21-22). Por fim, a distingdo entre infinito potencial e infinito atual
nao desempenha nenhum papel na matematica desde que Cantor domou os niimeros trans-
finitos — certamente o infinito potencial ndo tem desempenhado papel algum nas solugdes
matematicas modernas discutidas aqui.

3.2 Aquiles e a Tartaruga

O [segundo] argumento foi chamado “Aquiles”, consequentemente, a partir do
fato de que Aquiles foi tomado [como personagem] nele, e 0 argumento diz que
é impossivel para ele alcangar a tartaruga quando a persegue. Pois, de fato, é
necessario que aquilo que esta para alcangar [algo], antes de alcangar [isso],
primeiro alcance o limite de onde aquilo que esta fugindo partiu. No [tempo no]
qual aquilo que persegue chega a isso, aquilo que esta fugindo avangara um
certo intervalo, mesmo se for menor do que aquele que aquilo que persegue
avancgou... E no tempo, de novo, no qual aquilo que persegue ira percorrer
esse [intervalo] que aquilo que esta fugindo avangou, nesse tempo, de novo,
aquilo que esta fugindo ird percorrer alguma quantidade... E assim, em todo
tempo no qual aquilo que persegue ira percorrer o [intervalo] que aquilo que
esta fugindo, sendo mais lento, j& avangou, aquilo que esta fugindo também ira
avancar alguma distancia. (Simplicio, Sobre a Fisica de Aristételes 6, 1014.10)

Esse paradoxo gira em torno de consideragées muito semelhantes ao anterior. Imagine
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Aquiles perseguindo uma tartaruga e suponha que Aquiles corre a 1 m/s, que a tartaruga
rastejaa 0,1 m/s e que a tartaruga comega 0,9m a frente de Aquiles. Aparentemente, Aquiles
deveria alcancar a tartaruga ap6s 1s, a uma distancia de 1m de onde ele comega (e, portanto,
0,1m de onde a tartaruga comeca). Poderiamos dividir o movimento de Aquiles em metades,
como fizemos com Atalanta, ou da seguinte forma: antes que Aquiles possa alcangar a
tartaruga, ele deve chegar ao ponto onde a tartaruga comegou. Mas no tempo que ele
leva para fazer isso, a tartaruga rasteja um pouco mais para frente. Entéo, Aquiles deve
alcangar esse novo ponto. Porém, no tempo que Aquiles leva para isso, a tartaruga avancga
um pouquinho mais. E assim até o infinito: toda vez que Aquiles chega ao lugar onde a
tartaruga estava, ela teve tempo suficiente para avangar mais um pouco, e entdo Aquiles
tem outra corrida a fazer. Assim, Aquiles tem um ndmero infinito de alcangadas finitas antes
de pegar a tartaruga e, portanto, Zen&o conclui que ele nunca a alcanga.

Um aspecto do paradoxo, entdo, é que Aquiles deve percorrer a seguinte série infinita de
distancias antes de alcancar a tartaruga: primeiro 0,9m, depois mais 0,09m, depois 0,009m,
... Essas séo as distancias que a tartaruga percorre no inicio de cada alcancada de Aquiles.
Visto dessa forma, o quebra-cabega é idéntico a Dicotomia, pois € 0 mesmo que dizer que
“aquilo que esta em movimento deve chegar [a nove décimos do caminho] antes de chegar
ao objetivo”. E, assim, tudo o que dissemos antes se aplica aqui também.

Mas o que esse paradoxo evidencia de forma mais vivida é o problema de completar
uma série de agdes que ndo tem um membro final — nesse caso, a série infinita de alcan-
gadas antes que Aquiles atinja a tartaruga. Mas qual é exatamente o problema? Talvez o
seguinte: a corrida de Aquiles até o ponto em que ele deveria alcancar a tartaruga pode, apa-
rentemente, ser completamente decomposta na série de alcangadas, nenhuma das quais o
leva & tartaruga. Portanto, em nenhum momento de sua corrida ele de fato a alcanga. Mas,
se isso era 0 que Zendo tinha em mente, nao funciona. E claro que Aquiles ndo alcanca a
tartaruga em nenhum ponto da sequéncia, pois cada corrida na sequéncia ocorre antes que
esperemos que ele a alcance! Pensando em termos dos pontos que Aquiles deve atingir
em sua corrida, 1m nao aparece na sequéncia 0,9m, 0,99m, 0,999m, ..., entdo é ébvio que
ele nunca pega a tartaruga durante essa sequéncia de corridas! (E a mesma situagéo surge
na Dicotomia: ndo ha uma primeira distancia na série, entao ela ndo inclui a partida de Ata-
lanta!) Assim, a série de alcangadas ndo decompde completamente a corrida: o ponto final
- no qual Aquiles de fato alcanca a tartaruga — deve ser adicionado a ela. Entdo, ha algum
paradoxo? Argumentavelmente, sim.
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A corrida de Aquiles passa pela sequéncia de pontos 0,9m, 0,99m, 0,999m, ..., 1m.
Mas uma sequéncia tdo estranha—composta por uma infinidade de membros seguida por
mais um—faz sentido matematicamente? Se n&o, entdo nossa descricdo matematica da
corrida nao pode estar correta, mas entéo qual €? Felizmente, a teoria dos transfinitos, com
relagdo a qual Cantor é pioneiro, nos assegura que tal série é perfeitamente respeitavel.
Percebeu-se que as propriedades de ordem das séries infinitas sdo muito mais elaboradas
que as das séries finitas. Qualquer forma de organizar os numeros 1, 2 e 3 resulta em uma
série com 0 mesmo padréo, por exemplo, mas ha muitas maneiras distintas de ordenar os
numeros naturais: 1, 2, 3, ... por exemplo. Ou ..., 3,2,1. Ou ..., 4,2,1,3,5,.... Ou
2,3,4, ..., 1, que é exatamente 0 mesmo tipo de série que as posicdes que Aquiles deve
percorrer. Assim, a teoria dos transfinitos trata ndo apenas dos nimeros ‘cardinais'—que
dependem apenas de quantas coisas existem—mas também dos numeros ‘ordinais’, que
dependem ainda de como as coisas estdo ordenadas. Como os ordinais sdo normalmente
considerados nimeros matematicamente legitimos, e como a série de pontos que Aquiles
deve passar tem um numero ordinal, assumiremos que a série € matematicamente legitima.
(Novamente, veja ‘Supertarefas’ abaixo para outro tipo de problema que pode surgir para
Aquiles.)

3.3 Aflecha

O terceiro [paradoxo] é... que a flecha em voo esta em repouso, conclusédo que
decorre da suposi¢do de que o tempo é composto de momentos... Ele afirma
que, se tudo que ocupa um espaco igual estd em repouso, e se aquilo que
esta em movimento esta sempre em um ‘agora’, entdo a flecha em voo est3,
portanto, imovel. (Aristoteles, Fisica, 239b30).

Zendo suprime 0 movimento, dizendo: “O que esta em movimento ndo se move
nem no lugar onde esta, nem no lugar onde ndo esta’. (Diégenes Laércio,
Vidas e Doutrinas dos Filosofos llustres, 1X.72)

Esse argumento contra 0 movimento baseia-se explicitamente em um tipo especifico de
suposi¢éo de pluralidade: a de que o tempo é composto de momentos (ou ‘agoras’) e nada
mais. (De acordo com Pemberton, 2022, Aristoteles rejeita por completo a afirmagao de que
o0 tempo é composto de instantes.) Considere uma flecha, aparentemente em movimento,
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em qualquer instante. Primeiro, Zendo assume que ela ndo percorre nenhuma distancia
durante esse momento — ‘ela ocupa um espaco igual’ durante todo o instante. Mas todo o
periodo de seu movimento contém apenas instantes, todos os quais contém a flecha em
repouso e, portanto, Zen&o conclui que a flecha ndo pode estar se movendo.

Uma preocupagéo imediata é entender por que Zeno esta justificado ao assumir que
a flecha esta em repouso em qualquer instante. Isso decorre de modo imediato se assumir-
mos que um instante dura Os: qualquer que seja a velocidade da flecha, ela néo chegara
a lugar algum se nao tiver tempo algum. Mas e se considerarmos que as menores partes
do tempo s&o finitas—ainda que minusculas—, de modo que uma flecha em movimento po-
deria, de fato, percorrer alguma distancia durante um instante? Uma maneira de sustentar
essa suposi¢ao — que exige uma interpretacao mais elaborada do texto — comega assumindo
que os instantes sdo indivisiveis. Em seguida, suponha que a flecha realmente se moveu
durante um instante. Ela estaria em lugares diferentes no inicio e no fim do instante, o que
implica que o instante tem um ‘inicio’ e um fim’, 0 que, por sua vez, sugere que ele tem pelo
menos duas partes e, portanto, é divisivel—contrariando nossa suposicao inicial. (Observe
que esse argumento apenas estabelece que nada pode se mover durante um instante, ndo
que os instantes ndo podem ser finitos.)

Assim, nada se move durante qualquer instante, mas o tempo ¢ inteiramente composto
de instantes; logo, nada jamais se move. Uma primeira resposta é observar que determinar
a velocidade da flecha implica dividir a distancia percorrida em certo tempo pela duragéo
desse tempo. Mas — assumindo, a partir de agora, que os instantes tém duragao zero—essa
férmula ndo faz sentido no caso de um instante: a flecha percorre 0Om em Os (a duragéo do
instante), mas 0/0 m/s n&o é um numero. Portanto, é falacioso concluir, a partir do fato de
que a flecha no percorre distancia alguma em um instante, que ela esta em repouso; se ela
esta ou ndo em movimento em um instante depende se ela percorre alguma distancia em
um intervalo finito que inclua o instante em quest&o.

A resposta esta correta, mas traz uma implicagdo contraintuitiva: 0 movimento néo é
algo que acontece em qualquer instante, mas apenas ao longo de periodos finitos de tempo.
Pense da seguinte maneira: o tempo, como dissemos, € composto apenas de instantes. Ne-
nhuma distancia é percorrida durante qualquer instante. Entéo, quando a flecha realmente
se move? Como ela vai de um lugar a outro em um momento posterior? Ha apenas uma res-
posta: a flecha vai do ponto X no tempo 1 ao ponto Y no tempo 2 simplesmente em virtude de
estar em pontos intermediarias sucessivas em tempos intermediarios sucessivos—a flecha
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nunca muda sua posi¢ao durante um instante, mas apenas ao longo de intervalos compostos
de instantes, pela ocupagao de diferentes posigdes em diferentes momentos. Nas palavras
memoraveis de Bergson — que ele considerava expressar um absurdo —, “0 movimento é
composto de imobilidades”(1911, 308): ir de X a Y consiste em ocupar exatamente um lugar
intermediario em cada instante (na ordem correta, é claro). Para uma discusséo mais apro-
fundada dessa concepgéo ‘ponto a ponto’ do tempo, consulte Arntzenius (2000) e Salmon
(2001, 23-4).

3.4 O Estadio

O quarto argumento é o que diz respeito a corpos iguais que se movem ao
lado de corpos iguais no estadio a partir de dire¢des opostas — uns do final
do estadio, outros do meio — em velocidades iguais, no qual ele pensa que se
segue que metade do tempo é igual ao seu dobro.... (Fisica de Aristoteles,
239b33)

Aristoteles prossegue elaborando e refutando um argumento para o paradoxo final do
movimento de Zendo. O texto é bastante enigmatico, mas geralmente é interpretado da
seguinte maneira: imagine trés conjuntos de cubos idénticos e justapostos em movimento
relativo. Um conjunto—os As—permanece em repouso, enquanto os outros—os Bs e Cs—
movem-se para a direita e para a esquerda, respectivamente, em velocidades iguais e cons-
tantes. Suponha ainda que, em certo momento, o B mais a direita e 0 C mais a esquerda
estejam alinhados com o A central, conforme ilustrado (trés de cada séo representados por
simplicidade):

AAA
BBB
CCC

Como os Bs e Cs se movem na mesma velocidade, eles se alinhardo simultaneamente
com os As em um momento posterior;

AAA
BBB
CCC
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Nesse instante, o B mais a direita tera passado por todos os Cs, mas apenas pela me-
tade dos As. Como os cubos séo do mesmo tamanho, ele tera percorrido uma certa distancia
e também metade dessa distancia. No entanto, a contradi¢do néo é explicitada aqui, pre-
sumivelmente porque € claro que essas distancias contraditérias sao relativas aos Cs e As,
respectivamente—e ndo ha contradicdo geral em estar em relagdes diferentes com coisas
diferentes. Em vez disso, as distancias sdo convertidas em tempos ao serem divididas pela
velocidade dos Bs: metade da disténcia, a uma dada velocidade, leva metade do tempo.
Surge entdo uma contradigéo, pois o tempo entre os estados é de fato inequivoco, néo
relativo—o processo leva um tempo (n&o nulo) e metade desse tempo.

O veredito geral é que Zen&o estava profundamente confuso sobre velocidades relativas
nesse paradoxo. Se 0s Bs se movem a uma velocidade V m/s para a direita em relagdo aos
As, e 0s Cs a V m/s para a esquerda em relagdo aos As, entdo os Cs se movem a 2V m/s
para a esquerda em relac&o aos Bs. Assim, embora os Bs percorram o dobro da distancia em
relagdo aos Cs do que em relagdo aos As, fazem-no com o dobro da velocidade relativa, de
modo que os tempos sdo iguais em ambos 0s casos. Mas sera que Zenao poderia estar tao
confuso? (Sattler, 2015, argumenta contra essa e outras interpretagdes comuns do estadio.)

Talvez (Davey, 2007) ele tivesse em mente o seguinte (embora essa leitura, que atribui
mais perspicacia a Zendo, ndo se encaixe tdo bem nas palavras de Aristoteles): suponha
que os As, Bs e Cs tenham a menor extens&o espacial possivel—sejam “pontuais”—, onde
“pontos”tém tamanho zero se o espaco for continuo, ou tamanho finito se o espago for “atd-
mico”. Suponha ainda que ndo haja espagos entre os As, Bs ou Cs. Durante o movimento
descrito, 0 B mais a frente passa por todos os Cs e pela metade dos As—ou seja, por me-
tade do nimero de As em relagéo aos Cs. Agora, como um ponto se move continuamente
ao longo de uma linha sem lacunas, ha uma correspondéncia biunivoca entre os instantes
de tempo e os pontos na linha—para cada instante, um ponto; para cada ponto, um instante.
Portanto, o nimero de “instantes-A’que o B esta na frete leva para passar pelos As é metade
do nimero de “instantes-C’necessarios para passar pelos Cs—mesmo que esses proces-
sos levem o mesmo tempo. Se ent&o, crucialmente, assumirmos que metade dos instantes
significa metade do tempo, concluimos que metade do tempo é igual ao tempo total, uma
contradicéo.

Como vimos na discusséo sobre divisibilidade completa, ha um problema nesse racioci-
nio aplicado a linhas continuas: qualquer segmento de linha tem 0 mesmo nimero de pontos,
logo nada pode ser inferido a partir do nimero de pontos dessa maneira— certamente néo
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pode ser inferido que metade dos pontos (aqui, instantes) signifique metade do comprimento
(ou tempo). O paradoxo, como formulado, falha. Mas a prépria afirmagao de que os interva-
los contém 0 mesmo numero de instantes ndo entra em conflito com a concluséo de que ha
metade de instantes-A em relagdo aos instantes-C? A questao é sutil para conjuntos infini-
tos: por exemplo, 1, 2, 3, ... esta em correspondéncia biunivoca com 2, 4, 6, ..., e portanto
ha 0 mesmo "nimero’de cada. E nesse sentido de correspondéncia—o sentido matematico
preciso de "mesmo numero”—que qualquer segmento finito tem a mesma quantidade de
pontos que outro. No entanto, informalmente, ha "metade’dos numeros pares em relagéo
aos inteiros: os pares (1,2), (3,4), (5,6), ... também podem ser postos em correspondéncia
biunivoca com 2, 4, 6, .... Analogamente, hd—informalmente—metade dos instantes-A em
relagdo aos instantes-C: os instantes-A correspondem biunivocamente a pares de instantes-
C. Assim, ndo ha contradicdo na contagem de pontos: a metade informal equivale ao todo
estrito (uma solugao diferente é necessaria para uma teoria atbmica, conforme sugerido no
paragrafo final dessa segéo).

(Permita-me mencionar um paradoxo similar do movimento—a “roda de moinho"—atribuido

a Maimonides. Imagine duas rodas, uma com o dobro do raio e circunferéncia da outra, fixas
a um mesmo eixo. Deixe-as rolar sobre um trilho, com um dos lados elevado para manter o
eixo horizontal, para que ambas as rodas deem uma volta [elas giram na mesma velocidade
por causa do eixo, cada ponto de cada roda entra em contato com exatamente um ponto do
trilho correspondente, e cada ponto de cada trilho com exatamente um ponto de sua roda
correspondente. Apds uma volta completa, a montagem percorreu uma disténcia igual a
circunferéncia da roda maior? Da menor? De Ambas? De alguma outra? Como? Esse
problema também exige compreensédo do continuo, mas ndo é um paradoxo de Zendo—
deixemos sua resolugéo a engenhosidade do leitor.)

Uma ultima reconstrugéo possivel do Estadio de Zen&o o interpreta como um argumento
contra uma teoria atdbmica do espago e tempo—o que ¢ interessante porque a fisica contem-
poranea explora essa ideia ao tentar “quantizar’o espago-tempo. Suponha, entdo, que 0s
lados de cada cubo equivalem ao “quantum”de comprimento e que os dois momentos consi-
derados estéo separados por um Unico quantum de tempo. Algo estranho deve ocorrer: 0 B
mais a direita e o C central passam um pelo outro durante 0 movimento, mas nédo ha momento
em que estejam alinhados—ja que os dois momentos estéo separados pelo menor tempo
possivel, ndo pode haver um instante intermediario (seria um tempo menor que o menor
intervalo considerado). Por outro lado, se insistissemos que, ao passarem, deve haver um
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momento de alinhamento, isso provaria que ndo pode haver um intervalo finito maiscurto—
qualquer que fosse, esse argumento o refutaria. Mas por que insistir nessa suposi¢éo? O
problema ¢ que se imagina naturalmente o espago quantizado como um tabuleiro de xadrez,
no qual as pegas permanecem imoveis durante cada quantum de tempo. Entdo, pergunta-
se quando a rainha vermelha, por exemplo, vai de uma casa a outra, ou como ultrapassa a
rainha branca sem se alinhar a ela. Mas a analogia é enganosa. E melhor pensar no espago
quantizado como uma matriz gigante de lampadas, onde cada padrao de luzes acesas repre-
senta um quantum de tempo. Nessa analogia, uma l&mpada acesa representa a presenca
de um objeto—por exemplo, uma sequéncia de luzes acendendo-se em linha representa um
corpo em movimento retilineo. Aqui, ndo ha tentacdo de perguntar quando a luz “chega’de
uma ldmpada a préxima—ou, em analogia, como o corpo se move de um local a outro. (Aqui
tangenciamos questdes sobre partes temporais e se objetos “perduram”ou “subsistir”.)

4. Dois Paradoxos Adicionais

Dois outros paradoxos séo atribuidos a Zen&o por Aristételes, mas eles sdo apresenta-
dos no contexto de outros argumentos que ele desenvolve, de modo que a inteng&o original
de Zendo néo pode ser determinada com certeza—nem mesmo se eles foram concebidos
para argumentar contra a pluralidade e 0 movimento. Discutiremos brevemente esses para-
doxos para que a exposicdo seja completa.

41 O Paradoxo do Lugar

A dificuldade levantada por Zenao exige uma explicacéo; pois, se tudo o que
existe ocupa um lugar, entdo o proprio lugar também devera ter um lugar, e
assim sucessivamente, ad infinitum. (Aristoteles, Fisica, 209a23)

Quando Aristdteles estabelece sua teoria do lugar - nogéo espacial crucial em sua teoria
do movimento - ele enumera varias teorias e problemas que seus predecessores, incluindo
Zendo, formularam sobre 0 assunto. O argumento novamente levanta questdes sobre o in-
finito, ja que a segunda etapa do argumento defende uma regressé&o infinita de lugares. No
entanto, Aristételes o apresenta como um argumento contra a prépria ideia de lugar, em vez
de pluralidade (provavelmente tirando-o de contexto). EE dificil entender a necessidade da
conclusao, pois por que ndo deveria haver uma série infinita de lugares de lugares de Iu-
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gares...? Presumivelmente, a preocupagao seria maior para alguém que (como Aristoteles)
acreditasse que ndo poderia haver um infinito real de coisas, pois 0 argumento parece mos-
trar que ha. Mas como discutimos acima, hoje néo precisamos ter tais preocupacgdes; néo
parece haver nada problematico com um infinito real de lugares.

A Unica outra maneira pela qual alguém poderia achar a regressao problematica é se
sustentasse que os corpos tém lugares ‘absolutos’, no sentido de que ha sempre uma res-
posta privilegiada Unica para a pergunta ‘onde estd’? O problema entao ndo é que existam
infinitos lugares, mas apenas que existem muitos. E Aristoteles pode ter tido essa preocu-
pagao, pois em sua teoria do movimento, o movimento natural de um corpo é determinado
pela relacdo de seu lugar com o centro do universo: uma explicagdo que exige que o lugar
seja determinado, porque o movimento natural é. (Veja Sorabji 1988 e Morrison 2002 para
consideragdes gerais e concorrentes sobre as visdes de Aristoteles sobre o lugar; capitulo 3
deste ultimo especialmente para uma discussao sobre o tratamento do paradoxo por Aristé-
teles.) Mas supondo que alguém sustente que o lugar é absoluto por qualquer motivo, entéo,
por exemplo, onde estou enquanto escrevo? Se o paradoxo estiver correto, entdo estou no
meu lugar, e também no lugar do meu lugar, € no lugar do lugar do meu lugar... Como estou
em todos esses lugares, qualquer um pode parecer uma resposta apropriada a pergunta.
Vérias respostas sdo concebiveis: negar lugares absolutos (especialmente porque nossa
fisica ndo os exige), definir uma nogéo de lugar que seja Unica em todos os casos (prova-
velmente a solugdo de Aristoteles), ou talvez afirmar que lugares sao seus proprios lugares,
interrompendo assim a regresséo!

4.2 0O grao de Trigo

O raciocinio de Zenao é falso ao afirmar que néo existe parte alguma do trigo
que nao produza som, pois ndo ha razao pela qual qualquer parte deva - em
qualquer intervalo de tempo - mover o ar que a medida inteira move ao cair.
(Aristoteles, Fisica, 250a19)

No contexto, Aristoteles explica que uma fragéo de forga pode ndo produzir proporcio-
nalmente a mesma fragdo de movimento. Por exemplo, enquanto cem estivadores podem
rebocar um barco, um unico estivador pode ndo conseguir mové-lo de forma alguma, muito
menos a 1/100 da velocidade; portanto, mesmo com tempo ilimitado, ele ndo o moveria na
mesma propor¢ao que os cem (hoje atribuimos isso ao efeito do atrito). Da mesma forma,
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apenas porque uma medida de trigo em queda produz um ruido, ndo se segue que cada gréo
individual faga: mesmo com tempo ilimitado, um gréo n&o moveria 0 mesmo volume de ar
que a medida completa. Entretanto, ao refutar essa premissa, Aristételes néo esclarece qual
fungéo ela cumpria no argumento de Zen&o, restando-nos apenas conjecturar. Nem mesmo
esta claro se fazia parte de um paradoxo ou de outra discussao: teria Zendo também ale-
gado que um Unico gréo de trigo ndo produz som? Uma hipdtese é que nossos sentidos
confirmariam que néo, ja que ndo ouvimos um gréo isolado cair. Nesse caso, a resposta de
Aristdteles seria apropriada - assim como a observagéo correlata de que a propria audi¢ao
requer movimento do ar acima de determinado limiar.

5. AlInfluéncia de Zenao na Filosofia

Nesta secéo final, devemos considerar brevemente o impacto que Zen&o teve em varios
filésofos; uma pesquisa da literatura revelara que esses debates continuam.

Os Pitagéricos: Na primeira metade do século XX, a interpretagdo predominante - se-
guindo Tannery (1885) - sustentava que os argumentos de Zen&o eram dirigidos contra uma
doutrina técnica dos pitagéricos. Segundo essa leitura, eles acreditavam que todas as coi-
sas eram compostas de elementos que tinham as propriedades de um namero unitario, um
ponto geométrico e um atomo fisico: essa posi¢éo se alinharia com sua doutrina de que a
realidade é fundamentalmente matematica. No entanto, em meados do século, uma série
de comentaristas (Vlastos, 1967, resume o argumento e contém referéncias) argumentou
vigorosamente que o alvo de Zen&o era, em vez disso, uma compreensao comum da plurali-
dade e do movimento - baseada em nogdes geométricas familiares - e que essa doutrina ndo
era uma parte importante do pensamento pitagérico. Assumimos implicitamente que esses
argumentos estéo corretos em nossas leituras dos paradoxos. Dito isso, a interpretagéo de
Tannery ainda tem seus defensores (ver, por exemplo, Matson 2001).

Os Atomistas: Aristoteles (Sobre a Geragédo e Corrupgdo 316b34) afirma que nosso ter-
ceiro argumento - aquele sobre a divisibilidade completa - foi 0 que convenceu os atomistas
de que deveria haver partes minimas e indivisiveis da matéria. Ver Abraham (1972) para
uma discussao mais aprofundada sobre a conexdo de Zenao com os atomistas.

O Devir Temporal: No inicio do século XX, vérios filosofos influentes tentaram empre-
gar os argumentos de Zendo a servigo de uma metafisica do "devir temporal”, o (suposto)
processo pelo qual o presente vem a ser. Pensadores como Bergson (1911), James (1911,
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Cap. 10-11) e Whitehead (1929) argumentaram que os paradoxos de Zen&o mostram que o
espaco e o tempo n&o estdo estruturados como um continuum matematico: eles argumenta-
ram que a maneira de preservar a realidade do movimento era negar que o espago e o tempo
sao compostos de pontos e instantes. No entanto, vimos claramente que as ferramentas da
matematica moderna padrdo sao capazes de resolver os paradoxos, portanto nenhuma con-
clusdo desse tipo parece justificada: se o presente de fato “vem a ser”, ndo ha razio para
pensar que 0 processo hao seja capturado pelo continuum.

Aplicando o Continuum Matematico ao Espago e Tempo Fisicos: Como observado na
§1.2, a “viséo recebida’de Zendo (desenvolvida na segunda metade do século XX por fi-
l6sofos que elaboraram as ideias de Griinbaum, 1967) visava mostrar como a matematica
moderna resolve os paradoxos. No entanto, central para esse projeto era o reconhecimento
de que uma solugao puramente matematica néo € suficiente: os paradoxos questionam ndo
apenas a matematica abstrata, mas também a natureza da realidade fisica. Portanto, o que
eles buscavam era um argumento ndo apenas de que Zendo nao representava uma ame-
acga a matematica do infinito, mas também de que essa matematica descreve corretamente
objetos, tempo e espaco. Nao seria uma resposta aos paradoxos de Zenao se 0 arcabougo
matematico que invocamos néo fosse uma boa descri¢do do espago, tempo e movimento
reais! A ideia de que uma lei matematica - digamos, a lei da gravitagdo universal de Newton
- pode ou nao descrever corretamente as coisas é familiar, mas alguns aspectos da mate-
maética do infinito - a natureza do continuum, a definigdo de somas infinitas etc. - parecem
tao basicos que pode ser dificil perceber a principio que eles também se aplicam contingen-
temente. Mas certamente o fazem: nada garante a priori que o espaco tenha a estrutura
do continuum, ou mesmo que partes do espago se somem de acordo com a definigdo de
Cauchy. (Salmon oferece um bom exemplo para ajudar a esclarecer o ponto: como o alcool
se dissolve na agua, se vocé misturar os dois, acabara com menos do que a soma de seus
volumes, mostrando que mesmo a adicdo comum n&o € aplicavel a todo tipo de sistema.)
Nossa crenga de que a teoria matematica do infinito descreve o espago e o tempo é justi-
ficada na medida em que as leis da fisica assumem que sim, e na medida em que essas
leis séo confirmadas pela experiéncia. Embora seja verdade que quase todas as teorias
fisicas assumem que o espago e o tempo de fato tém a estrutura do continuum, também &
0 caso que teorias quénticas da gravidade provavelmente implicam que n&o. Embora nin-
guém saiba ao certo onde essa pesquisa levara, é bem possivel que o espago e o tempo
acabem sendo, no nivel mais fundamental, muito diferentes do continuum matematico que
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assumimos aqui.

Deve-se notar também que Griinbaum considerou que a tarefa de mostrar que a ma-
tematica moderna descreve 0 espago e 0 tempo envolvia algo bastante diferente de argu-
mentar que ela é confirmada pela experiéncia. A visdo dominante na época (embora nao
atualmente) era que os termos cientificos tinham significado na medida em que se referiam
diretamente a objetos de experiéncia - como “uma régua de 1m- ou, se se referissem a en-
tidades "teéricas’em vez de “observaveis- como “um ponto do espago’ou “1/2 de 1/2 de ...
1/2 de uma pista- entdo eles obtinham significado por suas relagdes ldgicas - por meio de
definicdes e leis tedricas - com tais termos de observagéo. Assim, Griinbaum empreendeu
um programa impressionante para dar significado a todos os termos envolvidos na teoria
moderna do infinito, interpretada como uma descrigdo do espaco e do tempo.

Supertarefas: Uma linha adicional de pensamento diz respeito ao que Black (1950-51)
chamou de “maquinas infinitas”. Black e seus seguidores queriam mostrar que, embora 0s
paradoxos de Zenao nao representassem um problema para a matematica, eles mostravam
que, afinal, a matematica nao era aplicavel ao espacgo, tempo e movimento. Mais drastica-
mente, nossa resolugdo para a Dicotomia e Aquiles assumiu que a corrida completa poderia
ser dividida em uma série infinita de meias corridas, que poderiam ser somadas. Mas é re-
almente possivel completar qualquer série infinita de agbes: completar o que é conhecido
como uma "supertarefa®? Se n&o, e assumindo que Atalanta e Aquiles podem completar
suas tarefas, suas corridas completas ndo podem ser corretamente descritas como uma sé-
rie infinita de meias corridas, embora a matematica moderna as descreva assim. O que as
maquinas infinitas supostamente estabelecem é que uma série infinita de tarefas ndo pode
ser completada - portanto, qualquer tarefa completavel nao pode ser dividida em uma infini-
dade de tarefas menores, independentemente do que a matematica sugira.

Infinitesimais: Finalmente, vimos como abordar os paradoxos usando os recursos da
matematica desenvolvida no século XIX. Por muito tempo, considerou-se uma das grandes
virtudes desse sistema que ele finalmente mostrou que quantidades infinitesimais, menores
que qualquer numero finito, mas maiores que zero, sao desnecessarias. (O calculo de New-
ton, por exemplo, efetivamente fazia uso de tais numeros, tratando-os as vezes como zero
e as vezes como finitos; o problema com essa abordagem é que a forma de tratar os nume-
ros é uma questéo de intuicdo, ndo de rigor.) No entanto, no século XX, Robinson mostrou
como introduzir nimeros infinitesimais na matematica: esse é o sistema da "analise ndo-
padrdo”’(o sistema familiar de nimeros reais, fundamentado rigorosamente por Dedekind,
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¢, em contraste, apenas “anélise”). Analogamente, Bell (1988) explica como segmentos de
linha infinitesimais podem ser introduzidos na geometria € comenta sua relagdo com Zenao.
Além disso, McLaughlin e Miller (1992) e McLaughlin (1994) mostram como os paradoxos de
Zenao podem ser resolvidos na analise ndo-padréo; eles ndo sdo mais um argumento con-
tra a analise ndo-padréo do que contra a matematica padrao que assumimos aqui. Deve-se
enfatizar, no entanto, que - ao contrério das sugestdes de McLaughlin e Miller - ndo ha ne-
cessidade de analise ndo-padrdo para resolver os paradoxos: qualquer um dos sistemas
é igualmente bem-sucedido. (Reeder, 2015, argumenta que a analise ndo-padréo € insa-
tisfatoria em relagéo a flecha e oferece uma explicagao alternativa usando uma concepgao
diferente de infinitesimais.) A construgdo da analise ndo-padréo levanta, no entanto, uma
questao adicional sobre a aplicabilidade da analise ao espaco e tempo fisicos: parece plausi-
vel que todas as teorias fisicas possam ser formuladas em ambos os termos e, portanto, até
onde nossa experiéncia se estende, ambas parecem igualmente confirmadas. Mas ambas
néao podem ser verdadeiras para 0 espago e o tempo: ou 0 espago tem partes infinitesimais
ou néo.

6. Leituras Complementares

Apos as entradas relevantes nessa enciclopédia, o ponto de partida para qualquer inves-
tigacdo adicional € Salmon (2001), que contém alguns dos artigos mais importantes sobre
Zendo até 1970, além de uma bibliografia impressionantemente abrangente de obras em in-
glés no século XX. Um tratamento mais recente e aprofundado, que contextualiza o debate
no desenvolvimento do conceito de movimento na Antiguidade, é Sattler (2020).

Também se pode consultar Huggett (1999, cap. 3) e Huggett (2010, caps. 2-3) para
mais trechos de fontes e discussdes. Para introducdes as ideias matematicas por tras das
resolugdes modernas, o Apéndice de Salmon (2001) ou Stewart (2017) s&o bons pontos de
partida; Russell (1919) e Courant et al. (1996, caps. 2 e 9) também s&o excelentes fontes.
Por fim, trés coletaneas de fontes originais sobre os paradoxos de Zen&o: Lee (1936 [2015])
contém tudo o que se conhece, Kirk et al. (1983, cap. 9) reline uma grande quantidade de
material (em inglés e grego) com comentarios Uteis, e Cohen et al. (1995) também apresenta
0s principais trechos.
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(V) Paradoxo de Skolem'

Titulo Original: Skolem’s Paradox
Autor: Thimothy Bays
Tradug&o: Mahan Vaz?

Revis&o: Diego Fernandes

O paradoxo de Skolem envolve um conflito aparente entre dois teoremas da logica clas-
sica. O teorema de Léwenheim-Skolem diz que se uma teoria de primeira ordem possui
modelos infinitos, entdo ela tem modelos cujos dominios sdo enumeraveis . O teorema
de Cantor diz que alguns conjuntos s&o ndo-enumeraveis. O paradoxo de Skolem ocorre
quando percebemos que 0s principios basicos da teoria de conjuntos de Cantor —i.e., aque-
les principios utilizados para provar o teorema de Cantor sobre a existéncia de conjuntos
nao-enumeraveis — podem eles proprios serem formulados como uma colegéo de senten-
cas de primeira ordem. Como podem 0s mesmos principios que provam a existéncia de
conjuntos ndo-enumeraveis serem satisfeitos por um modelo que é ele préprio apenas enu-
meravel? Como pode um modelo enumeravel satisfazer uma sentenga de primeira ordem

“Skolem'’s Paradox”, In: ZALTA, E. N. (ed.). Stanford Encyclopedia of Philosophy. Stanford, CA: The Metaphy-
sics Research Lab. Disponivel em: https://plato.stanford.edu/entries/paradox-skolem/.

A seguir estd a tradugdo da entrada sobre o Paradoxo de Skolem na Stanford Encyclopedia of Philosophy.
A tradugdo segue a versdo da entrada nos arquivos da SEP em https://plato.stanford.edu/archives/spr2025/
entries/paradox-skolem/. Esta versdo traduzida pode diferir da vers&o atual da entrada, que pode ter sido atu-
alizada desde o momento desta tradugédo. A versdo atual esta localizada em https://plato.stanford.edu/entries/
paradox-skolem/. Gostariamos de agradecer aos editores da Stanford Encyclopedia of Philosophy, em especial
o Prof. Dr. Edward N. Zalta, por concederem permiss&o para traduzir e publicar esta entrada.

2Faz-se aqui indispensavel a mengéo & colaboragdo das agéncias de fomento que financiam o desenvol-
vimento deste trabalho. O presente trabalho foi realizado com apoio da Fundagdo de Amparo a Pesquisa
do Estado de S&o Paulo (FAPESP), Brasil. Processo n® 2022/16816-9 e pela DAAD, sob o programa Bi-
nationallysupervised/Cotutelle Doctoral Degree. As opinides, hipteses e conclusdes ou recomendagdes expres-
sas neste material sdo de responsabilidade do(s) autor(es) e ndo necessariamente refletem a visdo da FAPESP
ou da DAAD.
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que diz que ha uma quantidade ndao-enumeravel de objetos — por exemplo, uma quantidade
nao-enumeravel de nimeros reais?

A discussao filosofica deste paradoxo teve uma tendéncia de se focar em trés questdes
principais. Primeiro, ha uma questao puramente matematica: por que o paradoxo da Skolem
néo introduz uma contradigdo imediata a teoria de conjuntos? Segundo, ha uma questao
histérica: o préprio Skolem deu uma explicagdo muito boa do porqué esse paradoxo néo
constitui uma contradi¢cdo matematica imediata; por que, entéo, Skolem e suas contemporéa-
neas continuaram a considerar o paradoxo tdo problematico filosoficamente? Finalmente ha
a questao filosdfica: o que nos diz o Paradoxo de Skolem sobre nosso entendimento sobre
teoria de conjuntos e/ou sobre a semantica da linguagem da teoria de conjuntos?

1. Introdugao

Para entendermos o Paradoxo de Skolem, precisamos lembrar de dois teoremas da
logica classica®. O primeiro data do final do século XIX. Em 1873, Georg Cantor formulou
uma nova técnica para mediar o tamanho — ou cardinalidade — de um conjunto de objetos. A
ideia de Cantor era a de que dois conjuntos deveriam ter o mesmo tamanho apenas no caso
em que seus elementos pudessem ser colocados numa correspondéncia um-para-um entre

$Aqui é provavelmente o local para destacar algumas convengdes notacionais. Nessa entrada, assumiremos que
=, —, —, € 3 constituem o vocabulario oficial da l6gica de primeira-ordem, e trataremos A, V, <+, € V como
abreviagdes. (Faremos uso livre dessas abreviagdes quando elas paregam melhorar a leitura). A menos quando
dito o contrério, trabalharemos na linguagem da teoria de conjuntos de primeira-ordem —isto &, a linguagem que
possui “€” como seu Unico primitivo ndo-ldgico. Dizemos que uma férmula esta nesta linguagem quando ela é
construida a partir de € juntamente com os conectivos padréo da logica.

Nessa entrada utilizaremos letras em negrito para denotar modelos e suas letras correspondentes sem negrito
para denotar os dominios desses modelos. Assim, M é um modelo e M é seu dominio, N é um modelo e
M é seu dominio, etc. Tendo dito isto, frequentemente abusamos a notagéo e escrevemos coisas como “M é
enumeravel” ou “m € M” quando na verdade queremos dizer “M € enumeravel” e “m € M”; no contexto,
isso nunca deve causar confusdo. Finalmente, a menos que especificado o contrario, assume-se que todos os
modelos s&o para a linguagem da teoria de conjuntos — isto é, como o0 caso acima, a linguagem com € como
seu unico primitivo ndo-logico.

A menos quando observado o contrario, utilizaremos F para denotar a satisfagédo de primeira-ordem e - para
provabilidade de primeira ordem. Se m é um elemento de algum modelo M e ¢ () é uma férmula com apenas
 livre, entdo escreveremos M = o[m ] para dizer que m habita o subconjnto de M em que ¢ () é verdadeira.
Para mais sobre notag&o de teoria de modelos, veja as entradas em teoria de modelos e teoria de modelos de
primeira ordem. Para o basico de notagdo em teoria de conjuntos, veja a entrada em teoria de conjuntos.
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eles. Por exemplo, o conjunto {1,2, ..., 26} pode ser colocado em uma correspondéncia
um-para-um como conjunto { A, B, ..., Z }, através do mapemamento natural que relaciona
la A, 2aB,3acC,etc, etc; de modo similar, o conjunto dos nimeros naturais pode ser
colocado em uma correspondéncia um-para-um com o conjunto dos numeros pares atraves
do mapeamento: x > 2x.

Ao aplicar este conceito de cardinalidade a conjuntos infinitos, Cantor chegou a conclu-
sao inicialmente surpreendente de que ha diferentes tipos de infinitude. Ha conjuntos infinitos
relativamente pequenos, como o conjunto dos numeros pares, o conjunto dos inteiros, ou o
conjunto dos nimeros racionais. Estes sdo conjuntos que podem todos ser colocados em
uma correspondéncia um-para-um com o conjuntos dos numeros naturais; eles sdo cha-
mados infinitos enumeraveis. Em contraste, ha conjuntos infinitos muitos “maiores”, como o
conjuntos dos nimeros reais, 0 conjunto dos nimeros complexos, ou 0 conjuntos de todos os
subconjuntos dos numeros naturais. Estes conjuntos s&o muito grandes para serem coloca-
dos em correspondéncia um-para-um com os ndmeros naturais; eles sdo chamados infinitos
nao-enumeraveis. O Teorema de Cantor, entdo, € apenas a assergao de que ha conjuntos
infinitos ndo-enumeraveis — conjuntos que s&o, como vistos na época, muito grandes para
serem enumeraveis®.

Nosso segundo teorema data do inicio do século XX. Em 1915, Leopold Léwenheim
demonstrou que se uma sentenga de primeira-ordem tem um modelo, entao ela tem um mo-
delo cujo dominio é enumeravel®. Em 1922, Thoralf Skolem generalizou este resultado para

“Dissemos acima que a conclus&o de Cantor de que ha diferentes tipos de infinito pode ser inicialmente surpre-
endente. Isso necessita qualificagdo. Num primeiro momento, afinal, parece bvio que alguns conjuntos infinitos
sdo maiores que outros. Se, por exemplo, medirmos o “tamanho” de um conjunto por meio de uma relagéo de
subconjunto — assim, A é menor que B se, e somente se, A é um subuconjunto préprio de B - ento pode
ser trivial mostrar que ha diferentes tipos de infinito. Nessa definigao, afinal, o conjunto dos nimeros pares é
menor que o conjunto dos nimeros naturais, 0 conjunto dos naturais € menor que o conjunto dos inteiros e o
conjunto dos inteiros & menor que o conjuntos dos racionais. E s6 quando filtramos toda a nossa analise através
da nova definigdo de Cantor de cardinalidade — e entdo descobrimos que toda a sequéncia dos nimeros pares,
naturais, inteiros, racionais, etc, consiste em conjuntos com o mesmo tamanho — que comegamos a suspeitar
que todos 0s conjuntos infinitos possuem o mesmo tamanho, o que, de um jeito ou de outro, por bem ou por mal,
deveriamos ser capazes de encontrar uma bijegdo entre quaisquer dois conjuntos infinitos. Tendo esse pano de
fundo € que o teorema de Cantor comega a parecer surpreendente.

SEssa n&o €& a forma como Léwenheim teria formulado o teorema, mas é a formulag&o mais clara para nossos
fins. Para uma discusséo detalhada de formulagéo e demonstracéo deste teorema pelo proprio Léwenheim, veja
(Badesa, 2004)
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conjuntos de sentencas . Ele demonstrou que se uma cole¢io enumeravel de sentengas de
primeira-ordem tem um modelo infinito, entdo ela tem um modelo que é apenas enumera-
vel. Este é o resultado que tipicamente recebe o nome de Teorema de Léwenheim-Skolem.
Antes de prosseguirmos, é importante mencionarmos trés, de algum modo mais refinadas,
versdes deste teorema®.

Seja T uma colegdo enumeravel de sentengas de primeira-ordem e seja A um conjunto
infinito. O Teorema Ascendente de Ldwenheim-Skolem diz que se T' possui algum modelo,
entdo 7" possui um modelo cujo dominio tem 0 mesmo tamanho de A (de fato, podemos as-
sumir sem perda de generalidade que o dominio deste segundo modelo é justamente A4)".0
Teorema Descendente de Léwenheim-Skolem diz que se N é um modelo de cardinalidade
(infinita) x e se A é um cardinal infinito menor que «, entdo N tem um submodelo de cardi-
nalidade \ que satisfaz exatamente as mesmas sentencas que N8.

Finalmente, o Teorema do Submodelo Transitivo diz que se nosso N inicial vem a ser
um modelo transitivo de ZF, entdo ele contém um submodelo transitivo enumeravel, que

SPara uma investigacdo completa da matematica que circunda os Teoremas de Léwenheim Skolem, veja (Eb-
binghaus, 2007).

"Este teorema é originalmente atribuido a Tarski. Ele possui este nome por conta do fato que nos permite
iniciarmos com um modelo enumerével de T" e gerarmos modelos de cardinalidade arbitrariamente grande.
8Este teorema &, mais uma vez, atribuido a Tarski. Chama-se teorema descendente porque permite-nos co-
megar com um modelo grande e depois gerarmos um submodelo (menor). Duas observagdes adicionais s&o
aqui necessarias. Primeira, ao dizermos que nosso modelo novo, N, é um submodelo do nosso modelo origi-
nal, M, queremos dizer que o dominio de N é um subconjunto do dominio de M e que os dois modelos con-
cordam na interpretagdo das constantes, predicados, relagdes e fungdes na nossa linguagem — por exemplo,
para todos nq, ..., n,,, no dominio de N e qualquer R na nossa linguagem, N £ R[nq,...,n,,] < ME
R[n4, ..., n,,]. Segunda, como mencionado acima, o teorema descendente depende da suposicdo que nossa
linguagem é enumeravel. (Se nossa linguagem néo é enumeravel, entdo precisariamos da suposi¢&o adicional
de que X é pelo menos tdo grande quando o tamanho da nossa linguagem). Por conveniéncia de exposigao,
o restante desta entrada se limitara ao caso de linguagens enumeraveis — portanto, deste ponto em diante “lin-
guagem” = “linguagem enumeravel’.
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também satisfaz ZF°.

Voltando, agora, para a versao original do teorema de Ldwenheim-Skolem — aquele que
diz que qualquer teoria que possua um modelo infinito também possui um modelo infinito
enumeravel. O Paradoxo de Skolem surge quando percebemos que os axiomas classicos da
teoria de conjuntos podem, eles préprios, serem formulados como uma colegao (enumeravel)
de sentencgas de primeira-ordem. Se é 0 caso que esses axiomas possuem um modelo,
entao o teorema de Léwenheim-Skolem garante que eles possuem um modelo com dominio
enumeravel'® . Isto, porém, parece deveras intrigante. De que modo podem os axiomas que
demonstram o teorema de Cantor sobre a existéncia de conjuntos ndo-enumeraveis serem
satisfeitos por um modelo que &, ele proprio, enumeravel? Como é possivel um modelo
enumeravel satisfazer a sentenga de primeira-ordem que “diz que” ha uma quantidade néo-
enumeravel de coisas?

Essas questdes podem ser tornadas mais concretas ao considerarmos um caso espe-
cifico. Seja T' uma axiomatizagao padrao, em primeira-ordem da teoria de conjuntos. (Por
conveniéncia, esta entrada focara no caso em que 1" é ZFC, mas qualquer outra axioma-
tizagdo padrao da teoria de conjuntos teria um resultado semelhante.) Assumindo que T
possui um modelo, os teoremas de Léwenheim-Skolem garantem que 7" possui um modelo
enumeravel. Chame este modelo de M. Agora, como 7' + Jz “ x é enumeravel’, entdo

%De fato, ha um Gnico modelo transitivo e enumeravel — 0 modelo chamado de modelo minimal, que satisfaz
ZFC +V = L e que é um submodelo de todo modelo transitivo de ZF. Se quisermos que nosso submodelo
enumeravel satisfaga exatamente as mesmas sentengas que o original IV, entéo as coisas ficam um pouco mais
complicadas. Em muitos casos podemos fazé-lo - por exemplo, quando N tem a forma V. para algum ordinal
~. Hamkins, Woodin e Button, porém, recentemente mostraram que ha casos em que um modelo transitivo
de ZF n&o possui submodelos transitivos enumeraveis que satisfagam exatamente a mesma teoria. Para uma
defini¢o de transitividade — e uma discuss&o de seu significado filoséfico no contexto do Paradoxo de Skolem
- veja a secdo 2.3.

%Devemos observar aqui que a suposi¢ao inicial de que nossos axiomas possuem qualquer modelo n&o é trivial
- afinal, o segundo teorema de Incompletude garante que néo podemos provar a existéncia de tais modelos
de dentro de nossa axiomatizagdo. Além disso, alguns dos resultados que analisaremos mais adiante nesta
entrada envolvem suposicdes de existéncia de modelos ainda mais fortes — por exemplo, a existéncia de um
modelo transitivo para nossos axiomas é estritamente mais forte que a de mera existéncia de um modelo para
nossos axiomas. Agora, tendo destacado esses tipos de preocupagéo aqui, nds vamos suprimi-los do restante
dessa entrada (entdo, daqui em diante, simplesmente assumiremos que nossos axiomas possuem modelos,
modelos transitivos, etc.). Para uma discuss&o mais detalhada dos problemas filoséficos levantados pela possi-
vel ndo-existéncia de tais modelos, veja (Bays, 2007b). Para informagées mais técnicas sobre a forga de varias
suposicOes de existéncia de modelos, veja (Ebbinghaus, 2007) e a se¢éo 1 de (Bays, 2007a).
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deve existir algum m € M tal que M E “m é ndo-enumeravel”. Mas, como M é somente
enumeravel, ha apenas uma quantidade enumeravel de m € M tais que M = m € m. Su-
perficialmente, entdo, pode parecer que ha uma contradigdo imediata: de uma perspectiva,
m parece ndo-enumeravel, enquanto de outra perspectiva, m é claramente enumeravel.

Isto, portanto, nos d& uma formulagdo bastante simples do Paradoxo de Skolem. An-
tes de nos voltarmos a solugéo deste paradoxo, um ponto sobre a sua motivagéo deve ser
levantado. De uma perspectiva, ndo ha nada surpreendente no fato de que um modelo
em particular falha ao capturar acuradamente toda caracteristica da realidade da qual ele
€ modelo. Um modelo matematico de uma teoria fisica, por exemplo, pode conter apenas
numeros reais € conjuntos de numeros reais, ainda que a teoria, ela propria seja sobre, diga-
mos, particulas subatémicas e regides do espago-tempo. Semelhantemente, uma maquete
do sistema solar reproduzira corretamente certos aspectos do sistema solar, enquanto repro-
duzir outros erroneamente. Assim, por exemplo, ela pode reproduzir os tamanhos relativos
do planetas corretamente, ao passo que reproduz seus tamanhos absolutos (ou até seus ta-
manhos proporcionais) erroneamente; ou pode estar correta sobre o fato de que os planetas
se movem ao redor do Sol, estando incorreta sobre os mecanismos deste movimento (por
exemplo, os planetas ndo se movem ao redor do Sol porque um demonstrador gira uma ala-
vancal). Dados todos esses fatos, pode néo ser claro por qué deveriamos esperar modelos
de primeira-ordem de teoria de conjuntos capturem acuradamente a distingao entre conjun-
tos enumeraveis e ndo-enumeraveis. Logo, de inicio pode no ser claro por que deveriamos
pensar que o Paradoxo de Skolem aparenta ser paradoxal.

Ainda que falaremos mais sobre esse tipo de problema (veja em especial as se¢des
2.1 e 3.1), algumas notas preliminares sdo apropriadas neste momento. Primeiro, é impor-
tante notar que ha alguns conceitos de teoria de conjuntos que modelos de primeira-ordem
capturam com bastante precisdo. Como veremos na se¢do 3.1, modelos de primeira-ordem

capturam nogdes de cardinalidade finita — por exemplo, “z é vazio”, “z tem dois elementos”,
“z tem dezessete elementos”, etc —muito bem' . Se nos permitirmos utilizar uma quantidade

"E preciso ter algum cuidado aqui. Ha muitas maneiras de se entender o que significa para um modelo “cap-
turar” uma nogao da teoria de conjuntos; em alguns deles, mesmo nogdes finitas de cardinalidade nao podem
ser adequadamente capturadas. Por enquanto, a consideragéo importante & apenas de que ha um modo de
entender o que significa para um modelo “capturar’ uma nog&o da teoria de conjuntos sobre a qual nogdes de
cardinalidade finita podem ser capturadas, mas néo a distingdo enumeravel/ndo-enumeravel. Veja a segéo 3.1
para um discussao detalhada das distingdes relevantes.
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infinita de formulas, entdo podemos também capturar a nogao mais geral “z € infinito”2,

Finalmente, se fixarmos nosso entendimento de pertencimento —isto &, se restringirmos
nossa atengao aos modelos que utilizam a relagao real de pertencimento para interpretarmos
0 simbolo “c” — entdo podemos também capturar a nogéo geral de “z é finito”'®.

Dados todos estes pontos, o Paradoxo de Skolem mostra que a linha entre conjuntos
enumeraveis e ndo-enumeraveis €, em um sentido bastante profundo, o primeiro lugar em
que a nossa teoria de modelos perde a habilidade de capturar nogdes de cardinalidade. Esse
fato ajuda a explicar por qué o Paradoxo de Skolem pode continuar aparentando ser para-
doxal, mesmo apds termos absorvido os pontos gerais sobre modelos e teoria de modelos
que foram apresentados no pendltimo paragrafo. Em suma: é exatamente pelo fato de que
conseguimos capturar tantas nogdes de cardinalidade que habitam, por assim dizer, abaixo
da distingdo enumeravel/ndo-enumeravel o que faz a nossa repentina falta de habilidade de
capturar a distingdo enumeravel/ndo-enumeravel ela propria a principio tdo surpreendente.

Segundo, o Paradoxo de Skolem ndo depende da axiomatizagdo especifica da teoria de
conjuntos que porventura estejamos usando. Qualquer axiomatiza¢do de primeira-ordem
da teoria de conjuntos pode ter os teoremas de Léwenheim-Skolem aplicadas a ela, logo
toda axiomatizag&o é sujeita ao Paradoxo de Skolem. Isso significa, em particular, que n&o
podemos resolver o paradoxo apenas escolhendo uma nova axiomatizacao da teoria de
conjuntos (ou adicionado alguns novos axiomas a axiomatizagao que ja estamos usando).
O fato de que o paradoxo de Skolem &, desse modo, intrinseco ao contexto de primeira-
ordem — que ele € um fato inescapavel sobre axiomatizagdes de primeira-ordem da teoria
de conjuntos — é outra razao pela qual o Paradoxo de Skolem aparenta inicialmente ser tdo
intrigante.

Isto, portanto, nos da um primeiro passo para a formulagao do Paradoxo de Skolem. Na

12Em particular, seja ¢, () a formula que diz que - tem ao menos n elementos (para » um nimero natural).
Entéo, para qualquer modelo M e qualquer elemento m € M:

Va(ME ¢, [m]) < {m’ € M:ME m’ € M} &infinito.

Entéo podemos utilizar todo o conjunto de ¢,,’s para capturar a nogéo de “z tem uma quantidade infinita de
elementos”.

3Qualquer modelo que obtenha corretamente pertencimento necessita possuir uma relagéo de pertencimento
bem-fundada. Logo, ele também obtera a estrutura dos nimeros naturais corretamente. Portanto, a formulagao
corriqueira de “x é finito” selecionara todos e apenas aqueles conjuntos que possuem um numero finito de
elementos em M —isto é, aqueles . € Mtalque {m’ e M: M m’ € m}.
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préxima secao, explicaremos por que essa versdo simples do paradoxo nao constitui uma
contradicdo genuina, e veremos a formulagdes mais refinadas do paradoxo. Na secao 3,
voltamo-nos para questdes histéricas e filoséficas. A se¢ao 3.1 olha para o entendimento do
préprio Skolem de seu paradoxo. Seg¢des 3.2-3.4 olham para tentativas mais recentes de
argumentar que, ainda que o paradoxo n&do constitua uma contradicdo matematica genuina,
ele ainda nos diz algo filosoficamente importante sobre a natureza do entendimento da teoria
de conjuntos.

2. Questoes Matematicas

Em uma introdugao ao artigo de 1922, em que Thoralf Skolem apresentou o Paradoxo
de Skolem pela primeira vez, Jean van Heijenoort escreve que o paradoxo “ndo € um pa-
radoxo no sentido de uma antinomia ... & uma propriedade nova e inesperada de sistemas
formais.”'*. Esse comentario reflete o consenso geral sobre o Paradoxo de Skolem dentro
da comunidade matematica. Quaisquer que sejam os problemas filosoficos que o paradoxo
supostamente engendre, ele ndo constitui um problema para a matematica.

Para entender porque o paradoxo ndo constitui um problema para a matematica, preci-
samos levantar duas questdes. Na formulagéo simples do paradoxo dada acima, notamos
que ha um m € M especifico tal que M = “m é ndo-enumeravel”. Literalmente, é claro,
isso ndo esta de todo correto. O que realmente queremos dizer aqui € que ha uma férmula
de certo modo complicada na linguagem de teoria formal de conjuntos — uma férmula que
matematicas as vezes acham conveniente abreviar pela expressdo em portugués “x é néo-
enumeravel” — e que M satisfaz essa formula particular em /m. Por conveniéncia, denotemos
aférmula relevante por “Q(z)”. Entdo podemos reformular o fato mencionado acima dizendo
que M = Q[m] ™. Nossas duas questdes, portanto, sdo essas:

1. Por que é tdo natural abreviar Q(z) por “z: € ndo-enumeravel”? Por que, em particular,
alguém iria pensar que o fato de M E Q[m] implicaria 7 ser ndo-enumeravel?

2. Por que o fato de M  Q[m]) n&o implica, de fato, 7 € ndo-enumeravel?

A introdugo foi escrita para uma reimpress&o do artigo em (Van Heijenoort, 1967). Veja pp. 290-291.
'5Logo, £2(z) & uma formula aberta tendo = como sua Unica variavel livre e Q[m] é o resultado de avaliar essa
férmula em M sob a suposicdo de que x designa m (veja a nota de rodapé 1).
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Com efeito, a primeira dessas questdes indaga se o Paradoxo de Skolem é simples-
mente um efeito colateral das nossas abreviagdes, efeito este que poderia desaparecer se
o0 Paradoxo de Skolem fosse formulado de maneira mais cuidadosa e clara. Assumindo que
ele ndo desapareceria, a segunda questio pede uma explicagdo mais detalhada de como o
paradoxo pode ser de fato dissolvido.

21 A Aparéncia de Paradoxo

Ha duas maneiras de se abordar a primeira quest&o. Por um lado, poderiamos comegar
com a formula 2(x) e dar a essa formula o que podemos chamar de sua interpretagdo
em “portugués comum”. Essa é a interpretagdo em que “c” se refere a relagéo real de
pertencimento da teoria de conjuntos, em que “v” e “3” abrangem todo o universo (real)
da teoria de conjuntos, e em que “=" e 0s conectivos proposicionais séo interpretados de
maneira usual'®. Entdo para qualquer conjunto m, Q(m) sera verdadeira se, e somente
se, m é ndo-enumeravel'’. Isso mostra que ha pelo menos uma interpretagéo de () em
que esta férmula realmente captura — ao menos de uma perspectiva extensional — 0 nogéo
matematica comum de nao-enumerabilidade. Portanto, ha ao menos uma interpretagdo em
que €2(m) realmente diz que 7 é ndo-enumeravel.

Por outro lado, poderiamos comegar, ndo com a féormula £2(x), mas com a frase em
portugués “z é ndo-enumeravel”. Se perguntada o que essa frase significa, uma tedrica de
conjuntos diria algo sobre a falta de bijecdo entre x e os nimeros naturais'®. Se pergun-
tada sobre a frase “é uma bije¢ao”, ela passara a falar sobre colegdes de pares ordenados
satisfazendo determinadas propriedades desejaveis, e se perguntada sobre o termo “pares
ordenados”, ela dira algo sobre os modos que alguém pode identificar pares ordenados e
conjuntos particulares. Se ela leva o processo adiante por uma distancia suficiente — e se
ela economiza tempo usando simbolos por exemplo — e 3y como abreviagdes para “néo”

8Entao “—” significa ndo, “v” significa ou, “A” significa e, etc.

7Como anteriormente, () é uma formula aberta com x sendo sua Gnica variavel livre; ©2(m) € o resultado
de substituir as instancias livres de = com um nome nome para m. Em particular, portanto, () é obtida ao
se trocar as instancias relevantes de =z com um nome para m.

'8Relembre aqui que uma bijecao entre os conjuntos x e yé apenas uma correspondéncia um-para-um entre os
elementos de x e os elementos de . Como vimos na se¢éo 1, dizer que « é enumeravel é apenas dizer que
existe uma tal bijecéo entre xx e 0s nimeros naturais; Dizer que x é ndo-enumeravel é dizer que ndo existem
tais bijegdes.
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e “existe um conjunto y tal que” — entdo ela obtera eventualmente uma explicagéo deta-
lhada de “x é ndo-enumeravel” que se parece exatamente com a formula (). Isto é, se
compararmos apenas a sintaxe de sua explicacdo de “x é ndo-enumeravel’ com a sintaxe
de Q(x), entdo descobriremos que ambas as expressdes contém exatamente os mesmos
simbolos exatamente na mesma ordem'. Mais uma vez, por conseguinte, descobrimos
que ha uma semelhanca real, ainda que de certo modo superficial, entre Q(z) e “x é néo-
enumeravel” — uma semelhanga que se mantém mesmo depois de pararmos de utilizar “z é
ndo-enumeravel” como uma abreviagédo imediata de () e uma semelhanga que explica o
porqué de até uma verséo claramente formulada do Paradoxo de Skolem poder continuar a
parecer, de algum modo, enigmatica.

Estes séo, assim, os dois modos de se pensar sobre a relagéo entre Q(x) e “z é néo-
enumeravel’. Juntas, elas podem explicar por que é tdo natural para matematicas utilizar “x
é contavel” como uma abreviagao de 2(x) e (portanto) por que alguém pode estar inclinada
a pensar que o fato de M E Q[m] deveria implicar m é ndo-enumeravel. Elas também
nos remontam a segunda questao: Por que o fato de M £ Q[m] ndo implica, de fato, m é
ndo-enumeravel?

2.2 Uma Solugao Genérica

Para responder a esta segunda questao, é util comegarmos por comparar a interpretagao
em portugués cotidiano de Q(x) — aquela introduzida ha trés paragrafos e que realmente
implica x ser ndo-enumeravel — com a interpretagdo de 2(z) na teoria de modelos dada por
M e E. Claramente, é esta Ultima interpretacéo em teoria de modelos a mais relevanta para
se entender o fato de M E Q2[mn]. Além disso, é apenas no caso em que essa interpretagéo
em teoria de modelos seja intimamente ligada a interpretagdo em portugués comum - e
entdo, derivadamente, a interpretagéo em portugués comum de “x é ndo-enumeravel’ - que
teremos algum fundamento real para acreditarmos no fato de que M = Q[m] deveria implicar
m é ndo-enumeravel.

Felizmente, mesmo uma descrigéo grosseira da interpretacdo em teoria de modelos é

Devemos observar aqui que ha muitas maneiras distintas de se explicar “z é ndo-enumeravel’, a depender
de como decidimos “codificar” nogdes basicas tais como pares ordenados ou nimeros naturais. A discussao
acima assume que nossa tedric de conjuntos tomou as mesmas decisdes que ndés tomamos ao fomularmos
originalmente (). Como qualquer formulagéo particular de 2(x) corresponde a uma dessas explanagdes,
essa suposi¢ao ndo envolve perda de generalidade.
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suficiente para mostrar que ndo ha tais “ligagdes intimas”. A interpretagdo em teoria de mo-
delos é obtida ao se assumir que o significado de “c” seja fixado pela interpretagdo da fungdo
interpretacdo de M, assumindo que os quantificadores em 2(X') abranjam o dominio de M,
e assumindo que o significado de “=" e dos conectivos proposicionais sejam fixados pelas
clausulas recursivas na defini¢do de satisfagdo em primeira-ordem. Essa descrigao salienta
duas diferengas fundamentais entre a interpretagdo em teoria de modelos e a interpretacdo
em portugués comum.

Em primeiro lugar, a interpretagdo em teoria de modelos entende que “€” se refere a
qualquer relagédo binaria em M que por acaso seja capturada pela fungdo interpretagao de M;
em contraste, a interpretagéo em portugués de 2(z) entende que “€” se refere a verdadeira
relagdo de pertencimento em teoria de conjuntos. N&o ha raz&o, porém, para pensar que
esses dois entendimentos concordam entre si. Podemos encontrar casoemque M E m, €
m, apesar do fato de que nem m,, nem m, séo conjuntos (de fato, em se tratando de
teoria de modelos, m e m.,, poderiam ser ambos gatos, ou coelhos, ou ourigos, ou ... )20.
Ademais, até quando todos os elementos de M s&o conjuntos, isto ndo nos da garantia de
que o entendimento de “c” em teoria de modelos concordara com o entendimento de “c” em
portugués usual. Podemos encontrar um caso em que m, € m, S0 conjuntos genuinos
eque M = m; € m,, apesar do fato de que m, néo seja elemento de m,; de modo
semelhante, podemos encontrar um caso em que M £ m, ¢ m.,, apesar do fato de que
m, seja realmente um elemento de m., (€ num caso em que, novamente, m, € m., Sao
conjuntos genuinos)?'.

Depois, a interpretacdo em teoria de modelos entende “Jy” e “Vy” abrangendo apenas o
dominio de M, enquanto a interpretagdo em portugués usual entende que esses quantificado-
res abrangem todo o universo da teoria de conjuntos. Claramente, esses dois entendimentos
sao deveras distintos. Além disso, as diferengas em questdo sao fortemente relacionadas
aos tipos de conjuntos envolvidos no Paradoxo de Skolem. Suponha, por exemplo, que M
“m é o conjunto dos nimeros reais”. Entdo um simples argumento por cardinalidade mostra
que ha 2% nimeros reais, que n&o estdo no dominio de M (e entdo, em particular, ndo estao
em {m : M E m € m}). Logo, ha uma diferenca real entre o conjunto genuinamente néo-

2Em geral, para quaisquer dois objetos, a e b, podemos encontrar um modelo enumeravel M tal que 1.) M =
ZFC e?2.) aebséo elementos de tal que M F a € b. Para mais detalhes sobre essa construgéo, veja a
secdo 2 de (Bays, 2007a)

2'"Novamente, veja a segao 2 de (Bays, 2007a) para mais detalhes sobre essas construgdes.
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enumeravel R e o conjunto meramente enumeravel {m : M E m € m} —isto é, entre 0
verdadeiro conjunto de numeros reais e 0 conjunto de coisas que M meramente pensa ser nu-
meros reais. Na interpretagdo em teoria de modelos de (), os quantificadores abrangem
apenas o Ultimo conjunto, que é menor, enquanto que a interpretag@o em portugués, abrange
a conjunto maior por completo. Semelhantemente, suponha que M = “z é infinito”. Entdo
podemos mostrar que ha exatamente 2%o bijegdes f : w — {m’ € M: ME m’ € m}?,
N&o obstante, ha no maximo uma quantidade enumeravel destas bije¢cées no dominio de M.
Portanto, apenas uma quantidade enumeravel delas séo “vistas” por 3x e Vx na interpre-
tagdo em teoria de modelos de (), ainda que todas as 2™ delas sejam “vistas” sob a
interpretacdo em portugués usual.

Quando tomados em conjunto, esses resultados sugerem que o Paradoxo de Skolem
pode simplesmente resultar de um colapso sub-repticio de duas interpretagdes distintas de
Q(z). Dado um modelo enumeravel de ZFC, apenas a interpretacéo em teoria de modelos
de Q(x) permite-nos encontrar um elemento 7 € M tal que M = Q[m]. No entanto, ape-
nas a interpretacdo em portugués usual nos da os verdadeiros fundamentos para pensarmos
que 2(m) implica m ser enumeravel. Além disso, e como acabamos de ver, ha bastantes
diferengas entre a interpretagcdo em teoria de modelos e aquela em portugués usual para
que suspeitemos de qualquer colapso imediato entre ambas (mesmo que ndo soubésse-
mos que esse colapso eventualmente nos levaria longinquamente ao Paradoxo de Skolem).
Particularmente, portanto, deveriamos resistir a qualquer tentativa de passar do fato de que
M E Q[m] para a afirmagéo de que /m é ndo-enumeravel.

Com efeito, essa analise trata o Paradoxo de Skolem como um caso imediato de equi-
vocagdo. Ha uma interpretagéo de () na qual esta formula realmente implica m ser
um conjunto ndo-enumeravel; ha uma outra — assaz distinta — garantindo que M E Q[m];
o Paradoxo de Skolem depende da confusdo entre essas duas interpretacdes. A principio,
notar que essa confusao nos induz ao erro ndo deveria ser mais surpreendente que notar
que o banco da praga ndo € o lugar mais adequado para depositar nosso dinheiro. De fato,
o caso de teoria de modelos pode ser até ligeiramente pior do que o caso do banco; alguém
poderia ter sorte e encontrar um banco de praga confidvel para depositar seu dinheiro, en-

2Relembre que essas sao precisamente as bijegdes que demonstram que o conjunto {m’ : M E m’ € m}
€ enumeravel; logo, essas s&o bijegdes que, por uma razdo ou outra, M falha em propriamente compreender
(veja a secdo 2.3 para um modo de como isso pode acontecer; veja as segdes 3-5 de (Bays, 2007a) para mais
detalhes e outras possibilidades).
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quanto € um teorema imediato que se M é enumerével, entéo {m : M E m € m} também
é enumeravel.

Isso nos dé&, por conseguinte, uma solucéo bastante simples para o Paradoxo de Skolem.
E uma solucdo que explica por que a maioria das matematicas ndo considera o paradoxo
muito preocupante além de ser deveras popular na literatura filosofica. Ela €, por exemplo,
essencialmente a solugdo que o proprio Skolem deu em 1922 (Skolem 1922), e variagdes
desta solugao apareceram em discussdes mais recentes do paradoxo (Resnik 1966; Myhill
1967; Hart 1970; McIntosh 1979; Benacerraf 1985; Shapiro 1991; Giaquinto 2002). Tam-
bém aparece em varios livros-texto introdutorios recentes (Shoenfield 1967; Kleene 1967;
Fraenkel et al. 1984; Ebbinghaus et al. 1994; van Dalen 1997).

2.3 Submodelos Transitivos

Antes de examinarmos alguns dos problemas mais puramente filoséficos relacionados
ao Paradoxo de Skolem, ha algumas consideragdes adicionais sobre a matematica do para-
doxo. Em primeiro lugar, para se ter uma intui¢do de como as diferengas entre as interpre-
tagdes em teoria de modelos e portugués usual de fato ddo origem ao Paradoxo de Skolem,
€ importante olhar para essas diferengas por meio de uma versdo um tanto mais refinada do
paradoxo. Dizemos que X é transitivo se todo elemento de X é um conjunto e todo elemento
de um elemento de X também pertence a X (assim,y € z € X = y € X).Dizemos que
um modelo para a linguagem de teoria de conjuntos € transitivo se 0 dominio do modelo é um
conjunto transitivo e sua relagao de “pertencimento” é justamente a relagao de pertencimento
verdadeira, restrita ao dominio do modelo (assim, para todo m,, m, € M;m; € my, <
M E m, € m,). Logo, como observado na se¢éo 1, o Teorema do Submodelo Transitivo
diz que se iniciarmos com qualquer modelo transitivo de ZFC, entdo podemos encontrar um
modelo transitivo cujo dominio é enumeravel (de fato, podemos assumir que esse modelo
enumeravel é submodelo do modelo com o qual iniciamos).

Suponha, entdo, que M é um modelo transitivo enumeravel de ZFC. Isso tem dois efei-
tos na analise do Paradoxo de Skolem dada na segéo anterior. Primeiro, garante que as
interpretagdes em teoria de modelos e portugués usual de 2(z) coincidam ao interpretar

w9,

€” paramq,,m, € M, M E m; € m, se, e somente se, m, é realmente um elemento
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de m,?3. Nesse caso, portanto, a explicagio do Paradoxo de Skolem tem que envolver a
interpretagdo dos quantificadores. Segundo, o fato de M ser transitivo garante que M acerte
mais do que apenas a nogéo de pertencimento. Em particular, se f e m habitarem o domi-
nio de M, entdo M = “f : w — m é uma bijecio” se, e somente se, f realmente for uma
bijecao entre os numeros naturais e m?*.

Em conjunto, esses fatos ajudam-nos a isolar o que realmente acontece na verséo do
submodelo transitivo do Paradoxo de Skolem. Considere mais uma vez a formula que cha-

mamos §2(x). Esta formula tem a forma:
Qx) =-3f “f : w — = é uma bijecao”

Sob a interpretagdo em portugués comum, essa formula diz que o universo da teoria de
conjuntos ndo contém bijecdes entre os nimeros naturais e . Em particular, 2(m) diz que
nao ha bijecdes entre os nimeros naturais e 7. Em contraste, a interpretagdo em teoria de
modelos de 2(m) — aquela que é relevante para o fato de M = Q[m] — diz apenas que
o dominio de M n&o contém bijegSes entre os nimeros naturais e m?°. Claramente, essas
duas interpretagdes tém potencial para serem distinguidas.

Essa versao do submodelo transitivo do paradoxo foi amplamente discutida na literatura
(Mclntosh, 1979; Benacerraf and Wright, 1985b; McCarty and Tennant, 1987). De fato, va-
rios autores sugeriram que a transitividade talvez seja necessaria para formular uma verséo

ZNa verdade, nos obtemos algo um pouco mais forte que isso. Se m.,, € M, entdo para qualquer conjunto
mq, my; € my < M E m; € m,. Assim, modelos transitivos ndo apenas determina pertencimento
corretamente, eles também capturam completamente a nogéo “x é elemento de m”, em que o préprio m ¢
elemento do modelo relevante.

2Aqui, a expressdo “f : w — m é uma bijecdo’ é a abreviacio (natural) para uma formula muito mais
longa de linguagem da teoria de conjuntos formal. A relagéo entre essa formula e a expressao em Portugués
comum “f : w — m € uma bijecdo” é similar aquela entre 2(x) e “x é ndo-enumeravel’. Observe também
que, por M ser transitivo, m = {m’ € M : M F m’ € m}. Logo ndo ha diferenca entre dizermos que
‘frw—{m eM:MEm’ € m} éuma bijecdo” e dizermos que “f : w — m é uma bijegdo”. Por
conveniéncia, portanto, utilizaremos esta ultima notagao pelo restante desse exemplo.

B Qbserve aqui que é apenas por M ser transitivo que podemos com confianga construir a interpretacéo em teoria
de modelos de £2(x) como se ela dissesse algo sobre bijecdes. (Este é o significado da segunda consideragao
no paragrafo anterior). Se M nao fosse transitivo, entdo ndo haveria nenhuma razao geral para pensarmos que
a interpretagédo em teoria de modelos do porgdo de () apds o quantificador existencial inicial tenha algo a
ver com bijecdes.
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filosoficamente significativa do paradoxo (Benacerraf and Wright, 1985b; Button and Walsh,
2018). Ver McCarty and Tennant (1987) para algumas obje¢des a esta posi¢éo.

2.4 ZFC, Conjuntos Poténcia e Niimeros Reais

A analise das secdes 2.2-2.3 explica em termos gerais de que maneira um modelo enu-
meravel pode satisfazer uma formula como €2(x) em um elemento particular. Ela pode,
porém, ainda deixar uma questao obvia sem resposta: como é possivel um modelo enume-
ravel de ZFC satisfazer tal formula? Dado que um modelo arbitrario pode interpretar uma
formula tal como Q(2) de maneira peculiar, de que modo um modelo poderia satisfazer
todos os axiomas da teoria de conjuntos e ainda manter essa interpretagéo peculiar? Nao
deveria o fato de que M satisfaz ZFC garantir que M também captura as nogdes basicas da
teoria de conjuntos, tais como enumerabilidade e nao-enumerabilidade, corretamente?

A resposta breve para tais questdes é esta: modelos enumeraveis “interpretam tdo mal’
0s axiomas da teoria de conjuntos, quanto eles interpretam mal a formula (). Por agora,
permanegamos com a suposigéo de que M é transitivo e consideremos o conjunto poténciaZ®:

VeIyVz[z Cax < z € y]

Em sua interpretacdo em portugués usual, este axioma diz que todo conjunto possui um
conjunto poténcia — um conjunto que contém todos e apenas os subconjuntos do conjunto
com o qual iniciamos?’. Em sua interpretagéo em teoria de modelos, no entanto, o axioma
diz algo muito mais fraco. Para todo x € M, o axioma garante que podemos encontrar um
y € Mque contém exatamente aqueles subconjuntos de = que também habitam M (portanto
y={z:2z CxAze M}). Contudo, se z for infinito, entdo a maioria dos subconjuntos de
« ndo habitardo o dominio de M (afinal, ha 20 subconjuntos de z, enquanto o dominio de M
€ apenas enumeravel). Logo, o conjunto y gerado pela interpretagdo em teoria de modelos
do axioma do conjunto poténcia sera muito menor do que o verdadeiro conjunto poténcia de

% Ao formularmos esse axioma, utilizamos “C” como uma abreviagéo para uma express&o um pouco mais longa
na linguagem oficial da teoria de conjuntos. Como a relagdo de subconjunto é absoluta para modelos transitivos
— isto é, como modelos transitivos capturam corretamente a relagéo “x é subconjunto de y” — essa abreviagdo
é inbcua.

ZEntaose X = {1, 2, 3}, 0conjunto poténciade X é {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {2,3},{1,3},{1,2,3}}
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x (Fraenkel et al., 1973; McCarty and Tennant, 1987; Shapiro, 1991; Hallett, 1994; Giaquinto,
2002; Bays, 2007a).

Neste caso, portanto, diferengas nos modos como a interpretagéo em teoria de modelos
e aquela em portugués comum lidam com o quantificador Vv z inicial — e, em particular, dife-
rengas relacionadas a quais subconjuntos de x s&o “vistos” por este quantificador — explica
como um modelo enumeravel pode satisfazer um axioma que “supostamente” geraria um
conjunto ndo-enumeravel. E esse tipo de fenémeno é deveras geral. Em (Resnik, 1966),
Michael Resnik observa esse fendmeno por meio do caso dos nimeros reais. Como an-
teriormente, assuma que M é enumeravel e que M é um modelo transitivo enumeravel de
ZFC?. Entao havera um r € M particular tal que, a menos de algumas abreviagdes,

M E “r é o conjunto dos numeros reais.”

Resnik nota que, ainda que M satisfaga esta formula, R n&o contém de fato todos os
numeros reais — R contém apenas aqueles numeros reais que por acaso habitam o dominio
de M?°. Assim, o mero fato de R ser enumeravel néo gera, em nenhum sentido interessante,
uma situacao paradoxal na qual o conjunto de todos 0s nimeros reais é€ também enumeréavel.

Tomados em conjunto, esses exemplos salientam um fato crucial: as “mas interpreta-
¢Oes” que explicam de que maneira modelos enumeraveis podem satisfazer uma sentenga
como §2(m) séo de fato bastante sistematicas. Elas também explicam como esses mode-
los conseguem satisfazer sentengas tais como “r é o conjunto dos numeros reais” ou “y é
o conjunto poténcia de w”; e eles explicam até como esses modelos conseguem satisfazer
os axiomas da teoria de conjuntos (por exemplo, 0 axioma do conjunto poténcia). Quando
se reunem suficientes interpretacdes erroneas, elas em conjunto explicam de que maneira é
possivel um modelo enumeravel satisfazer tanto os axiomas da teoria de conjuntos quanto,

2Por razdes dialéticas, o argumento original de Resnik era focado no sistema de Wang de teoria de conjuntos,
ao invés de ZFC. Mas a consideragdo basica é transferivel para o contexto de ZFC, e, para nossos propdsitos,
€ mais sensato discuti-la aqui.

2Como no caso do conjunto poténcia, essa analise se baseia no modo como M interpreta um quantificador
universal particular. Como M ¢é transitivo, M captura corretamente os nimeros reais: Se m € M, entdo
M E “m é um numero real” se, e somente se m realmente € um numero real. Considere, entdo, a sentenga:
Vz[z € R < “ x é um numero real’]. Na sua interpretagdo em Portugués comum, essa sentenga diz que R
contém todos os nimeros reais. Na sua interpretagdo em teoria de modelos, no entanto, a sentenga diz apenas
que R contém todos os niimeros reais que por acaso habitam M, como se esses fossem os Unicos numeros
reais “vistos” pelo quantificador inicial vV na sentenga.
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ao mesmo tempo, manter a interpretagdo peculiar de 2(x) que discutimos nas segdes 2.2—-
2.3. Ao final, portanto, enquanto o teorema de Léwenheim-Skolem pode ainda ser um fato
interessante tecnicamente - “uma propriedade nova e inesperada de sistemas formais”, nas
palavras de van Heijenoort —, 0 Paradoxo de Skolem n&o mais deveria aparentar tdo para-
doxal.

2.5 Quatro consideragoes finais

Finalizaremos essa discussao da parte matematica do Paradoxo de Skolem com quatro
consideragdes finais. Primeiro, a discussdo em 2.3-2.4 teve seu foco no caso do submo-
delo transitivo do Paradoxo de Skolem. Esse caso é relativamente simples de analisar, e
(portanto) é o caso mais discutido na literatura. Mas ele também pode ser um tanto enga-
noso. Uma boa parte da analise de 2.3-2.4 se baseia no fato de que modelos transitivos
capturam muitas coisas “corretamente” sobre o universo da teoria de conjuntos (pertenci-
mento, bijecbes, numeros reais, etc.). Mais importante, se M é transitivo e m € M, entéo
me{m eM:MEm" € m}.

Contudo, se M nao ¢ transitivo, entdo quase tudo isso desmorona. Bays argumenta
que ha versdes do Paradoxo de Skolem que se baseiam apenas no modo como certos mo-
delos néo-transitivos interpretam alguns poucos exemplos especificos da relagdo de per-
tencimento em (x) (Bays, 2007a, se¢des 4-5). Consideragdes similares poderiam ser
transferidas para a nossa discuss&o de conjuntos poténcia e nimeros reais na segéo 2.4.
Podemos, por exemplo, encontrar um modelo enumeravel de ZFC que contém todo o con-
junto dos numeros reais como elemento — 0 modelo permanece enumeravel apenas porque
R #+ {m : M E m € R} (Benacerraf and Wright, 1985b; Bays, 2007a, se¢do 1). Em
suma, embora a explicagdo genérica do Paradoxo de Skolem dada na se¢édo 2.2 — aquela
que simplesmente observa que ha algumas diferengas entre as interpretagbes em teoria de
modelos e em portugués comum de 2(x) e entéo atribui 0 Paradoxo de Skolem a algum
tipo de equivocacgéo entre elas — se sustente quando passamos para modelos ndo-transitivos,
nas analises mais detalhadas de 2.3-2.4 tudo se desfaz. No caso geral ndo-transitivo, por-
tanto, a andlise da sec¢do 2.2 pode ser 0 melhor que podemos fazer ao dar uma explicagdo
para o Paradoxo de Skolem. (O que n&o quer dizer que ndo podemos dar explicagbes mais
detalhadas no contexto de qualquer modelo ndo-transitivo particular).

Isso nos leva a uma segunda consideragdo. O Paradoxo de Skolem depende crucial-
mente do fato que estamos usando uma axiomatizagéo da teoria de conjuntos em légica de
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primeira-ordem. Mais precisamente, depende do fato que estamos usando teoria de modelos
de primeira-ordem para interpretar essa axiomatizagdo. Em 1930, Zermelo demonstrou que
modelos (de segunda-ordem) de ZFC de segunda-ordem calculam cardinalidades e conjun-
tos poténcia corretamente?. Em particular, assim, se M € modelo de ZFC de segunda-ordem
esem € M, entdo M F “m é ndo-enumeravel” se, e somente se, {m : MEF m € m} é
realmente ndo-enumeravel. Disto decorre que o Paradoxo de Skolem n&o surge no contexto
de segunda-ordem (Zermelo, 1930; Shapiro, 1991).

Esse segundo ponto mostra que o Paradoxo de Skolem se esvai se nossa logica € su-
ficientemente forte. O terceiro ponto mostra que enfraquecer nossa légica tem um efeito
semelhante. Em (McCarty and Tennant, 1987), Tennant e McCarty mostram que as de-
monstragdes tradicionais do teorema de Léwenheim-Skolem falham em teoria de conjuntos
construtivista, além de argumentarem que o teorema por si mesmo é provavelmente invélido
construtivamente®'. Isso significa que n&o ha meios de se gerar o Paradoxo de Skolem den-
tro do arcabougo da matematica construtivista. Para construtivistas, portanto, assim como
para aquelas pessoas que desejam fomentar axiomatiza¢des de segunda-ordem da teoria
de conjuntos, o Paradoxo de Skolem n&o surge.

Juntas, as Ultimas duas consideragdes salientam exatamente quao central é a logica de
primeira-ordem para o Paradoxo de Skolem. Do ponto de vista da matematica, isso ndo de-
veria ser tdo surpreendente. Lindstrom mostrou que o teorema de Léwenheim-Skolem cum-
pre um papel fundamental na caracterizagao da propria l6gica de primeira-ordem (Lindstrém,
1966, 1969; Ebbinghaus, 2007). Dado isso, ndo deveria uma surpresa que 0 enigma que
se associa mais intimamente com esses teoremas também se mostra ligado fortemente as

Vysto &, se M é um modelo de ZFC de segunda-ordem, entdo M = “m tem cardinalidade " se, e somente
se, o conjunto {m’ € M : M £ m’ € m} de fato possuir cardinalidade . Um fato semelhante, embora
ligeiramente mais complicado, ocorre no caso do conjunto poténcia. Devemos observar aqui que o argumento de
Zermelo assume que estamos utilizando modelos padréo para a ldgica de segunda-ordem. O argumento falha
se admitirmos o uso de modelos de Henkin de primeira-ordem para interpretar o formalismo de segunda-ordem.
Para ler mais sobre a diferenga entre modelos padrdo e modelos de Henkin, veja as segdes 2 e 3 na entrada
sobre ldgica de segunda-ordem e de ordens superiores.

3"Mais precisamente, eles demonstram que todas as formulagdes habituais do teorema de Léwenheim-Skolem
sdo independentes de uma certa forme forte de teoria de conjuntos intuicionista € mostram que essas formula-
¢Oes sdo imediatamente falsificadas por principios que muitas construtivistas desejariam aceitar. Obviamente,
isso ndo exclui a possibilidade de que alguma variagdo incomum do teorema venha a ser demonstravel em
alguma forma ndo-standard de teoria de conjuntos “construtivista”; no momento, porém, esse cenario parece
distante. Veja pp. 35-36 do artigo de Tennant e McCarty para a vis@o dos préprios autores sobre o assunto.
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peculiaridades da situagdo em primeira-ordem. Ainda que o paradoxo, como ja vimos, néo
configure uma contradigdo matematica imediata, ele nos ajuda a entender a natureza e o0s
limites da logica classica de primeira-ordem.

Isso nos leva a uma consideragao final. A discussdo acima explica por qué aquelas de
nds que desejam assumir uma atitude genuinamente realista em relagéo & linguagem da
teoria de conjuntos — por exemplo, aquelas de nés que néo sentem desconfortos quanto a
expressdes tais como “a interpretacdo em portugués comum de Q(z)” — deveriam se man-
ter inabaladas pelo Paradoxo de Skolem. E importante enfatizar que esta analise também
explica por que o Paradoxo de Skolem n&o introduz contradi¢des em vérias formas de se
axiomatizar a teoria de conjuntos, mesmo quando essas axiomatizagdes sdo elas mesmas
entendidas formalmente ou em teoria de modelos. De um ponto de vista da teoria da demons-
tragdo, por exemplo, ha uma diferenca entre quantificago nao-relativizada e quantificagéo
que foi explicitamente relativizada para uma formula na nossa linguagem (em que esta for-
mula é tal que, intuitivamente, atua para “determinar” 0 dominio do modelo enumeravel de
ZFC). Entéo, néo ha razdes a priori para se pensar que uma sentenga com quantificadores
nao-relativizados conflitara com a contraparte completamente relativizada daquela sentenga
32 De modo semelhante, do ponto de vista da teoria de modelos, ha uma diferenca en-
tre quantificadores que abrangem todo o dominio de um modelo e aqueles que abrangem
apenas os “elementos” de um elemento particular do modelo (em que, mais uma vez, este
elemento é tal que o modelo maior “pensa” ser um modelo de ZFC). Portanto, ainda que o
realismo ingénuo das segdes 2.1-2.4 seja Util para fins de exposigéo, ele ndo é essencial
para a andlise subjacente do Paradoxo de Skolem.

3. Problemas Filosoficos

A secdo anterior explicou por que o Paradoxo de Skolem ndo constitui um problema
para a matematica. Isto, é claro, néo evitou que filésofas argumentassem que o paradoxo
constitui um problema para a filosofia. Nesta secdo, exploraremos diversas tentativas de
se derivar conclusoes filosoficas a partir da matematica envolvida no Paradoxo de Skolem.
Antes de fazé-lo, porém, sdo necessarias duas observacgdes cautelares. Primeira, muitas

$2Por exemplo, ndo ha conflito automatico entre uma sentenga da forma 3z () € outra da forma =3z [ () A
¢(z)]. Com efeito, essa consideragdo é uma versdo mais formal da consideragao sobre quantificagdo feita na
secdo 2.2.
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das discussdes mais provocativas do Paradoxo de Skolem s&o bastante breves — se resu-
mindo a pouco mais do que comentarios sugestivos feitos de passagem. Logo, muitas das
discussdes desses comentarios terdo de ser de algum modo conjeturais. Segunda, muitas
discussdes criticas do Paradoxo de Skolem focaram apenas em cuidadosamente destrin-
char a matematica do paradoxo e depois explicar o por qué de o paradoxo nao constituir
uma contradicdo matematica genuina. Como esse material ja foi coberto na seg¢éo 2, noés
néo diremos mais nada sobre esses problemas nessa segao.

3.1 Visoes de Skolem

No artigo de 1922 em que Skolem originalmente apresentou o Paradoxo de Skolem, ele
usou o paradoxo para argumentar a favor de duas conclusdes filoséficas: que a teoria de
conjuntos nao funciona como uma “fundamentagédo para a matematica” e que axiomatizar a
teoria de conjuntos leva a uma “relatividade das nogdes em teoria de conjuntos” (Skolem,
1922). Essas afirmagoes, e os argumentos de Skolem a favor delas, atrairam consideravel
atencdo na literatura. Infelizmente, o artigo de Skolem é bastante condensado, sendo pois
dificil de determinar a que exatamente se resumem essas afirmagdes. Atualmente, ha trés
interpretacdes do artigo de Skolem que possuem algum valor na literatura filoséfica.

Comegaremos com a afirmag&o de Skolem que a axiomatizagéo da teoria de conjuntos
leva a uma relativizagdo das nogdes da teoria de conjuntos. Uma maneira de se entender
essa afirmacao é vé-la diante de um cenério que podemos chamar de uma concepcéo al-
gébrica ou de teoria de modelos de axiomatizagao. Nessa concepgao os axiomas da teoria
de conjuntos caracterizam — ou talvez até definam — nogdes basicas da teoria de conjun-
tos, tais como conjunto, pertencimento, e universo da teoria conjuntos. Assim, um universo
da teoria de conjuntos é simplesmente um modelo para os axiomas da teoria de conjun-
tos, um conjunto é simplesmente um elemento em algum universo da teoria de conjuntos e
pertencimento refere-se apenas a qualquer relagao binaria que um universo em particular
utilize para interpretar o simbolo “c”. Nessa concepgéo de axiomatizagéo, portanto, os axi-
omas da teoria de conjuntos ndo deveriam ser encarados como tentativas de descrever —
ou ainda descrever parcialmente — algum “modelo pretendido” da teoria de conjunto previa-
mente dado; pelo contrario, os modelos pretendidos da teoria de conjuntos sao simplesmente
aqueles modelos que por acaso satisfazem nossas cole¢des iniciais de axiomas da teoria de
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conjuntos33.

Deveriamos enfatizar aqui que essa concepgéo algébrica da axiomatizagdo era bastante
familiar para matematicas trabalhando a época em que Skolem escreveu seu artigo de 1922.
O préprio Skolem foi treinado na escola algébrica de Idgica de Schroder, e esta seria, pois, a
via natural para ele pensar sobre axiomas. Até pessoas que ndo foram treinadas na escola
de Schréder tinham familiaridade com essa concepgéo. E esta concepgdo que esta por tras
da famosa axiomatizagao da geometria proposta por Hilbert (sobre a qual Hilbert suposta-
mente afirmou, um tanto notavelmente, que podemos substituir pontos, linhas e planos por
mesas, cadeiras e canecas de cerveja, desde que os Ultimos objetos mantenham os tipos
corretos de relagdes). E também a concepgao que esté por tras dos resultados do século XIX
que afirmam que a aritmética e a andlise podem ser dadas axiomatizagdes categoriais (de
segunda-ordem). Finalmente, e mais importante, é esta a concepgdo que Skolem atribuiu a
Zermelo no mesmo artigo que discutimos neste momento e, por conseguinte, Skolem esta
preocupado em criticar a concepgdo dos axiomas de Zermelo*.

Dada essa concepgao algébrica de axiomatizagéo, entdo, Skolem considera os teore-
mas de Lowenheim-Skolem para argumentar que falta aos axiomas da teoria de conjun-
tos recursos para assegurar a nogao de nao-enumerabilidade. Dada qualquer axiomatiza-
¢ao da teoria de conjuntos e qualquer formula () que deveria capturar a nogéo de néo-
enumerabilidade, os teoremas de Léwenheim-Skolem mostram que podemos encontrar um
modelo enumeravel M que satisfaz nossos axiomas. Como na segao 1, portanto, podemos
encontrar um elemento m € Mtal que M E Q(m), mas {m : M E m € m} é apenas
enumeravel. Assim, desde que as nogdes basicas de teoria de conjuntos sejam caracteri-
zadas apenas olhando para a teoria de modelos das axiomatizagdes em primeira-ordem da

SSEm termos atuais, essa € a concepgao de axiomas sobre a qual se baseia uma boa parte da algebra moderna.
Os axiomas da teoria de grupos, por exemplo, caracterizam o que significa uma estrutura matematica ser con-
siderada um grupo, 0 que é necessario para que um elemento em particular dessa estrutura seja a identidade
e 0 que é considerado o inverso de um elemento particular. Mas ndo existe um grupo ur (primitivo) que os axi-
omas tentam descrever — ha apenas uma classe toda de grupos (igualmente pretendidos) caracterizados pelos
axiomas.

%Veja pp. 295-296 de (Skolem, 1922) para a caracterizagio de Skolem dos axiomas de Zermelo. Devemos ob-
servar que é uma questao em aberto se Skolem de fato entendeu Zermelo nesse assunto. Em seus escritos mais
tardios — incluindo naqueles em que ele diretamente responde ao Paradoxo de Skolem — Zermelo claramente
aplica uma concepgéo algébrica de axiomas (veja, por exemplo, (Zermelo, 1930)). N&o é claro, no entanto, se
deveriamos aplicar essa concepgado a uma leitura da axiomatizag&o original de 1908, a qual Skolem respondia.
Veja (Taylor, 1993) e (Ebbinghaus, 2003) para mais sobre essa questao interpretativa.
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teoria de conjuntos, muitas dessas nogdes — e, em particular, as nogdes de enumerabilidade
e ndo-enumerabilidade — tornar-se-ao inevitavelmente relativas®.

Isto, entdo, fornece o contelido para a afirmagéo de Skolem de que axiomatizar a teoria
de conjuntos levaria a uma relativizagdo das nogdes da teoria de conjuntos. E importante
aqui distinguir essa afirmag&do de uma afirmagéo mais trivial que pode ser imaginada como
feita por Skolem. De um ponto de vista, a concepgao algébrica de axiomatizagdo leva a uma
forma dbvia de relatividade: os elementos considerados conjuntos em um modelo podem
ndo o ser em outro modelo, a relagdo de pertencimento de um modelo pode ser diferente
daquela em outro modelo, e esta ultima diferenga nas relagdes de pertencimento pode ocor-
rer até se acontecer de dois modelos partilharem o mesmo dominio. Nessa nogao trivial
de relatividade, portanto, quase tudo se torna relativo, mesmo nogdes simples como “x é o
conjunto vazio” ou “z € um conjunto unitario”. Afinal, um objeto poderia ser um “conjunto uni-
tario” em um modelo, e um “conjunto diadico” em outro conjunto, ou poderia ser “o conjunto
vazio” em um modelo e ser omitido completamente do dominio de outro modelo.

E importante enfatizar que a nogao de relatividade do proprio Skolem é mais sofisticada
do que isso. Permitamos que o elemento especifico que atua como “o conjunto vazio” néo
permanecera constante quando nos movemos de um modelo da teoria de conjuntos para
outro —em que o conjunto vazio do primeiro modelo torne-se, talvez, um conjunto unitario no
segundo. De qualquer modo, podemos ainda usar uma férmula na linguagem da teoria de
conjuntos que capture a nogao de “x € o conjunto vazio” de uma maneira essencialmente
absoluta. Em qualquer modelo dos nossos axiomas, um elemento m € M satisfara aférmula
aberta “Vy y ¢ 2’ se, e somente se, o conjunto {m : M E m € m} é realmente vazio.
Portanto, ha ao menos um sentido em que ainda podemos capturar a nogéo “x € o conjunto
vazio” de dentro do arcabougo algébrico. E essa consideragéo estende-se mais amplamente
- um argumento semelhante poderia ser aplicado a nogdes como “x é um conjunto unitario”
ou “z tem dezessete elementos”. Até na concepgéo algébrica de axiomatizagéo, portanto,
ha ainda algumas nogdes da teoria de conjuntos que podemos fixar com grande precisao.
O que os teoremas de Léwenheim-Skolem mostram é que, ndo importa quao ricos sejam
0s nossos axiomas da teoria de conjuntos (de primeira-ordem), ndo € possivel fixar com
esse tipo de técnica a nogdo “x é ndo-enumeravel’. Esse é o resultado por tras de todo

%5 Skolem também sugere, sem demonstrar, que as nogdes de sequéncia finita e sequéncia simplesmente infinita
também acabaréo sendo relativas. De fato, Skolem estava certo sobre isso, como mostra uma simples aplicagao
do teorema de compacidade.
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discurso de Skolem sobre “relatividade” e um resultado que destaca uma fraqueza genuina
na abordagem algébrica para axiomatizagao da teoria de conjuntos®.

Em suma, entdo, a vantagem dessa discussao é esta: se admitirmos uma abordagem
puramente algébrica para os axiomas da teoria de conjuntos, entdo muitas no¢oes basicas
da teoria de conjuntos — incluindo as nog6es de enumerabilidade e ndo-enumerabilidade —
se tornardo relativas. Nas palavras de Skolem: “axiomatizar a teoria de conjuntos leva a uma
relatividade das nogles da teoria de conjuntos, e essa relatividade esta inseparavelmente
ligada a toda axiomatizagdo minuciosa e completa” (Skolem, 1922, p. 296). Obviamente,
isso ainda deixa aberta a questao de se essas nogdes sao, por assim dizer, absolutamente
relativas — de se ha algum outro modo néo algébrico e ndo minucioso ou completo de se
entender nossos axiomas que ndo nos levaria ao tipo de relatividade que temos discutido
até entdo. E quando nos voltamos para esta Ultima quest&o que as diversas interpretacées
do artigo de Skolem comegam a se desfazer.

A interpretagdo mais tradicional do artigo vé Skolem como a preparar um ataque a teoria
de conjuntos. Skolem inicia o artigo notando que os paradoxos classicos da teoria de con-
juntos deveriam nos levar a sermos céticas a entendimentos informais da teoria de conjuntos
— do “raciocinio ingénuo com conjuntos”, para utilizar a expresséo do proprio Skolem. Dado
isto, nossa Unica opgéo de fato é retomar a algum tipo de teoria de conjuntos axiomatizada
€ 0 Unico modo respeitavel de se entender os axiomas ¢ algebricamente (j& que entendé-
los intuitivamente resultaria em retornamos a ingenuidade previamente descreditada). O
Paradoxo de Skolem, porém, mostra que as nogdes da teoria de conjuntos séo relativas a
concepgao algébrica de axiomatizagdo. Logo, essas nogdes sao de fato relativas. Breve-
mente: os paradoxos classicos mostram que a concepgéo algébrica de teoria de conjuntos
€ a melhor concepgao que temos e portanto o Paradoxo de Skolem mostra que a nogdes da

%Uma consideracdo semelhante se aplica ao exemplo de teoria de grupos na nota 31. Claramente, o objeto
particular considerado a “identidade” variara quando passamos de grupo a grupo, assim como 0 escopo dos nos-
sos quantificadores. Mas nos ainda conseguimos utilizar férmulas na nossa linguagem para capturar nogdes de
teoria de grupos - por exemplo, que um elemento habita no centro de um grupo ou ainda que um elemento pos-
sui ordem 17. E se expandirmos nossa linguagem, entdo podemos capturar ainda mais nogdes — por exemplo,
que o predicado “P” separa um subgrupo normal de um grupo maior que estamos estudando. Claramente, ndo
conseguimos fazer isso para toda nog&o da teoria de grupos — ndo existe uma formula que capture exatamente
a nog&o “z habita o subgrupo gerado por y e z”. Mas o fato de que n&o podemos ter sucesso nesse caso é
um teorema matemaética interessante — ndo é algo que apenas se segue trivialmente do natureza algébrica dos
nossos axiomas. O que Skolem demonstrou, com efeito, & que a nog&o “x € enumeravel” da teoria de conjuntos
€ mais proxima da nogé&o “x € um subgrupo normal gerado por y € z” do que da nogdo “x possui ordem 17”.
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teoria de conjuntos sdo inevitavelmente relativas. Essa leitura tradicional é bastante preva-
lente na concepgéo popular; variagdes dela séo discutidas em (Hart, 1970; Mcintosh, 1979;
Muller, 2005; Bellotti, 2006).

A segunda interpretagao foca na afirmagdo de Skolem de que a teoria de conjuntos ndo
fornece uma fundamentacdo adequada para a matematica. Em particular, Skolem pensa
que a teoria de conjuntos faltam os recursos para fornecer uma fundamentag&o para a arit-
mética comum — em sua visdo, a aritmética é “limpida, natural e nao € passivel de questio-
namentos”, enquanto a teoria de conjuntos é bem mais problematica. Para mostrar que ela
é problematica, Skolem recorre a diferentes maneiras de se interpretar teoria de conjuntos
— teoria de conjuntos ingénua, teoria de conjuntos axiomatizada construida com teoria da
prova, teoria de conjuntos construida algebricamente, etc.— e ele argumenta que cada um
desses entendimentos da teoria de conjuntos é inadequado para fins de fundamentagao.
Nessa leitura, 0 Paradoxo de Skolem assume um papel modesto em todo o argumento de
Skolem. Ele atua para destacar alguns problemas existentes em uma concepgao particular
de teoria de conjuntos (a concepgao algébrica), mas ndo atua nos argumentos de Skolem
contrarios a outras concepgdes de teoria de conjuntos. Além disso, esses outros argumentos
néo mostram — ou até afirmam mostrar — que as varias concepgdes néo-algébricas da teoria
de conjuntos levam a nenhum tipo de relatividade (ainda que elas tenham, é claro, outros
problemas que as tornam inadequadas para fins fundacionalistas)¥’. Versdes dessa leitura
fundacionalista do artigo de Skolem podem ser encontradas em George (1985) e Benacerraf
and Wright (1985b); veja Jané (2001) para algumas criticas a esta linha de interpretag&o.

A ultima interpretagédo do argumento de Skolem esta presente em um artigo de Ignacio
Jané (2001). A leitura dada por Jané concorda com a interpretagéo classica que assume
que Skolem prepara um ataque bastante geral a teoria de conjuntos — e, em particular, a
nogao de conjunto absolutamente ndo-enumeravel. Mas ele concorda com a interpretagéo
fundacionalista ao entender que os ataques séo preparados pouco a pouco, com o Paradoxo
de Skolem atuando modestamente em uma linha de ataque. Grosseiramente, Jané pensa
que Skolem tenta mostrar que ndo ha um modo rigoroso para inicialmente se introduzir a
nogao de conjunto ndo-enumeravel a matematica. Os paradoxos da teoria de conjuntos

"Esse modo de apresentag&o pode ser um tanto enganoso. O foco primério de Skolem em seu artigo é sobre a
axiomatizacéo da teoria de conjuntos de Zermelo, de 1908, e Skolem claramente entende essa axiomatizagéo
algebricamente. Assim, o argumento de relatividade contra Zermelo é de fato o argumento central do artigo,
ainda que o argumento sirva para um projeto maior anti-fundacionalista e ainda que nao leve a argumentos mais
gerais em favor da relatividade da teoria de conjuntos.
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mostram que néo deveriamos ser ingénuas e levar o Teorema de Cantor ao pé da letra—logo,
a propria demonstragdo de Cantor ndo nos forga a aceitarmos conjuntos ndo-enumeraveis.
O Paradoxo de Skolem mostra que adotar um entendimento algébrico da teoria de conjuntos
também n&o nos forga a aceitar conjuntos ndo-enumeraveis, uma vez que sempre podemos
interpretar esses axiomas como sendo aplicados a modelos que s&o apenas enumeraveis.

E 6bvio, como observa Jané, que ha uma quantidade de estratégias que poderiamos
usar para evitarmos essa aplicagdo do Paradoxo de Skolem: poderiamos usar uma quan-
tidade ndo-enumeravel de de axiomas, for¢ando nossos modelos a possuirem uma quanti-
dade ndo-enumeravel de dominios, poderiamos recorrer ao teorema Ascendente de Lowenheim-
Skolem para mostrarmos que os axiomas de Zermelo também tem uma quantidade nao-
enumeravel de modelos (ver se¢do 1), ou poderiamos nos mover para uma versdo de segunda-
ordem dos axiomas de Zermelo e entdo provarmos que esses axiomas podem ser satisfei-
tos apenas por modelos com dominios ndo-enumeraveis (ver se¢éo 2.5). Infelizmente, cada
uma dessas estratégias pressupde que nés ja tivéssemos um registro preliminar da nogéo
de um conjunto ndo-enumeravel — por exemplo, para inicialmente caracterizarmos um con-
junto ndo-enumeravel de axiomas, para formularmos o teorema Ascendente de Léwenheim-
Skolem, ou para demonstrarmos que ZFC de segunda-ordem tem apenas modelos néo-
enumeraveis. Assim, a principio nenhuma dessas estratégias pode ser utilizada para intro-
duzir conjuntos ndo-enumeraveis a matematica. Ao menos, de qualquer modo, é o que Jané
considera que Skolem esta argumentando.

Essas sdo, portanto, as trés principais interpretagdes do artigo de Skolem. Sem nos posi-
cionarmos sobre qual dessas interpretacdes melhor captura as intencdes do proprio Skolem,
notamos que a maioria das contemporaneas de SKolem interpretaram-no como se estivesse
dando algo como o argumento “tradicional” descrito acima e suas respostas ao Paradoxo de
SKolem refletem essa interpretagdo. O proprio Zermelo aceitou a concepgao algébrica de
seus axiomas, embora ele tenha entao insistido que eles deveriam ser interpretados em ter-
mos de segunda-ordem e que, assim interpretados, eles nédo seria vitimas do Paradoxo de
Skolem (Zermelo, 1930; Taylor, 1993; Ebbinghaus, 2003). Semelhantemente, Tarski sugeriu
que o Paradoxo de Skolem poderia ser neutralizado ao se tratar “c” como uma constante 16-
gica em alguma versao da teoria de tipos (ver as observagdes publicadas ao fim de (Skolem,
1958)). Mas, enquanto ambas as sugestdes permitiriam que mateméticas evitassem o Pa-
radoxo de Skolem, elas dependem de se aceitar pegas de um maquinario matematicamente
poderoso, os quais Skolem — em qualquer leitura de seu artigo — quase certamente desejaria
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rejeitar. Dados os fins filos6ficos de Skolem, portanto, essas respostas contemporéneas a
seu paradoxo néo pareceriam muito ameagadoras (veja (Skolem, 1955) e (Skolem, 1958)
para algumas das reflexdes do prdprio Skolem sobre esses tipos de respostas).

3.2 Ceticismo Skolemita

Ao longo dos anos, houve uma pequena, embora consistente, corrente de filosofas e
I6gicas que teriam considerado filosoficamente convincente o que se chamou de interpre-
tagéo tradicional do artigo de Skolem — isto &, convincente enquanto argumento filosofico
independente e ndo apenas enquanto uma interpretagdo do artigo de Skolem. A posi¢ao
delas, a qual Michael Resnik denominou a posigao “Skolemita”, defende que os teoremas
de Léwenheim-Skolem de fato mostram que as nogdes da teoria de conjuntos s&o relati-
vas. Na verdade, Skolemitas costumam ir um pouco além, afirmando que, embora um dado
conjunto possa ser ndo-enumeravel, “relativo aos meios de expressao de um sistema axi-
omatico”, todo conjunto é enumeravel quando considerado de uma perspectiva “absoluta”
(Kneale and Kneale, 1962; Goodstein, 1963; Wang, 1962; Fine, 1968; Thomas, 1968, 1971).

Nesta se¢do, isolaremos a ideia central por tras de alguns desenvolvimentos dessas afir-
magdes Skolemitas, e entdo consideraremos algumas das respostas a elas as quais apare-
ceram na literatura recente. (Na segao 3.3, consideramos uma nova abordagem interessante
da posicdo Skolemita). Comegaremos com o argumento Skolemita. De modo amplo, este
argumento se d& em trés passos. Primeiro, argumenta-se que a concepgao algébrica de
teoria de conjuntos é a Unica concepgao respeitavel para matematicas e filosofas contem-
poraneas adotarem. Segundo, segue-se Skolem ao argumentar que a concepgao algébrica
da teoria de conjuntos leva uma relatividade das nogdes da teoria de conjuntos. Finalmente,
estende o argumento de Skolem para defender uma forma forte de relatividade mencionada
no fim do paragrafo anterior — isto €, aquela em que todo conjunto é enumeravel quando
observado de uma perspectiva “absoluta”.

Para nossos propdsitos, 0 segundo passo deste argumento ja foi considerado em sufici-
ente detalhamento no contexto da nossa discussao de Skolem; entdo vamos apenas revisar
o0s pontos principais aqui. Na concepgao algébrica da teoria de conjuntos, as nogdes basi-
cas da teoria de conjuntos sao caracterizadas ao se olhar para as axiomatizagdes em teoria
de modelos da teoria de conjuntos de primeira-ordem. As nogdes que permanecem fixas
quando nos movimentamos de modelo para modelo — no sentido de “fixas” que discutimos
na secdo anterior — tém um significado “absoluto”; nog¢des que variam quando nos move-
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mos de modelo para modelo tém um significado “relativo” apenas. Dado isso, 0s teoremas
de Léwenheim-Skolem mostram que as nogdes de enumerabilidade e ndo-enumerabilidade
irdo de fato variar quando nos movimentamos de um modelo a outro. Na concepgéo algé-
brica da teoria de modelos, portanto, as nogdes s&o apenas “relativas™®.

Isso nos leva aos passos 1 e 3 no argumento Skolemita. No passo 1 é onde diferentes
versdes deste argumento mostram maior variabilidade. Emalguns casos, 0 passo 1 é apenas
pressuposto, portanto ¢ dificil ter uma nogdo de como o argumento subjacente deveria de
fato se desenvolver (Kneale and Kneale, 1962; Goodstein, 1963; Wang, 1962). Em outros
casos, é sugerido que qualquer rejeicdo da concepgao algébrica — e, em particular, qualquer
movimento para simplesmente se levar a sério expressdes como “todos 0s conjuntos” ou “é
de fato enumeravel’ — leva a um retorno a alguma forma inaceitavel de “Platonismo” (Fine,
1968; Thomas, 1968, 1971; Klenk, 1976). Ainda em outros casos, Skolemitas seguem a
lideranga de Skolem e recorrem aos paradoxos da teoria de conjuntos para fomentar sua
rejeicao ao Platonismo; elas entdo sugerem que o abandono do Platonismo leva a concepgéo
algébrica da teoria de conjuntos a ser a Unica opgao viavel (Klenk, 1976).

Ha uma outra estratégia disponivel aqui: algumas autoras defendem a posi¢éo Skole-
mita ao utilizarem outros enigmas sobre a interpretagdo da linguagem matematica — isto é,
enigmas outros que ndo o Paradoxo de Skolem — para motivar o movimento inicial do Pla-
tonismo para a concepgao algébrica. Entdo, por exemplo, Klenk argumenta que podemos
combinar um dos enigmas classicos de Benacerraf — aquele apresentado em Benacerraf Be-
nacerraf (1965) — a este tipo de argumento (Klenk, 1976)*. Do mesmo modo, Wright recorre
a consideragbes Wittgensteinianas sobre a relagdo entre significado e uso para motivar uma
posicdo Skolemita restrita (Benacerraf and Wright, 1985a). Finalmente, varias autoras suge-

%8Devemos aqui enfatizar que esse passo no argumento skolemita beira ser um teorema. Tendo-se um entendi-
mento forte o suficiente da concepgao algébrica de teoria de conjuntos e o correto entendimento de “relatividade”,
a afirmag&o condicional de que a concepgao algébrica implica alguma forma de relatividade da teoria de con-
juntos apenas se segue dos teoremas de Léwenheim-Skolem. Aquelas que fariam objegdes a relatividade da
teoria de conjuntos, portanto, recomenda-se focar sua atengdo aos argumentos skolemitas iniciais a favor da
concepgao algébrica, ao invés de foca-la em seus argumentos subsequentes a favor da relatividade.

%0 argumento de Klenk é um pouco mais complicado do que essa sentenga sugere. Klenk inicia por apresentar
varios argumentos a favor do que estamos chamando de concepgao algébrica de conjuntos e ela entdo observa
que qualquer um desses argumentos tende a fazer a posigao Skolemita parecer de algum modo plausivel. Ela
também observa, porém, que uma anélise como aquela apresentada na se¢&o 2 permitira uma realista j& com-
prometida a se esquivar das conclusdes Skolemitas. Ela termina sugerindo que nos resolvamos esse impasse
adotando algum tipo de formalismo sobre teoria de conjuntos.
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riram que todo o desenvolvimento da teoria de conjuntos no século XX favorece a abordagem
algébrica — afinal, toda a historia do tema consistiu em um afastamento de abordagens ingé-
nuas da teoria de conjuntos em dire¢do a uma axiomatizagao formal (e especialmente uma
formalizag&o em primeira-ordem). Ver Klenk (1976) para este tipo de analise.

Voltemos, agora, ao terceiro passo no argumento Skolemita. O teorema matematico
que se esconde sob esse passo é claro. Seja ¢(x) uma formula que supostamente define
um conjunto Unico — por exemplo, “x € 0 conjunto poténcia de w” ou “x € o conjunto dos
niimeros reais™?. Entdo podemos encontrar um modelo M = ZF'C e um elemento m € M
talque M £ ¢(m)e {m’ € M : M E m’ € m} é apenas enumeravel. Entdo, se
quisermos conceder que tudo o que é preciso para ser, digamos, 0 conjunto poténcia de w é
satisfazer a formula relevante que o define em algum modelo da teoria de conjuntos, entdo
podemos dar sentido a afirmagao de que ao menos uma instancia do conjunto poténcia de
w € “de fato” enumeravel. Se desejamos assumir além disso que é necessario apenas uma
bije¢do em uma dessas instancias do conjunto poténcia de w para torna-lo “absolutamente”
enumeravel, entdo podemos entender a afirmagao Skolemita forte sobre enumerabilidade
absoluta. E claro, nenhum desses movimentos finais se seguem no sentido estrito a partir da
concepgao algébrica de axiomatiza¢do; ambos s&o, porém, movimentos que um proponente
da concepgéao algébrica pode muito bem achar convenientes.

Isto, portanto, nos da a estrutura basica dos diversos argumentos Skolemitas. Antes de
nos voltarmos a algumas respostas a esses argumentos que aparecem na literatura recente,
€ importante sermos claras sobre o papel que o proprio Paradoxo de Skolem pode e néo
pode desempenhar nesses argumentos. Por vezes, aparenta como se algumas Skolemitas
pensassem que os teoremas de Lowenheim-Skolem por si mesmos mostrassem que ha um
problema com a nossa concepgao usual de conjuntos: assim, os teoremas mostram que as
nogdes da teoria de conjuntos s&o relativas, relatividade é incompativel com nossa concep-
¢ao usual de conjuntos e entdo nossa concepgao usual de conjuntos deve ser abandonada
(Kneale and Kneale, 1962; Goodstein, 1963). Deveria ser claro da se¢éo 2, no entanto, que
essa linha de argumentacdo ndo tem chances de prosperar. A analise na segao 2 mostra
que aquelas de nds que desejam adotar uma atitude ingenuamente realista em relagéo a
teoria de conjuntos — ou até mesmo aquelas que adotam posigdes mais sofisticadas que se
baseiam na concepgao iterativa de conjuntos e/ou em alguma forma de estruturalismo de
segunda-ordem — n&o terdo problemas com o Paradoxo de Skolem. Dai, o paradoxo por si

“OMais formalmente, suponha que Z F'C E 3x[¢(z) A Vy(p(y) — = = y)).
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mesmo nao pode nos forcar a abandonar a nossa concepgao usual de conjuntos.

Ao invés disso, a Skolemita bem-sucedida precisa seguir a abordagem classica descrita
no comego desta se¢do. Ela inicia com um argumento independente para a concepgéo algé-
brica da teoria de conjuntos —isto €, um argumento que nos levaria a abandonar a concepgéo
usual de conjuntos em favor de uma concepgao algébrica e (crucialmente) um argumento
que, ele mesmo, ndo se baseia em questdes relacionadas ao Paradoxo de Skolem. Tendo
completado esse argumento, a Skolemita pode entéo passar a utilizar a concepgéo algébrica
de conjuntos (além, é claro, dos teoremas de Léwenheim-Skolem) para defender afirmagdes
sobre a relatividade da teoria de conjuntos feitas nos passos 2 e 3 de seu argumento.

Dois comentarios adicionais sobre essa abordagem s&o necessarios. Primeiro, deve-
mos notar que essa abordagem fornece a Skolemita uma resposta para os tipos de argu-
mentos que fizemos na segéo 2. Em particular, permite a ela desafiar todos os nossos usos

muito ingénuos de expressdes como “o entendimento em portugués usual de ‘€’ ”, “os ver-
dadeiros elementos de m”, “quantificadores os quais abrangem todo o universo da teoria de
conjuntos”, etc. Tendo um argumento independente contra a concepgao usual de conjuntos,
a Skolemita ndo se impressionara com uma “solugcéo” para o Paradoxo de Skolem que se
baseia no emprego ingénuo desses tipos de expressdes. Veja (Thomas, 1968, 1971; Klenk,

1976).

Depois, deveriamos notar que, ainda que essa abordagem requeira que a Skolemita
inicie com um argumento independente contra nossa concepgao usual de conjuntos, ela ndo
€ necessaria para tornar os teoremas de Léwenheim-Skolem eles proprios completamente
supérfluos. Afinal, continua sendo um teorema que nogdes da teoria de conjuntos tais como
enumerabilidade e ndo-enumerabilidade tornam-se relativas na concepgéo algébrica. Isso
néo é algo que aconteca em todas as nogdes da teoria de conjuntos — por exemplo, “x
€ 0 conjunto vazio” ou “x tem dezessete elementos” — e ndo é algo que apenas ocorra a
concepcao algébrica de axiomatizagao.

Tendo dito isso, este € um ponto onde a Skolemita precisa tomar cuidado. A menos que
as consideragdes levantadas no passo 1 de seu argumento estejam intimamente ligadas
aos detalhes da concepgéo algébrica — e ligadas de tal modo que torne esta concepgéo ge-
nuinamente atrativa como um entendimento positivo da teoria de conjuntos — 0 argumento
Skolemita mais amplo esta ameacado por uma certa trivialidade retérica. Afinal, tendo a
Skolemita os recursos para nos levar em dire¢o a concepgao algébrica da teoria de con-
juntos — como no passo 1 deste argumento — entéo ela também tem os recursos para minar
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diretamente nossa concepcao usual de conjuntos e de fazé-lo sem trazer o préprio Paradoxo
de Skolem para a discusséo. Se isto esta correto, entdo o argumento Skolemita mais amplo
bem poderia se resumir a criticar as nogdes usuais de teoria de conjuntos por serem “rela-
tivas” num contexto retérico em que a Skolemita j& apresentara criticas ainda mais fortes a
essas nogdes enquanto defendia o passo inicial em seu argumento. Isto iria além de ser
apenas um pouco estranho*’.

Para evitar esse tipo de estranheza, pensamos que a Skolemita deveria estruturar seu
argumento menos como uma critica as nossas nogdes de teoria de conjuntos e mais como
uma analise construtiva de uma concepgéo algébrica da teoria de conjuntos. Isto é, ela de-
veria focar primariamente em defender a concepgao algébrica da teoria de conjuntos como
uma concepcao independentemente plausivel de teoria de conjuntos (passo 1) e ela deve-
ria entdo apresentar a relatividade da teoria de conjuntos simplesmente como uma nova e
surpreendente consequéncia dessa concepgao positiva (passos 2-3).Essa estratégia argu-
mentativa abre espago para que os teoremas de Lowenheim-Skolem realizem de fato algum
trabalho filoséfico — por exemplo, como descrito hé dois paragrafos. Também dé ao passo 1
um foco mais preciso — e mais construtivo. Nessa leitura, 0 passo 1 atua principalmente para
destacar as virtudes positivas da concepcao algébrica; criticar as nogdes usuais da teoria de
conjuntos é (no maximo) uma preocupagéo secundaria*?. (Veja a se¢ao 3.3 para mais sobre
esse tipo de consideragéo).

Isso nos leva & critica do argumento Skolemita que aparece na literatura recente. E
importante mencionar trés formas gerais de critica. Primeira, varias autoras responderam
ao argumento Skolemita apenas vagarosa e cuidadosamente desembrulhando a matema-
tica envolvendo os teoremas de Lowenheim-Skolem a fim de mostrar que os teoremas por
si mesmos néo causam problemas mesmo para entendimentos ingénuos da teoria de con-

“Com efeito, nossa preocupagéo aqui é que os argumentos iniciais no passo 1 fazem todo o trabalho filoséfico
para a Skolemita e que os teoremas de Léwenheim-Skolem apenas pegam carona (e, talvez, fazem um papel
de levantar uma bandeira para promover o argumento Skolemita). Conforme indicado no texto principal, nés
pensamos que ha ao menos uma leitura do argumento Skolemita que evita esse tipo de trivializagdo e que
permite aos teoremas de Léwenheim-Skolem fazer algum trabalho genuino. Dito isso, esse é um argumento um
tanto delicado de se fazer e néo fica claro que nenhuma Skolemita real o tenha feito com sucesso.
“20bviamente, isso também deixa o passo 1 substancialmente mais dificil para a Skolemita. Suspeitamos que
de argumentos contra o “platonismo” que aparece em muitos desenvolvimentos da posigdo Skolemita — serdo
inadequadas nessa nova leitura do argumento.
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juntos (Resnik, 1966; Benacerraf and Wright, 1985b; Bays, 2007a). Ainda que esse tipo
de resposta seja efetiva contra a versao simplista do argumento Skolemita que discutimos
ha seis paragrafos, ela pouco contribui contra os argumentos mais sofisticados que con-
sideramos no momento — por exemplo, argumentos que agora comegam com uma critica
independente desses entendimentos ingénuos “®. Dado isto, e dado que nés ja discutimos
esse tipo de resposta com algum detalhe na segéo 2, ndo diremos mais nada sobre ele aqui.

Segunda, vérias autoras responderam ao argumento Skolemita ao criticarem direta-
mente a concepgao algébrica da teoria de conjuntos e defendendo entendimentos mais usu-
ais e intuitivos da linguagem da teoria de conjuntos (Myhill, 1951; Resnik, 1969; Hart, 1970;
Benacerraf and Wright, 1985b). Ha trés questdes que devemos destacar aqui. Primeira, é
dificil ver como a concepgéo algébrica forneceria uma verséo geral da linguagem matema-
tica, dado que a prdpria concepgao parece pressupor uma teoria intuitiva de anteméo, na
qual os resultados em teoria de modelos sdo formulados e demonstrados (por exemplo, 0s
teoremas de Lowenheim-Skolem). Essa questéo é exacerbada quando nos atentamos para
0 terceiro passo no argumento Skolemita, uma vez que este passo parece requerer tanto
uma vers&o absoluta dos nimeros naturais, quanto uma versao absoluta de enumeracéo, a
fim de formular sua concepgao de “enumerabilidade absoluta” (veja Resnik (1969); Benacer-
raf and Wright (1985b); e Shapiro (1991); veja Thomas (1971); Klenk (1976); e Bellotti (2006)
para algumas preocupagdes sobre essa linha de argumentago).

Observe aqui que essas consideragdes iniciais parecem advocar contra o uso de qual-
quer critica completamente geral ao realismo matematico a fim de direcionar as pessoas
a concepgao algébrica dos axiomas. Superficialmente, afinal, qualquer critica suficiente-
mente geral do realismo se aplicaria tanto ao préprio modelo da Skolemita quanto a teoria
de conjuntos classica. E duvidoso, portanto, se a Skolemita pode realmente recorrer a, diga-
mos, simples preocupagdes sobre “platonismo” ou sobre nosso acesso epistémico a objetos
matematicos para motivar uma posi¢do Skolemita absoluta. Em suma: o préprio fato de ar-
gumentos Skolemitas basearem-se em teoremas matematicos substanciais parece forgar a
Skolemita a aceitar que algumas partes da matematica n&o estao sujeitas a relatividade Sko-
lemita. (Além das referéncias no paragrafo anterior, veja (Bays, 2001; Bellotti, 2005; Bays,
2007b) para uma discusséo desse tipo de consideracdo no contexto do argumento sobre

“3Para fazer jus, muitas das apresentaces do argumento Skolemita se parecem bastante com o simples argu-
mento discutido ha alguns paragrafos, logo essa resposta técnica ainda tem um papel importante para esclarecer
a dialética geral.
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teoria de modelos de Putnam).

Claramente, este primeiro argumento abre a possibilidade de que a teoria de conjuntos
seja um caso especial — isto, ainda que algumas areas da matematica como teoria de nume-
ros e analise devessem ser entendidas absolutamente, teoria de conjuntos, como teoria de
grupos e topologia, deveria ainda ser entendida algebricamente. Infelizmente, ha diversas
diferengas 6bvias entre a pratica da teoria de conjuntos e aquela das areas mais claramente
algébricas, como a teoria de grupos. Assim, por exemplo, matematicas tendem a tratar os
axiomas da teoria de conjuntos como sendo menos rigidos que aqueles da teoria de grupos
ou topologia. Em teoria de conjuntos, matematicas as vezes levantam a questéo se os axi-
omas de ZFC est&o corretos — isto €, elas falam como se houvesse uma nogéo intuitiva de
conjunto em relagéo a qual os axiomas de ZFC podem ser checados e descobertos insufici-
entes. Em teoria de grupos e topologia, em contraste, simplesmente nao faz sentido algum
falar em “nogdes intuitivas” que poderiam divergir da nogao especificada pelos axiomas re-
levantes*. Numa mesma linha, tedricas de conjuntos as vezes debatem se deveriamos
adicionar novos axiomas aos axiomas padrao da teoria de conjuntos — por exemplo, axio-
mas de grandes cardinais, ou axiomas como V = L ou até mesmo apenas axiomas como
Con(ZFC). Em contraste, ninguém sonharia em fazer adigdes aos axiomas da teoria de
grupos ou da topologia. Nesse sentido, entdo, uma abordagem algébrica a teoria de conjun-
tos é revisionaria da pratica de teoria de conjuntos de um modo que a abordagem algébrica
a teoria de grupos néo o é.

Finalmente, mesmo se aceitarmos uma concepgao algébrica de teoria de conjuntos — tal-
vez porque tenhamos um comprometimento maior com algum tipo de filosofia estruturalista
da matematica — nao é claro por que este comprometimento requer de nés que limitemo-nos
a axiomatizagdes em primeira-ordem da teoria de conjuntos. Afinal, muitos do exemplos
mais bem-sucedidos da abordagem algébrica a axiomatizagao — por exemplo, os resulta-
dos do século XIX de que a aritmética e a anélise podem ter axiomatizagbes categéricas —
baseiam-se no uso de uma logica de segunda-ordem ao fundo. E, como observamos na
seg¢do 2, versdes de segunda-ordem de ZFC ndo geram o Paradoxo de Skolem. Entéo, ndo
é suficiente que Skolemitas defendam uma abordagem algébrica a axiomatiza¢do da teo-
ria de conjuntos, elas precisam mostrar que uma abordagem algébrica de primeira-ordem é

“Claramente, algumas fildsofas seguem uma linha semelhante sobre ZFC. Mas, no caso de ZFC, é ao menos
uma questdo em aberto se essa é a linha correta de se seguir. No caso da teoria de grupos ou topologia, ela é
a Unica linha que de fato faz algum sentido.

190



o caminho certo a ser seguido. Veja Hart (1970) e Shapiro (1991) para desenvolvimentos
desta linha de argumentac&o.

Chega, portanto, de falar sobre as criticas gerais da concepgao algébrica de axioma-
tizagdo e seu papel no argumento Skolemita. Nos nos voltamos agora para uma objegédo
mais direcionada ao terceiro passo deste argumento. Para fins de argumento, vamos con-
ceder que a Skolemita mostrou que nossas nogdes de teoria de conjuntos s&o relativas e
que, para todo tipo de conjunto que nds podemos definir com uma férmula, hd uma instancia
deste tipo de conjunto que é apenas enumeravel. Entdo, had uma instancia enumeravel o
conjunto poténcia de w, uma instancia dos nimeros reais, etc®. Ainda assim, ndo é claro
por que isto mostra que todo conjunto é “absolutamente” enumeravel. Afinal, assim como o
teorema Descendente de Léwenheim-Skolem*® mostra que que podemos encontrar instan-
cias enumeraveis de todos esses conjuntos, o axioma Ascendente de Léwenheim-Skolem
mostra que nds podemos também encontrar instancias ndo-enumeraveis.

Dado isso, diversas criticas sugerem que as Skolemitas encaram dois problemas ex-
planatdrios e que, até 0 momento, nenhuma delas foi capaz de resolvé-los. Primeiro, a
Skolemita precisa explicar como podemos identificar conjuntos através de diferentes mode-
los — isto &, por que deveriamos considerar que os diversos objetos que satisfazem “z é o
conjunto poténcia de w” em diferentes modelos da teoria de conjuntos séo “o0 mesmo con-
junto”. Observe que alguma identificagéo do tipo é essencial se a Skolemita iniciara com a
demonstragédo de enumerabilidade de um desses objetos e entédo usar essa demonstragéo
para argumentar pela enumerabilidade absoluta de todos os outros (Resnik, 1966). Se-
gundo, a Skolemita precisa explicar sua preferéncia por conjuntos enumeraveis. Ainda que
a Skolemita possa identificar “instancias” enumeraveis e ndo-enumeraveis de um determi-
nado conjunto, ela precisa explicar por que essa identificagéo leva a conclusao de que todos
0s conjuntos s&o “absolutamente enumeraveis”, ao invés de levar a conclusdo de que todos
0s conjuntos séo “absolutamente ndo-enumeraveis” (Resnik, 1966; Benacerraf and Wright,

“5Recorde, mais uma vez, que nenhuma dessas conclusées séo forcadas sobre a realista. A realista tem uma
explicagdo genuinamente boa para dizer porque essas diversas “instancias” sdo, na melhor das hipéteses, apro-
ximagbes enumeraveis do verdadeiro conjunto poténcia de w ou do verdadeiro conjunto dos nimeros reais.
Assim, estamos fazendo algumas concessdes bastante generosas para seguir a Skolemita mesmo até esse
ponto. Veja a segdo 2.4 para um desenvolvimento mais detalhado desse tipo de considerago.

“6Ainda que a palavra “descendente” ndo aparega no texto original, fica claro que o autor faz mengéo a esse
axioma em contraposicdo ao axioma Ascendente. Assim, a tradugdo se reserva o direito de adiciona-la aqui
para manter o sentido do texto.
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1985b).

Essas séo, portanto, as principais criticas a posi¢éo Skolemita que apareceram na lite-
ratura. Trata-las por completo requereria, infelizmente, que nés mergulhassemos profunda-
mente em questdes relacionadas, por exemplo, ao status do nosso entendimento informal
da linguagem da teoria de conjuntos, a legitimidade da quantificagdo de segunda-ordem e
condigbes de identidade associadas a objetos matematicos em filosofias estruturalistas da
matematica. Explorar essas questdes nos distanciaria demais do Paradoxo de Skolem. Para
uma discussao recente de algumas das literaturas aqui relevantes, veja (Bellotti, 2006).

3.3 O Multiverso

Durante a ultima década, o teérico de conjuntos Joel Hamkins tem argumentado em
favor de uma concepcao de teoria de conjuntos que se parece surpreendentemente com a
visdo Skolemita tradicional (ainda que as motivagdes de Hamkins parece vir mais da propria
teoria de conjuntos do que de literatura filoséfica tradicional). Hamkins nota que, enquanto
tedricas de conjuntos desenvolveram mais ferramentas e mais poderosas, a fim de construir
e comparar diferentes modelos de forcing em teoria de conjuntos, teoria de modelos inter-
nos, imersdes de grandes cardinais, etc. — eles tém sido cada vez menos capazes de tratar
qualquer modelo em particular como candnico. Ao invés disso, a teoria de conjuntos tem se
concentrado em comparar diferentes modelos de teoria de conjuntos, em lugar de separar
um modelo como privilegiado. Hamkins argumenta, portanto, que tedricas de conjuntos de-
veriam aceitar 0 que ele chama de concepgdo “multiversista” de teoria de conjuntos — uma
concepgao na qual nenhum modelo da teoria de conjuntos é privilegiado e o propésito da
teoria de conjuntos é simplesmente explorar as relagdes entre os diversos modelos.

Essa concepgao multiversista esta claramente relacionada a concepgao algébrica discu-
tida nas segdes 3.1-3.2. Além disso, ela satisfaz um dos desiderata chave que isolamos na
se¢do 3.2. Hamkins defende o multiverso como uma concepgao independentemente plau-
sivel de teoria de conjuntos e argumenta que a motivacao para aceita-lo vem de dentro da
pratica matematica. (Isto &, Hamkins ndo argumenta que, porque as extensdes via forcing
sa0 possiveis, nds estamos presas com uma relatividade da teoria de conjuntos; pelo con-
trario, ele argumenta que, porque as extensdes de forcing sdo naturais, deveriamos acatar
a relatividade da teoria de conjuntos). Nesse sentido, algo como o multiverso poderia muito
bem constituir o modo “correto” de se desenvolver uma concepgao algébrica.

Além disso, a concepgdo multiversista leva naturalmente a tipos de conclus@o com as
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quais Skolemitas tradicionais tenderiam a concordar. Seja a um conjunto em algum modelo
M (em que M habita em algum lugar do multiverso). Logo M possui uma extensao via for-
cing, M[G], em que a é apenas enumeravel. Isso fornece um verniz natural & afirmagéo
Skolemita que “todo conjunto é enumeravel de alguma perspectiva”. Semelhantemente, o
viés Skolemita em favor de enumerabilidade (veja segéo 3.2) pode ser explicado pelo fato
de que, se a é enumeravel em um modelo M, entdo ele permanece enumeravel em todas
as extensdes daquele modelo. Em contraste, conjuntos ndo-enumeraveis podem sempre
serem tornados enumeraveis ao passarmos para uma extensao via forcing apropriada. Para
mais sobre o multiverso, veja Hamkins 201147 e (Hamkins, 2012). Para mais criticas, veja
Koellner 2013 (em Outras referéncias da Internet*?).

3.4 0O Argumento Modelo-tedrico de Putnam

Recentemente, a versdo mais amplamente discutida do Paradoxo de Skolem veio (em
uma versdo) do chamado “argumento modelo-tedrico contra o realismo” de Hilary Putnam.
O objetivo geral de Putnam no argumento modelo-teérico € mostrar que a nossa linguagem é
semanticamente indeterminada — que nao ha nenhum fato a que se referem os termos e pre-
dicados da nossa linguagem. No caso da teoria de conjuntos, portanto, ele quer mostrar que
n&o ha um unico universo da teoria de conjuntos o qual nossos quantificadores percorram e
n&o ha uma unica relagéo a qual a palavra “pertencimento” se refira. Nos termos do préprio
Putnam, ndo ha um unico “modelo pretendido” para a linguagem da teoria de conjuntos.

Nas primeiras paginas de seu artigo de 1980, “Models and Reality”, Putnam argumenta
que ha ao menos um modelo pretendido para a linguagem da teoria de conjuntos que satisfaz

4TN. da T.: A referéncia utilizada pelo autor para esse artigo devolve a mesma entrada que (Hamkins, 2012). A
decisdo de manter a leitura é para se aproximar do original.

“N. da T.. Ainda que o artigo final tenha sido recentemente atualizado, a referéncia dada aqui leva a uma
pagina inexistente. Assim, mantive a linha de texto para manter a tradugdo, mas, infelizmente ndo ha uma
correspondéncia para essa referéncia.
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0 axioma da teoria de conjuntos V = L*°. Para demonstra-lo, Putnam comega por assumir
que ha apenas duas coisas que poderiam atuar fixando 0 modelo pretendido para a lingua-
gem da teoria de conjuntos. Primeira, ha o que Putnam chama “restri¢des teéricas”. Essas
incluem os axiomas padrao da teoria de conjuntos, assim como os principios e teorias de ou-
tros ramos da ciéncia. Segunda, ha “restrigdes operacionais”. Essas sdo apenas as diversas
observagdes empiricas e medi¢des que fazemos no curso da investigacao cientifica.

Dadas essas suposi¢des, Putnam argumenta que encontrar um modelo pretendido que
satisfaz V = L requer simplesmente encontrar um modelo de ZF+V = L que satisfaca as
restricdes tedricas e operacionais relevantes. Sua estratégia para encontrar esse modelos
se baseia no seguinte teorema:

Teorema 1 ZF mais V = L tem um w-modelo que contém qualquer conjunto enumeravel
de numeros reais dado.

Aqui, o fato de que este modelo satisfaz ZFC supostamente garante que ele satisfaz
todas as restri¢des tedricas que vem da propria teoria de conjuntos, enquanto a riqueza de
ZFC garante que o0 modelo também tem os recursos pra codificar nossas melhores teorias
cientificas (e assim satisfazer todas as restrices tedricas que vém das ciéncias naturais).
Finalmente, o fato de que esse modelo contém um conjunto arbitrério de nimeros reais
garante que ele pode codificar todas as diversas observagdes e medigcbes que constituem
a as nossas ‘restrigdes observacionais™®. Logo, se Putnam estiver correto ao pensar que

“Ngs provavelmente deveriamos dizer um pouco mais sobre o contexto local deste argumento. O objetivo de
Putnam nessa se¢&o de seu artigo € mostrar que a indeterminagéo de referéncia leva a uma indeterminagao no
valor de verdade para sentengas como V' = L, em suas palavras, essas sentengas “ndo possuem valor de
verdade determinado ... elas s&o apenas verdadeiras em alguns modelos pretendidos e falsas em outros”. Como
resultado, ndo “faz sentido” pensar que “ V' = L’ é de fato falsa, mesmo que ela seja consistente com a teoria
de conjuntos” (p.5). Agora, porque Putnam assume estar argumentando contra Gddel — quem pensava que havia
apenas um Unico “modelo pretendido” da teoria de conjuntos e que V' = L era falsa neste modelo —, Putnam
ndo sente a necessidade de argumentar a favor de um modelo pretendido que satisfaga V' + L (ele assume que
Godel lhe concedera a existéncia de tal modelo). Logo, Putnam pensa que se ele puder simplesmente encontrar
um modelo pretendido que satisfaga V' = L, ent&o ele terd concluido seu argumento; em suas palavras, ele
tera demonstrado que a famosa “ ‘relatividade das nogdes da teoria de conjuntos’ [de Skolem] estende-se para
o valor de verdade de V' = L’ " (p. 8). Para ler mais sobre a matematica desse exemplo — por exemplo,
definicdes de V' e de L — veja (Jech, 1978) e (Kunen, 1980).

%Para colocar todo o conteudo acima nos termos de Putnam, seja O P um conjunto de nimeros reais que
codifica todas as medi¢des que seres humanos fardo em toda sua existéncia. Entdo Putnam escreve:
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os modelos pretendidos da teoria de conjuntos sdo fixados somente pela estrutura formal
das nossas teorias cientificas — incluindo nossos axiomas explicitos da teoria de conjuntos
- e pelas medigdes fisicas que calhou de fazermos, entdo esse teorema gera um modelo
pretendido em que V = L é verdadeiro.

Essa verséo do argumento modelo-tedrico tem trés conexdes com o Paradoxo de Sko-
lem. Primeira, o proprio Putnam apresenta o argumento como um desenvolvimento natural
do paradoxo. No inicio de seu artigo, Putnam fornece um rapido rascunho do Paradoxo de
Skolem e entéo sugere que sua andlise de V = L surge ao se tomarem os argumentos de
Skolem e “estendé-los mais ou menos na dire¢do que ele [Skolem] pareceu indicar” (p.1).
Segunda, como evidenciada pelas passagens citadas na note de rodapé 44, as conclusdes
gerais de Putnam se adequam bem aos entendimentos Skolemitas mais recentes do Pa-
radoxo de Skolem — veja, por exemplo, sua conclusdo de que V = L ndo possui “valor de
verdade determinado” (p. 5) ou ainda que “ ‘a relatividade das nogdes da teoria de conjuntos’
[de Skolem] se estende a uma relatividade do valor de verdade de V = L” (p. 8). Finalmente,
€ mais importante, a demonstracédo do teorema de Putnam se baseia crucialmente nos teore-
mas de Léwenheim-Skolem. (Muito grosseiramente, Putnam inicia por aplicar a L o teorema
Descendente de Léwenheim-Skolem, a fim de provar que seu teorema ¢ verdadeiro em L;
ele entdo utiliza a nogdo de absoluto de Shoenfield para refletir o teorema de volta para V8').

O argumento de Putnam recebeu diversos tipos de criticas na literatura. No front técnico,
Bays argumenta que o uso de Putnam do teorema Descendente de Léwenheim-Skolem é ile-
gitimo, ja que sistemas padréo da teoria de conjuntos ndo nos permitem aplicar esse teorema
a uma classe prépria como L. De fato, ainda que deixassemos os detalhes da demonstra-
¢ao de Putnam de lado, consideracdes Gddelianas mostram que o teorema de Putnam néo
pode de modo algum ser demonstrado em ZFC (j& que o teorema implica a consisténcia de

Agora, suponha que formalizamos toda a linguagem da ciéncia dentro da teoria de conjuntos
ZF mais V' = L. Qualquer modelo de ZF que contenha um conjunto abstrato isomorfo a O P
pode ser estendido a um modelo para essa linguagem formalizada de ciéncia que é padrao com
respeito a O P; logo ...podemos encontrar um modelo para toda a linguagem da ciéncia que
satisfaz ‘tudo é construivel’ e que atribui o valor correto a todas magnitudes fisicas. (p. 7)

5S40 necessarios mais alguns detalhes aqui. Seja « a colegdo enumeréavel de niimeros reais. A demonstra-
¢ao de Putnam comega por observar que, no caso especial em que permitimos que nossos w-modelos sejam
enumeraveis, podemos codificar tanto 0 modelo e x por reais Gnicos. Nesse caso, portanto, o teorema pode
ser formulado como uma sentenga I1,, da forma: (Para todo real s)(existe um real M) tal que (... M, s ...).
Deste ponto, Putnam argumenta conforme se segue:
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ZFC). E claro, se Putnam desejar utilizar um teoria de fundo mais forte para demonstrar seu
teorema — por exemplo, ZFC+“existe um cardinal inacessivel” — entdo ele pode evitar esses
tipos de criticas. Nesse caso, porém, ndo fica claro por que ainda deveriamos considerar
que o modelo que resulta do teorema de Putnam satisfaz nossas restricdes tedricas. Afi-
nal, qualquer pessoa que aceite os novos axiomas utilizados na demonstragéo revisada de
Putnam teré restrigdes tedricas que véo de algum modo para além de ZFC+V = L - por
exemplo, suas restri¢des tedricas podem muito bem incluir o axioma “ha um cardinal inaces-
sivel”. Veja Bays (2001) para a formulag&o original de Bays dessa objecgao; veja Velleman
(1998) e Gaifman (2004) para algumas formulagdes alternativas; veja Bellotti (2005) e Bays
(2007b) para uma discussao critica; e veja capitulo 3 esp. § 3.3.3) de (Hafner, 2005) para
discussé@o de uma consideracdo semelhante sobre o uso da transitividade por Putnam.
Button (2011) argumenta que, ainda que esse tipo de critica técnica se posicione con-
tra a verséo do argumento de Putnam que explicitamente invoca o teorema Descendente de
Lowenheim-Skolem, ha formulagdes alternativas dele que podem evitar essa critica. Em par-
ticular, Button observa que mesmo teorias muito fracas podem demonstrar teoremas como:
“se ZFC é consistente entdo ZFC tem um modelo enumeravel’. Como qualquer proponente
de ZFC deve aceitar que ZFC é consistente, essas teorias fracas séo suficientes para se
obter diversas variagbes do argumento de Putnam. Veja (Button, 2011) para desenvolvi-

Considere esta sentenca no modelo interno V' = L. Para todo s no modelo interno - isto &,
para todo s em L - existe um modelo - a saber, o proprio L — que satisfaz ‘V' = L’ e contém
s. Pelo teorema Descendente de Lodwenheim-Skolem, existe um modelo enumeravel que é
elementarmente equivalente a L e contém s. (Estritamente falando, néo precisamos aqui
apenas do teorema Descendente de Léwenheim-Skolem, mas da construgdo do ‘Invélucro
de Skolem’ que é utilizada para se demonstrar o teorema). Pelo trabalho de Godel, esse
submodelo enumeravel esta ele proprio em L, assim como, fato facilmente verificavel, também
estdo os reais que o codificam. Logo, a sentenga I1, acima é verdadeira no modelo interno
V =1L

Mas Shoenfield demonstrou que sentengas IT,, s@o absolutas: se uma sentenga I1,, é verda-
deira em L, ela deve ser verdadeira em V. Entdo a sentengas acima é verdadeira em V. (p.
6)

Para discussdes mais detalhadas do lado matematico deste argumento, veja Bays (2001); Bellotti (2005); Bays
(2007b); e Hafner (2005). Veja Jech (1978) e Kunen (1980) para o pano de fundo relevante em teoria de conjuntos
(por exemplo, sobre L e nogao de absoluto de Shoenfield).
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mento dessa consideracdo. Veja (Bellotti, 2005) e (Bays, 2007a) para a discuss&o de uma
consideracdo mais ou menos semelhante.

Permanecendo na linha técnica, diversas autoras observaram a tensdo no modo como o
argumento de Putnam lida com a nog&o de finitude. Por um lado, Putnam precisa usar essa
nogao para caracterizar seu modelo como um w-modelo e (até mesmo) para dar sentido
as definigdes formais de uma linguagem de primeira-ordem e da relagéo de satisfagéo de
primeira-ordem®2. Por outro lado, Putnam ndo pode permitir que opositoras a seu argumento
utilizem essa nogdo para especificar o que elas pensam fazer um modelo pretendido. Se
suas oponentes pudessem usar essa nogao, entdo elas poderiam definir a nogdo de um
modelo sendo “bem-fundado” e isto seria suficiente para descartar os modelos gerados pelo
teorema de Putnam. Nesse sentido, portanto, o argumento de Putnam parece se basear
numa assimetria sem motivagao entre os tipos de maquinarios técnicos que ele mesmo utiliza
e os tipos de maquinarios que ele expde a criticas. Veja (Bays, 2001) e (Bellotti, 2005)
para desenvolvimentos dessa consideragéo; veja se¢do 3.4 de (Hafner, 2005) para algumas
reflexdes criticas.

De um lado mais puramente filoséfico, muitas autoras criticaram a suposigéo de Putnam
de que apenas satisfazer uma formalizagdo em primeira-ordem de nossas restri¢des tedricas
¢ suficiente para que um modelo seja “pretendido”. Entéo, por exemplo, Hacking argumentou
que deveriamos realmente estar comprometidos com uma formulagao de teoria de conjuntos
de segunda-ordem e que o teorema-chave de Putnam n&o se aplica para tais formulagdes
(Hacking, 1983). Outras argumentaram que 0 modelo pretendido para a teoria de conjuntos
necessita ser transitivo e que, mais uma vez, nao ha razdes para crer que 0 modelo produzido
pelo teorema de Putnam seja transitivo (Bays, 2001). Finalmente, como mencionado no
paragrafo anterior, muitas autoras sugeriram que um modelo pretendido para a teoria de
conjuntos deveria ao menos ser bem-fundado, mas néo ha razdes para crer que 0 modelo
de Putnam seja bem-fundado (Bellotti, 2005).

52 Aqui, um w-modelo é apenas um modelo que captura corretamente os niimeros naturas — isto €, um modelo
em que 0s “numeros naturais” do modelo s&o isomorfos aos numeros reais de fato. Putnam necessita da nogéo
de finitude para capturar linguagens de primeira-ordem, porque as sentencas de uma linguagem de primeira-
ordem pode ser de comprimento arbitrario finito, mas ndo podem ser infinitas. Além disso, o fato que ZFC
utiliza esquemas de axiomas para capturar Substituicdo e Separagéo significa que realmente precisamos da
generalidade aqui — esses esquemas ndo podem sequer ser formulados sem que utilizemos a nogao de férmula
arbitraria. Uma consideragdo semelhante se aplica ao modo como a definigdo de satisfagéo de primeira-ordem
faz uso de recurséo.
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A resposta de Putnam para esse tipo de obje¢&o é interessante. Muito grosseiramente,
Putnam sugere que quaisquer condi¢des impostas sobre modelos pretendidos as quais ou-
tras filésofas podem vir a propor — por exemplo, aquelas mencionadas no paragrafo anterior
- deveriam elas mesmas serem formalizadas em termos de primeira-ordem e tratadas como
novas restricdes tedricas. Quando essas novas restricoes tedricas sdo colocadas de volta
no argumento de Putnam, ele ir& gerar mais uma vez um modelo que “satisfaz” essas restri-
¢Oes. Assim, ao simplesmente adotar uma leitura particularmente flexivel da frase “restricdes
tedricas”, Putnam garante que quase todas as condigdes impostas sobre modelos pretendi-
dos podem simplesmente ser trazidas de volta para seu argumento original (Putnam, 1980,
1983, vii-xii)*.

Este argumento — geralmente chamado de “apenas mais teoria” — recebeu uma atengao
enorme na literatura. A resposta mais comum a ele envolve tragar uma distingao entre des-
crever as propriedades de um modelo que o fazem um modelo pretendido e simplesmente
adicionar novas sentengas para que um modelo as satisfaga. Dito de outro modo, envolve
distinguir entre mudar a semantica na qual nossos axiomas séo interpretados — por exemplo,
restringindo a classe de estruturas que contam como modelos para a nossa linguagem e/ou
fortalecendo a nogéo de satisfagdo que liga sentencas a modelos — e simplesmente adicionar
novos axiomas para serem interpretados utilizando a mesma semantica antiga. A resposta
entdo passa a argumentar que propostas como aquelas discutidas ha dois paragrafos — por
exemplo, que modelos pretendidos deveriam ser transitivos ou bem-fundados ou satisfa-
zerem ZFC de segunda-ordem — deveriam ser entendidos como pertencentes a parte das
descrigbes nessa distingao, ao invés de pertencer a parte da “adi¢éo de sentengas” (ainda
que seja nesta onde o argumento “apenas mais teoria” de Putnam insiste resolutamente em
coloca-las).

Putnam, por sua vez, argumentou que esse tipo de resposta comete petigéo de principio
contra seu argumento geral. O argumento de Putnam, afinal, se ocupa da questdo se nossa
linguagem matematica tem algum significado determinado e a resposta que estamos consi-

%3ss0 reflete a leitura padréo do argumento de Putnam na literatura (Devitt (1984), capitulo 11; Lewis (1984);
and (1991); Cleve (1992); e Crispin Wright (1997)). Recentemente, no entanto, varias comentadoras desafia-
ram essa interpretagdo. Elas argumentam que a conversa de Putnam sobre “apenas mais teoria” meramente
deveria destacar a inadequagao tedrica de diversas teorias de referéncia particulares; ndo deveria providenciar
um argumento geral do tipo rascunhado acima (Anderson, 1993; Douven, 1999; Haukioja, 2001). Veja (Garcia-
Carpintero, 1996) e (Bays, 2008) (§2) para algumas reflexdes criticas nessas interpretagdes revisionistas do
argumento de Putnam.
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derando parece assumir simplesmente que tem esse tal significado quando a resposta usa
frases como “transitivo”, “bem-fundado” ou “conjunto poténcia completo de M” para descre-
ver sua no¢do de “modelo pretendido”. Em suma: enquanto a determinagéo da linguagem
matematica for um problema, seré uma peticao de principio a questao para se fazer uso livre
dessa linguagem para descrever o modelo pretendido da teoria de conjuntos. Ao menos, de
qualquer forma, Putnam tenta argumentar.

Como indicado acima, esse aspecto do argumento de Putnam gerou uma enorme litera-
tura. Veja (Devitt, 1984), capitulo 11; (Lewis, 1984; and, 1991; Cleve, 1992; e Crispin Wright,
1997; Chambers, 2000; Bays, 2001, 2008) para algumas criticas representativas do argu-
mento de Putnam. Veja (Putnam, 1983), vii-xii e (Putnam, 1989) para a resposta de Putnam.
Veja (Anderson, 1993; Douven, 1999; Haukioja, 2001; Kroon, 2001) para algumas defesas
recentes desse aspecto do argumento de Putnam.

4. Conclusao

Fechamos essa entrada com uma breve retomada dos dois caminhos principais que
tentamos enfatizar. Primeiro, de um ponto de vista puramente matematico, ndo ha conflitos
entre o teorema de Cantor e os Teoremas de Léwenheim-Skolem. Ha uma solugéo técnica ao
Paradoxo de Skolem que explica porque os teoremas de Léwenheim-Skolem néo apresen-
tam problemas tanto para formas ingénuas do realismo em teoria de conjuntos, quanto para
diversas formas de teoria de conjuntos axiomatizadas. Logo, ndo ha chances de se utilizar
apenas os teoremas de Léwenheim-Skolem para gerar conclusdes Skolemitas substanciais.
E claro, ha ainda algumas questes técnicas interessantes que circundam o Paradoxo de
Skolem. Por exemplo, podemos olhar como o paradoxo atua no contexto de modelos parti-
culares de primeira-ordem; podemos examinar o grau com que diversos tipos de légicas que
nao sdo de primeira-ordem sdo suscetiveis ao paradoxo; e podemos tentar isolar precisa-
mente as propriedades da ldgica de primeira-ordem que permitem que o paradoxo se aplique
a ela. Cada um desses topicos claramente se relaciona ao Paradoxo de Skolem e cada um
deles levanta questdes sobre a relagao entre teoria de modelos e teoria de conjuntos que
valem a pena serem exploradas. Quando considerado isoladamente, o Paradoxo de Skolem
néo oferece ameacas a teoria de conjuntos classica.

Segundo, se chegarmos ao Paradoxo de Skolem com duvidas prévias sobre a teoria de
conjuntos classica — por exemplo, os tipos de dividas que existem por trés de algumas das
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reconstrugdes mais sofisticadas do argumento original de Skolem, os tipos de dividas que
existem por tras das versdes mais plausiveis do passo 1 no argumento Skolemita ou ainda
os tipos de duvidas sobre a determinacdo da semantica que existe por tras do argumento
modelo-tedrico de Putnam — ent&o é bem possivel que guiemos a discusséo do Paradoxo
de Skolem em diregao a algum tipo de concluséo filoséfica interessante. Claramente ainda
haverdo desafios aqui: precisamos da conta do status das teorias de fundo nas quais de-
monstramos os teoremas de Léwenheim-Skolem, explicar o significado especial das axio-
matizacOes da teoria de conjuntos em primeira-ordem, e talvez precisamos explicar como
podemos identificar elementos olhando para diferentes modelos da teoria de conjuntos. A
principio, porém, esses tipos de usos sofisticados do Paradoxo de Skolem ndo s&o evitados
pela solugdo técnica ao paradoxo mencionada no paragrafo anterior. Se colocarmos filoso-
fia suficiente na nossa analise do Paradoxo de Skolem, entdo deveriamos esperar obter ao
menos um pouco de filosofia.
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