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movimentos quantitativos da natureza, a mao unica numérica, a mao dupla, direcdo das quantidades,
nocao de reta e a ideia de posi¢do, sdo nexos conceituais constitutivos de sua organizagao e, portanto,
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apontamentos sobre indicios de como matematicos usavam um conjunto de regras para operar com
essas quantidades.
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intencional, de modo com que os alunos consigam se apropriar dos nexos conceituais que
envolvem esse conceito, como as dificuldades que os alunos enfrentam no processo de
aprendizagem. Nesse contexto, muitas vezes, os estudantes, ndo conseguem compreender o
significado das quantidades negativas, reconhecer a existéncia de numeros em dois sentidos
na reta numeérica, a partir do zero, bem como entender a logica desses niumeros.

A partir do reconhecimento desses possiveis problemas que os alunos podem vir a se
deparar no processo de educacdo escolar, comegamos a refletir se estes ndo estariam
ocorrendo pela énfase que normalmente ¢ dada as regras de sinais e a ndo compreensdo dos
nexos conceituais que envolvem esse conteudo. Nessa direcdo, esse artigo tem como objetivo
apresentar uma discussdo sobre o0 movimento de constitui¢cdo dos conceitos que envolvem os niimeros
inteiros, a partir do que nos apontam livros de histéria da matemadtica. Inicialmente
apresentamos, os pressupostos tedricos que norteiam esse estudo e a metodologia utilizada.
Posteriormente trazemos uma sistematiza¢do de nexos conceituais importantes e delineadores
da constituicdo do conceito de numero inteiro, finalizando com algumas considerag¢des sobre

o estudo.

Alguns pressupostos orientadores

Amparadas na Teoria Histdorico-Cultural, pautada nos estudos de Vigotski (2007),
entendemos que o homem se difere dos animais porque ¢ um ser de natureza social, que se
desenvolve em sociedade, e esse desenvolvimento ¢ resultado da cultura em que ele estd
inserido. Mas também compartilha da mesma natureza biologica dos animais, aquela que
carrega caracteristicas da espécie, as quais ndo sdo construidas por ele.

O ser humano ¢ produto dessas duas naturezas e, de acordo com Leontiev (1978, p.
262), “diferentemente do desenvolvimento dos animais, estava e estd submetido ndo as leis
biologicas, mas a leis socio-historicas”. Entdo, quando estas passam a agir sobre a natureza,
realizando mudangas intencionais, marca o inicio de um processo de desenvolvimento, de
humanizagdo, ou seja, marca a passagem a vida em sociedade, a qual esta organizada com
base no trabalho. E pelo trabalho, que o homem se desenvolve e se humaniza, pois ele permite
a supera¢do da natureza biologica em dire¢do a uma natureza adquirida, a qual o ser humano
atua sobre ela e a modifica — natureza cultural.

Fazendo relagdo com a tematica desse artigo, ao se deparar, por exemplo, com

problemas que envolvem quantidades negativas que surgem em sua vida em sociedade, o
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homem sente a necessidade de buscar modos de resolvé-los. Para isso, historicamente foi
estabelecendo relagdes com outros individuos, levando a produgdes coletivas relativas ao
desenvolvimento dos nexos conceituais que estruturam o que hoje conhecemos como

conjunto dos nlimeros inteiros.

A organizacio da pesquisa

A partir do referencial tedrico, brevemente apresentado anteriormente, analisamos o
que os livros de historia da matematica trazem sobre o movimento de constitui¢do dos
conceitos que envolvem os numeros inteiros. Para isso, nos aproximaremos do seu
movimento 16gico-historico buscando trazer reflexdes relativas aos modos de sistematizagao

organizados no contexto escolar.

Trata-se, assim, de investigar a relagdo entre o movimento l6gico-histérico do
conceito (explicitando a dimensao tedrica da pratica social que pdde ser objetiva nas
diferentes esferas da vida) e os modos de agdo possiveis e necessarios para a
apropriagdo de tais conceitos por cada sujeito singular. Essas relacdes essenciais da
atividade pedagogica expressam-se e realizam-se com base na unidade entre a
atividade de ensino e a atividade de estudo. (ARAUJO E MORAES, 2017, p. 54)

Ao partirmos do pressuposto de que para que os seres humanos consigam desenvolver
suas maximas capacidades torna-se fundamental a apropriacdo de conhecimentos teoricos,
defendemos a relevancia de estudar o movimento 16gico-historico dos conceitos, ou seja, todo
percurso que a humanidade fez para desenvolvé-los, bem como os modos de a¢do que as
novas geracdes vao elaborando para conseguir se apropriar deles. Por isso, no préoximo item

do artigo, sintetizaremos esse movimento, derivado de nossa investigagado teorica.

Movimento de constituicao historica dos nimeros inteiros

Ao pensarmos nos nexos conceituais relativos aos niimeros inteiros, que sao 0s
elementos essenciais no processo de constituigdo do conceito de numeros inteiros,
buscaremos compreender a necessidade historica que levou o homem a crid-los. Nos
enganamos quando pensarmos que tudo ocorreu de forma cronoldgica, que primeiro surgem
os nimeros naturais e depois os numeros negativos. O que podemos afirmar é que com a
formaliza¢do do conjunto dos numeros naturais, ficou mais facil conceber que os numeros

negativos sao seus simétricos, em relagao ao zero.
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Hé muitos anos, os povos primitivos pensavam apenas em mdo unica, sem oposi¢ao.
Aqui eles dependiam da natureza e “ao invés de dominar os diversos movimentos
quantitativos, eram por eles dominados” (LIMA E MOISES, 1998, p. 7). Surge a ideia que o
universo ¢ harmonico, “que tudo existe sem oposi¢do, sem contrario, numa mao unica” (p. 7).
Heraclito descobriu, segundo Lima e Moisés (1998, p. 10), que o principio universal da
natureza ¢ a fluéncia, “a compreensdo de que o mundo estd em permanente evolugdo, que
todas as coisas, a todo momento, se transformam, tudo flui, tudo devem, que tudo pode e deve
ser compreendido como movimento™.

A ideia de que tudo flui e se transforma, faz com que o homem vé conhecendo melhor
os movimentos quantitativos e descubra que nesses existem contrarios, e “¢ a luta entre os
contrarios que determina a existéncia do movimento” (LIMA E MOISES, 1998, p. 11). Entao,
como nos colocam os autores, para Heraclito, universo harmdnico ¢ a ideia de que tudo existe
em mao dupla, como luta dos contrérios.

A civilizacdo Chinesa, foi uma das primeiras, que teve como necessidade adotar a
harmonia da luta dos contrarios, para lidar com o fendmeno climético das mongdes, que
consiste na alternancia entre fortes chuvas e longas secas durante diferentes periodos do ano.
Com a finalidade de obter uma harmonia universal, os chineses tinham uma visdo de mundo
denominada Taoismo, criada por Lao Tsé no século IV a.C., a qual centra-se no principio dos
contrarios yang e yin, em todos os aspectos da vida. Para representar esses contrarios, eles
utilizavam um circulo, divido em duas partes, em que o yang ¢ representado pelo branco, ¢ o
principio da luz, e o yin pelo preto, ¢ a escuriddo, “constituem os contrarios que compdem a
harmonia e o equilibrio da totalidade” (LIMA E MOISES, 1998, p. 15).

Assim como a civilizag@o chinesa foi uma das primeiras a adotar a harmonia da luta
dos contrarios, também foi a primeira a escrever os contrarios. Para isso, utilizavam um
sistema de numerais em barras, que consistia em duas colegdes, sendo uma vermelha para
representar 0s acréscimos, coeficientes positivos e uma preta para os seus contrarios,
negativos.

Ja na India antiga, encontramos alguns registros que evidenciam as contribui¢des de
Brahmagupta, que viveu em 628 d.C. Diferentemente dos chineses que nio acreditavam que
um numero negativo poderia ser solu¢do de uma equagdo, Brahmagupta encontrou solugdes

gerais de equacdes quadraticas, mesmo quando uma delas ¢ negativa.
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Os arabes rejeitavam as raizes negativas e grandezas negativas, no entanto, eles faziam
uso de regras semelhantes ao que hoje conhecemos como regra de sinais. J4 os gregos
conheciam as grandezas negativas através dos seus teoremas geométricos. Segundo, Boyer e
Merzbach (2015) foram os hindus que as converteram em regras numéricas sobre numeros
negativos e positivos.

A partir do século X, com a crise do feudalismo e o aumento da populag¢dao na Europa,
ndo havia alimento para todos e o povo comecou a se mudar para as cidades. A produgdo nao
¢ mais somente para seu sustento, mas sim, para troca de mercado, ocorrendo a passagem da
economia de subsisténcia para a economia mercantil.

Possivelmente o comerciante inicialmente registra esse movimento através de
palavras, no entanto, com o aumento dos seus clientes e consequentemente de suas vendas,
esse método torna-se ineficiente, e ele precisa encontrar uma maneira mais rapida de fazer
esse registro. Dessa forma, como Lima e Moisés (1998, p. 28) destacam, ao movimentar
dinheiro e estoques de producgdo, o homem passa a lidar, com a mao dupla. Assim, quanto
mais os seres humanos atuam nos movimentos quantitativos da natureza e se desenvolvem,
mais eles percebem as limitagoes de utilizar a mdo unica numérica e mais aumenta a
necessidade de criacdo do nimero com mdo dupla.

Além disso, este também foi um periodo de grandes descobertas matematicas e as
primeiras viagens maritimas ao redor do mundo. Comecam a surgir 0s primeiros sinais para
representar as operagdes matematicas, com os comerciantes italianos e ingleses. Até esse
momento os numeros indicavam apenas quantidades de objetos em uma cole¢do, mas agora
com 0s numeros com sinais, eles passaram a indicar também a direcdo dessa quantidade, ou
seja, se hd excesso representamos com o sinal de mais (+) e se ha falta com o sinal de menos
(=)

Ainda no renascimento, em 1489, Johann Widman publicou um livro de aritmética
comercial. Este ¢ considerado o mais antigo livro em que os sinais de + e - aparecem
impressos, os quais eram “usados inicialmente para indicar excesso e deficiéncia em medidas
em armazéns, mais tarde tornaram-se simbolos para as operagdes aritméticas familiares”.
(BOYER e MERZBACH, 2015, p. 199).

Até entdo, muitas vezes quando um individuo, ao resolver alguma situaciao problema,
chegasse em um nimero negativo, ele a deixava de lado, chamando esse resultado de um

numero absurdo ou ficticio. Nao que isso ndo tenha acontecido apos a época do renascimento,
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mas aqui temos um marco historico para a aceitagdo desses numeros e para que eles fossem
melhores vistos, ja que estavam sendo muito utilizados no comércio. Na Europa Ocidental, os
matematicos passam a representar os nimeros com sinais por pontos em uma reta, a direita do
zero ficava os nimeros com sinais positivos e a esquerda os nimeros com sinais negativos

Na metade do século X VI, surgiram alguns livros alemaes de dlgebra, dentre os quais
pode ser destacado o Arithmetica Integra (1544) de Michael Stifel, a qual trouxe como

contribui¢cdo mais importante para a época o

tratamento dos numeros negativos, radicais e potencias. Usando coeficientes
negativos em equagdes, Stifel pode reduzir a multiplicidade de casos de equagdes
quadraticas ao que aparecia como uma Unica forma; mas teve explicar, por uma
regra especial, quando usar + e quando -. (BOYER e MERZBACH, 2015, p. 199).

Aqui ndo temos como saber qual regra especial foi essa, se era ou ndo baseada nas que
os Hindus j& conheciam. Mas, assim como os Chineses, Stifel se recusou a admitir que uma
equacdo poderia ter raizes com numeros negativos, apesar de ser um dos muitos autores
alemaes que difundiu os simbolos de + ¢ — e que conhecia muito bem as propriedades dos
nimeros negativos, os quais chamavam de numeri absurdi.

Na sua obra Ars magna, de Geréonimo Cardano, avancou em relacdo a Stifel, que so6
trazia em seu livro as equagdes quadraticas. Geronimo apresentou ndo s6 a resolucdo de
equacdes cubicas, como qudarticas. No entanto, os numeros negativos causaram certa
dificuldade para ele, “porque ndo sdo aproximaveis por numeros positivos, mas a nocao de
sentido sobre uma reta tornou-os plausiveis” (BOYER, 1996, p. 197). Ai vem a nog¢do de reta
para auxiliar nessa questdo, entdo ele usou os niimeros negativos, mas os chamou de numeri
ficti.

Uma curiosidade interessante, que este mesmo autor citado traz, ¢ que se um algebrista
desejava negar a existéncia dos nimeros negativos, eles diziam, assim como os gregos antigos
faziam, que as equagdes x> = 2 e x + 2 = 0, ndo sdo resoluveis. Aqui podemos perceber que
como 0s povos antigos ndo conheciam os nimeros negativos ou até conheciam, mas achavam
dificil compreendé-los, muitas vezes sua existéncia foi negada ao longo da historia e os
problemas que deles dependiam, acabavam ficando sem resolugao.

Thomas Harriot, foi um importante matematico na Inglaterra, porém, s6 teve seus
estudos publicados 10 anos apds sua morte, em 1621. A ele atribui-se a descoberta de duas

notacdes: > maior que € < menor que, as quais foram utilizadas para substituir as palavras
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menor € maior, quando quisessem comparar dois niimeros positivos e negativos. Ainda,
segundo Guelli (2000, p. 14), nesse momento da histdria “observe também que qualquer
nimero da reta dos niimeros — positivo, negativo ou zero — € maior que qualquer outro
colocado a sua esquerda e menor que qualquer outro a sua direita”. Harriot, utilizou a ideia do
matematico inglés Robert Record, de desenhar duas retas paralelas para indicar quantidades
iguais, com uma pequena modifica¢do, diminuiu um pouco esse sinal, utilizando “=" (igual) e
passou a usa-los nas equacdes de Victe no lugar de “¢ igual a”.

O matematico Descartes, em sua ultima obra da trilogia La géométrie, resolve muitas
questdes que geravam duvidas no passado por parte de outras civilizagdes, ou somente de

matematicos, e provavelmente tenha iniciado essas obras em 1628.

Diz como descobrir raizes racionais, se existem, como abaixar o grau da equagdo
quando se conhece uma raiz, como aumentar ou diminuir as raizes de uma equagao
de qualquer quantidade, ou multiplica-las ou dividi-las por um nimero, como
eliminar o segundo termo, como determinar o numero de possiveis raizes
“verdadeiras ou “falsas” (isto €, positivas e negativas) pela bem conhecida “regra
dos sinais de Descartes” e como achar a solucao algébrica de equagdes cubicas ou
quarticas. (BOYER, 1996, p. 237).

Com isso percebemos que as equagdes consideradas por muitos povos € matematicos
como ndo resoluveis por conta de apresentarem solugdes ndo possiveis com numeros naturais,
mas sim, com nimeros negativos, recebem notoriedade nessa obra. Provavelmente, essas
descobertas feitas por Descartes, partiram de outros avancos que outros matematicos ja
tinham feito, dos quais ele se apropriou e foi para além, trazendo novas descobertas e
solugdes para problemas antes ignorados. Moura (s.d., p.7), traz fundamentos para essa

afirmagao.

Consideramos que o desenvolvimento da necessidade do conhecimento matematico
estd ligado a capacidade do sujeito relacionar-se com o conhecimento
reflexivamente. E isto é o mesmo que adquirir a capacidade de olhar para o que ja
foi produzido de forma indagadora em busca de otimizar o que ja parece bom.
(MOURA, s.d., p. 7).

Todo esse processo que perpassam tanto aqueles que se dedicam ao estudo da
matematica quanto os que lidam com seus problemas cotidianos, para tentar atender suas
necessidades imediatas, faz parte de um movimento de produc¢do de conhecimento a partir do

que ja foi produzido e vivenciado por geragdes anteriores, dividas, frustracdo e também pela
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generalizacdo de novas solugdes para um mesmo problema. Por isso, a necessidade de se
relacionar reflexivamente com a consolidagdo e sintese historica dos numeros inteiros, pois
tudo pode ser aperfei¢oado, inclusive as solugdes de problemas.

Além desses avangos, que vao desde os movimentos quantitativos da natureza, a mao
unica numérica, a mao dupla, a direcdo das quantidades e a nogdo de reta, foi possivel
observar na Inglaterra a aceitacdo das grandezas negativas. Newton em 1707, publicou um
livto com suas Ligoes sobre Arithmetica Universalis, em que considerou as grandezas
negativas como conceitos legitimos da matematica.

Nao muito distante dessa época, no século XVIII, mais precisamente no ano de 1750,
segundo Roque (2012) difundiu-se na Franca um intenso debate que chegou até a Inglaterra,
sobre as quantidades negativas. Para Fontenelle as quantidades negativas ndo poderiam ser
entendidas somente como subtratativas, ou seja, aquelas que devem ser retiradas de outras,
mas sim em dois aspectos: um quantitativo, o qual era admitido com maior frequéncia, e outro
qualitativo, relacionado a ideia de oposi¢do. Clairaut assim como Fontenelle, admitiu
solugdes negativas para equacdes. J4 d’Alembert, criticou em Encyclopédie, os numeros
negativos de maneira bem equivocada, ele aceitava a regra dos sinais nas operagdes, mas
considerava incorreta a ideia de quantidades negativas menores que zero.

No século XIX, houve muitas discussdes na Franca, frente as ideias de d’Alembert
sobre os numeros negativos. Com isso, temos uma grande proliferacdo dos métodos
algébricos e consequentemente a expansao das operagdes. Também temos a figura de outro
matematico, Euler, que defendia que todas as grandezas podiam ser expressas por nimeros €

operacoes.

Para Euler, o modo de se obter os nlimeros negativos era similar ao modo de se
obter os positivos. No caso destes, somamos continuamente a unidade para obter os
numeros naturais (assim denominados por ele): 0, +1, +2, ... . Se, ao invés de
continuar esse processo com adigdes sucessivas continudssemos na direcdo oposta,
subtraindo unidades, obteriamos a série dos numeros negativos: 0, -1, -2, ... Esses
numeros fossem positivos ou negativos, deveriam, segundo ele, ser chamados de
“mimeros inteiros”. (ROQUE, 2012, p. 442)

Vemos uma primeira defini¢do para o conjunto dos niimeros inteiros, tal como temos
hoje. No entanto, toda sua influéncia com relagdo aos nimeros negativos, ndo teve grande
repercussao na Franca. A partir dessas descobertas, muitas pessoas passaram a publicar

trabalhos sobre a representa¢do geométrica dos nlimeros negativos.
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Ainda segundo Roque (2012, p. 443), o padre Adrien-Quentin Buée

[..] usava a distingdo entre os aspectos quantitativos e qualitativos dos nimeros
negativos proposta por Fontenelle, esclarecendo que os sinais de mais e de menos
tem dois significados distintos que € preciso interpretar. O primeiro designa uma
operacdo aritmética que, quando aplicada a um segmento de reta, define seu
comprimento; ja o segundo pode ser visto como uma operagdo geométrica que
remete a ideia de diregdo.

Percebemos que ele levou em consideragdo as contribui¢des de Fontenelle e trouxe
outras, como a ideia de dire¢do. Além desse, temos Jean-Robert Argand que publicou em
1813 um artigo denominado Ensaio sobre uma maneira de representar as quantidades
imaginarias nas construgoes geométricas, no qual “ele comeca por tratar das quantidades
negativas, afirmando que estas ndo podiam ser rejeitadas, sob o risco de se ter de questionar
diversos resultados algébricos importantes” (ROQUE, 2012, p. 443). Temos aqui uma
interessante contribui¢do, pois se ignorarmos os nimeros negativos, ndo seria possivel chegar
a muitas solugdes de problemas matematicos.

Muitas foram as dificuldades, conflitos, avangos e retrocessos quando pensamos no
conceito de numeros inteiros. O espago deste artigo ndo nos permite apresentar todas,
contudo, a partir do que trouxemos ¢ possivel identificar que existe um movimento histérico
importante a ser levado em consideragdo, em especial, quando pensamos no processo de

ensino e aprendizagem.

Algumas consideracoes

Ao fazermos uma reflexdo sobre o movimento de constituicdo dos conceitos que
envolvem os nimeros inteiros, fomos percebendo as mudancgas ocorridas ao longo da historia
da matematica, desde as antigas civilizacdes até as mais atuais. Processo este, que foi bastante
longo e que desencadeou muitas discussoes, talvez seja por isso que até hoje operar com esses
nimeros seja um desafio, tanto para o professor que organiza o ensino, como para o aluno que
estd em processo de aprendizagem.

Pensando no processo de ensino e aprendizagem e na importancia da sistematizacao
dos nexos conceituais relacionados a numeros inteiros em sua totalidade, destacamos alguns
pontos que consideramos importantes ao longo desse artigo, que foram: os movimentos
quantitativos da natureza, a mao Unica numérica, a mao dupla, dire¢do das quantidades, nog¢ao

de reta e a ideia de posicdo. Além disso, temos também alguns indicios que para operar com
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esses numeros, 0s matematicos usavam um conjunto de regras, as quais podemos dizer que
eram a sintese de longos processos de estudo e comprovagdes. Resta-nos, a partir deste
estudo, pensar em como possibilitar aos estudantes da escola de hoje situacdes que os
coloquem no movimento de apropriacdo dos numeros inteiros, levando em consideragdo o
movimento histérico de sua constituicdo, na perspectiva de que isto lhes oportunize sua

aprendizagem.
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