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RESUMO

KURZ, Gustavo Braz. Equacdo do Transporte em Sistema de Aguas Rasas .
Orientador: Régis Sperotto de Quadros. 2024. 88 f. Dissertagdo (Mestrado em
Modelagem Matematica) — Instituto de Fisica e Matematica, Universidade Federal de
Pelotas, Pelotas, 2024.

Esta dissertacdo tem como objetivo a implementacdo de um método para resol-
ver a equacgao de transporte em sistemas de dguas rasas por meio de um programa
de simulacdo de escoamentos. O método escolhido é a discretizacdo de elementos
finitos usando o método de Galerkin. Mais especificamente, um codigo é desenvolvido
para simular o escoamento, utilizando o método das linhas ou direcdes caracteristicas
(CBS - Characteristic-Based Split). A discretizacdo espacial é realizada com
elementos finitos triangulares lineares. A dissertacdo também inclui uma série de
estudos para validar a metodologia, abrangendo problemas bem estabelecidos na
literatura sobre escoamento de aguas rasas. Além disso, sdo conduzidas investiga-
cbes adicionais para estudar a dispersado de poluentes no corpo de agua, incluindo
cenarios de maior complexidade.

Palavras-chave: Elementos finitos. Linhas caracteristicas. Aguas rasas. Disperséo de
poluentes.



ABSTRACT

KURZ, Gustavo Braz. Transport Equation in Shallow Water System. Advisor: Régis
Sperotto de Quadros. 2024. 88 f. Dissertation (Masters in Mathematical modeling) —
Institute of Physics and Mathematics, Federal University of Pelotas, Pelotas, 2024.

This dissertation aims to implement a method for solving the transport equation
in shallow water systems using a flow simulation program. The chosen method
involves finite element discretization using the Galerkin method. More specifically, a
code is developed to simulate the flow, employing the method of characteristic-based
split (CBS). Spatial discretization is performed using linear triangular finite elements.
The dissertation also includes a series of studies to validate the methodology, covering
well-established problems in the literature on shallow water flow. Additionally, addi-
tional investigations are conducted to study the dispersion of pollutants in the body of
water, including scenarios of greater complexity.

Keywords: Finite element. Characteristic-Based Split . shallow water. pollutant disper-
sion.
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1 INTRODUCAO

Devido ao impacto das mudancgas climaticas ao longo deste século, a elevacao
do nivel do mar e as tempestades estdo cada vez mais ameacando areas urbanas
costeiras (CORE WRITING TEAM, H. LEE AND J. ROMERO (EDS.), 2023). As re-
gides urbanas proximas ao mar, oceano e rios estdo enfrentando riscos crescentes
de submersdo. Para mitigar as consequéncias desses eventos e estarmos mais bem
preparados para responder, é imperativo conduzir estudos de avaliacao de riscos com
precisao e requisitos de resolucéo que ultrapassem as abordagens convencionais. Em
particular, € vital considerar os fenémenos relevantes, como o impacto das ondas, lidar
com as incertezas que os afetam e ter a capacidade de descrever esses escoamentos
complexos de maneira flexivel em varias resolucbes espaciais, sejam elas amplas ou
minuciosas.

O escoamento de aguas rasas, € um conceito importante que descreve o compor-
tamento de fluidos em situacdes onde a profundidade do fluido € menor em compa-
racdo com as outras dimensdes do sistema. Esse tipo de problema é caracterizado
por algumas suposicdes simplificadoras que tornam as equacdes de movimento mais
gerenciaveis. Para tornar mais completo o problema, pode-se acoplar a equacao do
transporte ao sistema de aguas rasas, descrevendo a evolucao de uma grandeza con-
servativa, como a altura da agua ou a concentracao de um poluente, em um escoa-
mento de aguas rasas.

A equacao de aguas rasas € uma forma da equacado de conservagcao da massa
para escoamentos de aguas rasas € é derivada a partir das equagoes fundamentais da
hidrodinamica. Ela descreve como a altura da agua (ou outra grandeza conservativa)
varia com o tempo e a posi¢ao ao longo de um canal ou area de interesse.

Essa equacédo é frequentemente usada em modelagem hidrodinamica e hidrol6-
gica para prever a propagacao de cheias, a evolucdo de marés, a dispersao de po-
luentes e outros fendmenos em sistemas de aguas rasas. E importante notar que
esta € uma simplificacdo das equacdes completas de Navier-Stokes e é valida ape-
nas para escoamentos, onde a variagdo de altura € pequena em comparagdo com o
comprimento e a largura da regido de estudo.
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Hoje dispbe-se de dados e mapas com alta resolugcdo das principais aglomera-
cbes urbanas. Embora esses dados possibilitem previsées em nivel urbano, frequen-
temente resultam em tempos de computacdo consideraveis quando se aplica a um
contexto operacional. Isso ressalta a importancia de ter a disposicao codigos de alto
desempenho, geometricamente versateis e altamente paralelos como componentes
essenciais para essas aplicagdes (LINN, 2013). Para modelar submersdes e inunda-
coes, recorre-se as equacoes de aguas rasas, também conhecidas como as leis do
equilibrio médio de profundidade, que possuem um carater inerentemente hiperbé-
lico (SZMELTER; SMOLARKIEWICZ, 2010). Essas equagdes permitem uma notavel
precisao na representacao da quebra e elevacao das ondas e tém um grande poten-
cial para modelar a propagacao de ondas, especialmente as de longo alcance, como
as ondas de tempestade e tsunamis (SZMELTER; SMOLARKIEWICZ, 2011). Além
disso, esse modelo também encontra aplicacdes valiosas em areas como hidrologia e
meteorologia (CALEFFI; VALIANI; ZANNI, 2003).

Para abordar esses desafios com precisédo, € imperativo desenvolver uma meto-
dologia que tenha a capacidade de lidar com a propagagdo com extrema preciséo,
gerenciar caracteristicas descontinuas e simular inundacées em ambientes comple-
xo0s, oferecendo a flexibilidade geométrica suficiente(MICHEL, 2022).

Na simulacdo numérica de escoamentos ndo permanentes, € necessario realizar
duas discretizacbes: uma espacial e outra temporal. Dentre os métodos numéricos
amplamente empregados para a discretizacdo espacial, destacam-se o0 método das
diferencas finitas, 0 método dos volumes finitos e o0 método dos elementos finitos (Ga-
lerkin), nos quais a discretizagdo espacial € denominada de malha. O método das
diferencas finitas se baseia na aproximacgao de derivadas nodais (forma diferencial),
sendo uma abordagem mais simples, de facil obtencdo e implementagéo, além de
ser eficiente computacionalmente. Por outro lado, o método dos volumes finitos se
baseia na aproximacéo de integrais, destacando-se pelo tratamento conservativo do
problema (na forma integral) e pela adaptabilidade a praticamente qualquer tipo de
geometria. O método dos elementos finitos deriva de uma aproximacao variacional
de residuos ponderados sobre as equacdes governantes (forma fraca), demonstrando
flexibilidade e capacidade de lidar com geometrias complexas, semelhante ao método
dos volumes finitos. E importante observar que tanto o método dos volumes finitos
quanto o método dos elementos finitos podem ser aplicados de forma equivalente no
contexto de simulacdes de escoamentos (LOHNER, 2008).

Historicamente, métodos como diferencas finitas e volumes finitos (LEVEQUE,
2002) foram amplamente utilizados para discretizar sistemas hiperbolicos, uma vez
qgue tém a capacidade de descrever choques de maneira razoavel. No entanto, esten-
der esses métodos para alcangar maior precisao nao é trivial. Devido a proximidade
de ambos métodos, neste trabalho, optou-se pelo método de elementos finitos, es-
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pecificamente, método de Galerkin, por atingir convergéncia espacial (HESTHAVEN;
WARBURTON, 2008).

Os estudos na area da Dinamica de Fluidos Computacional (Computational Fluid
Dynamics - CFD) estao evoluindo constantemente, impulsionados em grande parte
pelos avangos conjuntos nos recursos computacionais e algoritmos numéricos. Essa
area desempenha um papel crucial em diversos campos da engenharia, incluindo a
engenharia hidrica, civil e a meteorologia, tanto em fases de projeto quanto de pes-
quisa e investigagao.

O uso de simulagées numéricas oferece varias vantagens, como a capacidade de
gerar uma quantidade consideravel de dados para sustentar estudos paramétricos
do problema, a flexibilidade de ajustar as simulagées com a simples modificacdo das
condi¢des de contorno e a habilidade de simular fenémenos, efeitos e situagdes que
seriam dificeis ou dispendiosos de reproduzir experimentalmente. No entanto, ha um
custo computacional elevado, que resulta em parte da necessidade de utilizar discre-
tizagdes espaciais refinadas para obter resultados precisos. Além disso, a escala dos
fenébmenos em andlise muitas vezes impde limitagbes aos incrementos de tempo uti-
lizados nas simulacdes. Isto se deve as restricoes impostas pela fisica do problema
sobre o algoritmo numérico e outro desafio reside na capacidade dos métodos de li-
dar com amplas variages de compressibilidade e velocidade, o que pode limitar 0 uso
de determinados algoritmos em certas simulacdes. Logo, as restricbes de simulacao
sao limitadas em grande parte pelo processo de discretizacao tanto temporal quanto
espacial, que devem ser estudado com cautela na elaboracéo do projeto.

Para a discretizagé@o espacial, existem diversas metodologias disponiveis, incluindo
o método Galerkin-Descontinuo e o Método das Linhas ou Dire¢cdes Caracteristicas
(Characteristic Based Split - CBS). O Método das Linhas ou Dire¢cdes Caracteristi-
cas (CBS) utiliza uma transformacédo de coordenadas na malha que varia ao longo
do tempo, alterando o comportamento das equacdes governantes para a discretiza-
céo espacial. O método das linhas caracteristicas foi desenvolvido para ser aplicavel
a uma ampla faixa de velocidades, abrangendo desde escoamentos subsonicos até
hipers6nicos, minimizando oscilagdes indesejadas. Embora essa abordagem possa
exigir mais célculos a cada incremento de tempo em comparacdo com outros méto-
dos, sua desvantagem € compensada pela redu¢cao no numero de etapas necessarias
para atingir a convergéncia (ZIENKIEWICZ; TAYLOR; NITHIARASU, 2011).

A solucao explicita para fluidos incompressiveis usando o esquema CBS é facili-
tada utilizando uma dissipacgéo artificial. Portanto, trabalhos anteriores, como (NITHIA-
RASU, 2003) e (NITHIARASU et al., 2004), incorporaram ao método uma abordagem
de tempo para calcular escoamentos de fluidos incompressiveis de forma eficiente.
Esse enfoque permitiu alcancar uma solucao verdadeiramente transitéria. Compa-
racbes do método CBS com outras técnicas de estabilizacdo estdo disponiveis nas
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referéncias (CODINA; ZIENKIEWICZ, 2002) e (CODINA et al., 2004). Portanto, neste
trabalho, 0o método CBS, empregado de maneira semi-explicita. Uma formulacao semi-
explicita oferece a vantagem de menor custo computacional, mas pode exigir mais
iteracdes, principalmente para escoamentos permanentes.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivos gerais

O objetivo central deste trabalho é realizar o estudo da solugdo da equagao do
transporte em aguas rasas utilizando o método dos elementos finitos. Além disso,
pretende-se realizar simulagdes computacionais, abrangendo tanto casos simples
quanto complexos, para analisar o comportamento da altura das ondas, velocidade
do escoamento e concentragcao de poluentes.

1.1.2 Objetivos especificos

Os objetivos especificos deste trabalho sao:

» Estudar a deducéo das equagdes de dguas rasas e compreender o sentido fisico
de seus termos;

» Estudar a teoria de elementos finitos;
» Estudar o método de Galerkin;
e Estudar o método CBS;

» Fazer a implementacdo computacional do modelo com os métodos propostos
para simulagao de problemas;

* Implementar uma visualizagao das solugdes obtidas;

 Analisar o comportamento das solugbes numéricas, buscando entender os dife-
rentes tipos de erros que podem ocorrer e apresentar possiveis solugoes;

 Buscar contribuir para o entendimento do escoamento das aguas e poluentes na
Bacia do canal Santa Barbara Pelotas/RS.

1.1.3 Organizacgao do trabalho

Este trabalho esta organizado em seis capitulos, sendo este o primeiro capitulo
apresentado.

No segundo capitulo sera apresentado a revisao bibliografica a respeito dos tra-
balhos que vieram sendo publicados sobre as equagdes de aguas rasas, método de
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elementos finitos e o método CBS. Além disso é apresentado uma ideia geral sobre
simulagdo numeérica.

No terceiro capitulo encontra-se a deducao das equagdes de dguas rasas, onde &
apresentado toda a fundamentacao tedrica da simplificacdo das equacgdes de Navier-
Stokes.

No quarto capitulo tem-se uma fundamentacao teérica do método de elementos fi-
nitos aplicado a escoamentos. E apresentado ao leitor uma base tedrica e um exemplo
completo de um escoamento unidimensional. Além disso, mostra-se todo o processo
de construgao de discretizagdo que foi implementada neste trabalho.

No penultimo capitulo sdo exibido os exemplos e casos testes realizados, todos
consolidados na literatura, tanto para a validacéo do codigo produzido, quanto para o
estudo dos parametros das simulagdes. Sao apresentados 6 problemas, cada um com
seu objetivo especifico de estudo desde a verificacdo do comportamento aonde o es-
coamento possui descontinuidade, até uma reflexao do fluido no contorno do dominio
complexo.

Por fim, no ultimo capitulo do trabalho, constam as conclusées e perspectivas futu-
ras.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 Sistema de aguas rasas

No trabalho de (FERREIRA, 2013) ha uma abordagem numérica das equagdes
de aguas rasas utilizando o método dos elementos finitos e uma discretizacao tem-
poral semi-implicita, na qual ele buscou encontrar o par de elementos adequado que
represente a velocidade e a elevagao da onda para calcular corretamente a solugao
discreta. No modelo de aguas rasas utilizado, foi considerado que o fluido esta dis-
posto sobre uma superficie plana, cujo atrito € desprezivel.

Ja (PEREIRA, 2010) desenvolveu um modelo hidrodindmico e de transporte de
escalares, utilizando as equagdes de aguas rasas, capaz de simular os padroes de
circulacao e transporte de poluentes. Ele fez um estudo de caso do Rio Guaiba,
localizado no estado do Rio Grande do Sul, que mostrou a potencialidade do modelo
como instrumento de ajuda ao gerenciamento dos recursos hidricos e na avaliacdo
dos impactos do langcamento de cargas poluidoras.

Desde a sua introdugdo em 1995 (ZIENKIEWICZ; CODINA, 1995a) e (ZIENKI-
EWICZ; CODINA, 1995b), o esquema CBS tem sido amplamente utilizado pelos au-
tores e varios outros pesquisadores para resolver problemas dinamicos de fluidos e
solidos. Esquemas estabilizados para escoamentos compressiveis e incompressiveis
precisam ter estabilidade suficiente para suprimir oscilagdes devido a discretizacao pa-
drdo de Galerkin dos termos de conveccéao (NITHIARASU; CODINA; ZIENKIEWICZ,
2006).

Os esquemas baseados em caracteristicas e os esquemas de Taylor-Galerkin séo
desenvolvidos usando o passo de tempo como base. O uso de esquemas caracteris-
ticos de Galerkin tem sido demonstrado por varios autores no passado para proble-
mas simples de conveccao-difusdo (KAAZEMPUR-MOFRAD; ETHIER, 2002) e (DO-
NEA; HUERTA, 2003a), esses métodos foram empregados para lidar com a equacgao
completa da dindmica de fluidos (KAAZEMPUR-MOFRAD; MINEV; ETHIER, 20083).
Embora varias versdes de esquemas caracteristicos de Galerkin sejam possiveis, 0
esquema caracteristico simples de Galerkin baseado em uma expansao de Taylor é
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atraente devido a sua facil implementagéo e sua equivaléncia com esquemas caracte-
risticos padrdo de Galerkin introduzidos por Morton em (MORTON, 1985) e (CHILDS;
MORTON, 1990). A sua equivaléncia com outros esquemas de estabilizacdo padrao
também pode ser provada para problemas de conveccao-difusao se o intervalo de
tempo for adequadamente dimensionado usando velocidade e comprimento apropri-
ados. Além dessas vantagens, o esquema de caracteristicas simples de Galerkin
pode ser submetido a uma forma de solucéo totalmente explicita utilizando uma pro-
jecédo (ZIENKIEWICZ; TAYLOR; ZHU, 2005). O método de projecao (CHORIN, 1967)
€ popular em trabalhos que lidam com fluidos incompressiveis. Além disso, ha outras
extensdes do esquema CBS para aguas rasas (ZIENKIEWICZ; ORTIZ, 1995). O es-
guema também foi estendido simultaneamente para resolver escoamentos em meios
porosos (MASSAROTTI; NITHIARASU; ZIENKIEWICZ, 2001).

2.2 Simulacao numérica

A simulagdo numérica de escoamentos em aguas rasas € uma ferramenta impor-
tante da modelagem computacional usada para prever e entender o comportamento
da 4gua em sistemas onde a profundidade da agua é muito menor em comparagao
com outras dimensdes da regido, como rios, canais, lagos, estuarios e areas cos-
teiras. Essas simulagdes sédo valiosas para uma variedade de aplicagées, incluindo
previsao de inundagdes, gerenciamento de recursos hidricos, engenharia costeira e
estudos ambientais. As equagdes de aguas rasas é uma simplificacdo das equacoes
de Navier-Stokes. Essas equacdes descrevem a conservacao da massa e do moment
linear o em uma regido de interesse e para resolvé-las, em situagées do mundo real,
€ necessario usar métodos numericos.

O método das diferencas finitas, 0 método dos elementos finitos e 0 método dos
volumes finitos sdo comumente utilizados para discretizar as equacodes e calcular as
solu¢des numéricas das equagdes, na qual a escolha destes, depende da geometria
utilizada, precisao requerida, facilidade de implementacao e conhecimento do método.

Outro aspecto fundamental na simulacao de escoamentos é a criacao de uma ma-
lha computacional que divide a regido de estudo em elementos menores. Essa malha
€ usada para calcular as variaveis do escoamento, como a altura da agua e a velo-
cidade, em pontos discretos do espaco e do tempo. Para simular escoamentos em
aguas rasas é necessario definir condicées de contorno apropriadas, como niveis de
agua nas fronteiras da regido de estudo.

Portanto pode-se envolver a modelagem de entradas de agua, saidas, marés, chu-
vas e outros fatores relevantes. As simulagdes de escoamentos em aguas rasas po-
dem incluir a modelagem de diversos processos fisicos, como a propagagéao de ondas,
a interagcdo com o leito do canal, a erosédo e sedimentacgao, a influéncia das correntes
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de maré, a difusao de poluentes, entre outros. Apds a simulacao, os resultados podem
ser verificados, visualizados e ou analisados. Isso pode incluir a criacdo de graficos,
mapas de inundagéo, curvas de maré e outras representacdes visuais dos resultados.
E fundamental validar e calibrar os modelos de simulagdo usando dados experimen-
tais ou dados ja existentes na literatura. Isso ajuda a garantir que as simulagdes sejam
representativas e precisas. Além disso, a formulagdo numérica de escoamentos em
aguas rasas, depois de validadas, podem ser usadas de forma mais segura em uma
variedade de aplicagdes, como previsdao de enchentes, planejamento urbano, gestao
de recursos hidricos, projeto de infraestrutura costeira, avaliagdo de impacto ambiental
e estudos de ecossistemas aquaticos.

2.3 Metodologia

Uma ilustracdo dessa metodologia pode ser verificada na Figura 1, em que é utili-
zada a linguagem Fortran 90/95 na ferramenta Geany, para implementar os objetivos
citados com relacdo a simulacdo. Foi desenvolvido um algoritmo para a resolucao da
equacao do transporte em sistema de aguas rasas, onde foram implementados cédi-
gos para a aplicagdo do método dos elementos finitos com elementos triangulares li-
neares unidos a uma discretizacao temporal semi-explicita pelo método CBS, capazes
de resolver essas equacodes. Para a geracao de malhas, utiliza-se um software auxiliar
chamado GiD (MELENDO et al., 2023), pelo qual é realizado o pré-processamento
dos dados empregados na simulacdo. O pdés-processamento € realizado pelo soft-
ware Tecplot360. O algoritmo de aguas rasas foi validado a partir da sua aplicacao
em testes disponiveis na literatura, podendo-se comparar os resultados aos de outros
autores.

Elementos
triangulares

Yoo
| Leitura de entrada |
Condicoes de
contarno
. Elementos Finitos |,

Dissipacao Artificial
Plot em formato
Tecplot

Figura 1 — Fluxograma da metodologia.
Fonte: Dos Autores.



3 EQUACOES DE AGUAS RASAS

A dinamica do escoamento de agua em camadas pouco profundas, como se ob-
serva em ambientes como estuarios costeiros, oceanos e rios, possui uma relevancia
pratica incontestavel. A antecipagao precisa das correntes e das variacées de maré
desempenha um papel vital na facilitacdo da navegacao e na avaliagcdo da disper-
séo de substancias poluentes, lamentavelmente ainda despejadas nesses locais com
frequéncia. Além disso, 0 movimento de sedimentos associado a tais escoamentos
também constitui um dominio de investigacao importante.

Quando o escoamento de superficie livre € restrito a estratos relativamente delga-
dos, as velocidades horizontais assumem uma posi¢ao de destaque, e a problematica
pode ser tratada com boa precisao utilizando um modelo de apenas duas dimensdes.
No contexto deste cenario, € notério que as equagdes decorrentes, as quais incor-
poram, além das velocidades horizontais, a variacdo da superficie livre, podem ser
expressas de maneira analoga aos principios de conservacao delineados nas equa-
cbes de Euler.

Surpreendentemente, a forma pormenorizada dessas equacgdes apresenta uma
notavel semelhanca com aquelas que descrevem o escoamento de um gas compres-
sivel — um paralelo intrigante, mesmo considerando que estejamos tratando de um
fluido estritamente incompressivel (agua).

Os tipos de fenébmenos (tais como choques, entre outros) encontrados em escoa-
mentos de gas compressivel tém a possibilidade de se manifestarem novamente. E
evidente que a énfase pratica recai sobre diferentes facetas. O propdsito deste capi-
tulo, consequentemente, consiste em estabelecer os fundamentos para a deducéo da
equacao e ilustrar as abordagens numéricas aproximativas por intermédio de uma sé-
rie de exemplos. As simplificacées empregadas na formulagdo do movimento em cor-
pos d’agua de profundidade reduzida compartilham, em sua esséncia, semelhancas
com aquelas empregadas para descrever 0 escoamento de ar na atmosfera terrestre,
0 que as torna amplamente empregadas na meteorologia. Nesse contexto, a previ-
sdo meteoroldgica, um tema de suma importancia, requer a solugéo diaria dessas
equacoes e demanda um volume substancial de calculos computacionais. Aqueles
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gue possuem interesse no assunto podem encontrar uma base sélida em literaturas
convencionais, como em (ABBOTT, 1979) e (HALTINER; WILLIAMS, 1980). Uma
area especifica de interesse reside na forma linearizada das equacdes para aguas
de pouca profundidade, que, quando submetidas a excitacdes periddicas, se asseme-
lham as equacbes que descrevem fendmenos acusticos. No capitulo subsequente,
portanto, abordaremos alguns desses fendmenos periddicos, abrangendo a interacao
e as forgas associadas as ondas (ZIENKIEWICZ; TAYLOR; NITHIARASU, 2013):

aul-
e conservacdo do momento:
ou,; 0 10 10
L (wug) + —9i=0 (@)

ot ' o por;  pox; "

com i,j sendo 1,2 e 3. No caso do escoamento de aguas rasas que ilustramos na
Figura 2 onde a diregédo x5 é vertical, a velocidade vertical u3 é pequena e as acele-
racoes correspondentes sao despreziveis. A equagdo do momento na direcao vertical
pode, portanto, ser reduzida a:

;8—%4—9:0 (3)

onde g3 = —g é a aceleragdo da gravidade. Integrar com relacao a x3:

p=pg(n—1r3)+ pa (4)

como, quando x3 = 7, a pressao é atmosférica (p,) (que pode ocasionalmente nao
ser constante sobre o corpo da agua e pode assim influenciar o seu movimento). Na
superficie livre, a velocidade vertical u; pode, evidentemente, estar relacionada com o
tempo total derivada da elevagédo da superficie. Com referéncia a Figura 2, pode-se
derivar diretamente a conservagao da profundidade média (), da equagdo de massa
considerando um volume de controle infinitesimal no plano horizontal como

onde u; € o campo de velocidade média da profundidade. Pode-se ver imediatamente
a semelhanca com a equacgao de conservagao da massa para escoamentos de gas
compressivel com h substituindo densidade p. Note que, a Eq. (5), também pode ser
obtida integrando a Eq. (1) entre —H e n (ver Figura 2), (PERAIRE, 1986). Agora
realiza-se a integracao ao longo da profundidade nas equagdes de momento nas dire-
cbes horizontais, o que resulta em equag¢des de momento com média de profundidade.
Integrando a Eq. (2) entre as superficies superior e inferior, ou seja,
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n . ..
/ [auz ; Lo _ 10 _ fildzs =0 (6)

g | Ot +8_xj(uiuj)+;8xi p Ox;

comi = 1,2 e f; nas equagbes acima sao aceleragdes de Coriolis. A fim de integrar a
Eqg. (6), precisa-se usar a seguinte formula:

b9 o [P b da
/a %F(r, s)dr = 75 /. F(r,s)dr — F(b, s)% + F(a, s)% (7)

Um exemplo simples de uso da férmula Eq. (7) € com p constante:

1 0p 0" p _lp an p _8H
/_H p Ox; s = Ox; /—H deg [PL (8%) " [,0] —H ( 8@») 8)

Apés a integracdo, a equagao do momento médio da profundidade Eq. (6) torna-se:

0 1 hdp, 1 0 ["
gt (=) i S [ s @)

Ohu;  Ohu;u;
+ — —
pOx;  pOx; ) g

onde os sobrescritos s e b indicam respectivamente as superficies superior e inferior
(fundo do mar). Na Eq. (9) as tensbes de cisalhamento na superficie podem ser
prescritas externamente, dado o arrasto do vento. O cisalhamento inferior é frequen-
temente expresso pela resisténcia hidraulica dada pela equacéao de Chézy:

L pglalu;
T34 Ch2 (10)
onde

e C é o coeficiente Chézy. As aceleracdes de Coriolis, f;, na Eq. (9) sdo importantes
em problemas de grande escala e definidas como:

h=fu fo=—fu (12)
Superficie
A X3 173 livre Altura media
xp P=Pa de agua

Figura 2 — Coordenadas
Fonte: (ZIENKIEWICZ; TAYLOR; NITHIARASU, 2013)
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Velocidade Media

Figura 3 — Distribuicdo da velocidade
Fonte: (ZIENKIEWICZ; TAYLOR; NITHIARASU, 2013)

onde f é o parametro de Coriolis. Nesta fase, omite-se as tensdes que atuam dentro
do fluido e simplesmente considera-se o arrasto de superficie e a base que pode ser
avaliada independentemente. A adicédo de tensdes de cisalhamento nas faces verticais
serdo negligenciadas. Assim, a equacao simplificada do momento sem tensdes do
fluido fica: - o
ohu; N Ohuiw; —gh@ N 1 (r = 0) + hfs h Opa
ot Oz, dx; p p Ox;
Se comparar a equacao acima com as equacdes de Euler para escoamento de gas
compressivel, encontra-se o termo de presséo equivalente na Eq. (13) aparecendo
em sua forma ndo conservativa. Além disso, uma varidvel adicional » € introduzida.
Para escrever a equacao acima na forma de conservagao e para eliminar a variavel
adicional n, considera-se a seguinte forma alternativa do termo de pressao equivalente

comn=~h—H:

(13)

0H
3@

on 0 < h? — H?
g—

2~ ) +ath - ) (14)

Substituindo a forma alternativa acima na Eq. (13) da

o o, M) = - 50

U; 1 1
o) | 9 g, ~ jo 02 -] + 2 (m - )

OH B ﬁ@pa
Or; pox;

(15)
+hfi+g(h—H)

Agora, a equagao acima esta em uma forma idéntica aquela das equagdes de mo-
mento compressivel ndo viscoso com h substituindo p. Os trés primeiros termos nas
equacgoes acima representam termos transitérios, de convecgao e de pressao equiva-
lente. Todos os quatro termos restantes podem ser assumidos como termos de fonte.
Logo a Egs. (5) e (15) formam o problema de aguas rasas. Essas equacbes podem
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ser reescritas de forma compacta como:

0® OF;

or " om T O (16)
onde,
h
b= hu (17)
hiiy
hii;
F, = huu; + 611%9 (hQ _ H2) (18)
hiisti; + 6239 (h* — H?)
e
0
Q= —hfm—g(h— H)FL+ 050 — Lm + (19)

f= OH | hop 1s gli2|u]
hfun —g(h — H) g + S5he — 575 + %G

com i = 1,2. A forma conservativa acima das equacgdes para aguas rasas foi apre-
sentada pela primeira vez nas referéncias (ABBOTT, 1979) e (PERAIRE, 1986). No
entanto, muitas variantes das equacgdes para aguas rasas existem na literatura, in-
troduzindo varias aproximacdes. Nas secdes seguintes deste capitulo discutir-se-a
solugbes de escalonamento de tempo do conjunto completo das equagdes descritas
em (19) em situagdes transitérias e em aplicagbes de estado estacionario correspon-
dentes. Representando a forma linearizada das Egs (5) e (15), ve-se imediatamente
isso na omissao de todos os termos néo lineares, arrasto de fundo, etc., e deixando
hu; ~ Hu; etc., pode-se escrever essas equagbes como:

oh 0

ot 3o, (Hu;) =0 (20)

0 (Hu;) 0 B
5 +9H0xi(h_H)_0 (21)

Note que:

oh  On

—h—H o _ M
" ot~ ot (22)

utilizando a substituicdo acima, obtém-se:
on 0 _
3 T 5y (HE) =0 (23)
0 (Hu,) on _

5 +gH8xi =0 (24)
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Eliminando o termo Hu; na Eq. (23) substituindo na Eq. (24) tem-se:

Pn 0 on
e G 29

gue é a equacgao de onda de Helmholtz padréao.

As equacdes de aguas rasas derivadas nesta sec¢ao consideram apenas a profun-
didade média do fluido e, portanto, ndo podem reproduzir certos fenémenos que ocor-
rem na natureza e nos quais a variagdo de velocidade com a profundidade deve ser
considerada. Em muitos desses problemas, a suposi¢cao basica de uma distribuicao
de pressao verticalmente hidrostética ainda é valida e uma forma de comportamento
em aguas rasas pode ser assumida. A extensao da formulacdo pode ser alcangada
por uma divisédo, a priori, do fluido para componente em cada uma das quais ocor-
rem velocidades diferentes. O conjunto final de discretizagdo das equacgdes consiste
em vdrias aproximagodes bidimensionais acopladas. Alternativamente, 0 mesmo efeito
pode ser introduzido usando varios testes de velocidade diferentes.



4 APROXIMACAO NUMERICA

Introduzido no final da década de 1950 na industria aeronautica, o método dos
elementos finitos (MEF) emergiu como um dos métodos numéricos mais poderosos
ja desenvolvidos. Entre os atributos basicos do método que levaram a sua ampla
aceitacao e uso estdo a facilidade na modelagem de geometrias complexas, o trata-
mento consistente de condi¢ées de contorno do tipo diferencial e a possibilidade de
ser programado em um formato flexivel e de uso geral.

As aproximag6es padrao de elementos finitos sdo baseadas na formulagéo de Ga-
lerkin do método dos residuos ponderados. Esta formulagdo tem se mostrado emi-
nentemente bem-sucedida na aplicacao a problemas de mecanica sélida/estrutural e
em outras situagdes, como conducéo de calor, governada por equagdes do tipo para-
bdlicas. A razdo para este sucesso é que, quando aplicado a problemas governados
por equacdes diferenciais parciais elipticas ou parabdlicas autoadjuntas, 0 método dos
elementos finitos de Galerkin leva a matrizes de rigidez simétricas. Neste caso, a dife-
renca entre a solucdo de elementos finitos e a solugdo exata é minimizada em relagéo
a norma energética, ver, por exemplo, Strang e Fix (1973). Na pratica, a formulacéo
de Galerkin é 6tima em problemas governados por equacdes autoadjuntas. Nestes
casos, existe um funcional quadratico cujo minimo corresponde a satisfacao da equa-
céao diferencial parcial que rege o problema em questdo. Por exemplo, na elasticidade
linear, a posicao de equilibrio de uma estrutura corresponde ao minimo do funcional
quadratico que expressa a energia potencial total do sistema. Da mesma forma, em
problemas de condugdo de calor estacionaria, o equilibrio térmico resultante da sa-
tisfacdo da equacdo de Laplace ou Poisson corresponde ao minimo de um funcional
quadratico expresso em termos do escoamento térmico, que representa fisicamente a
energia térmica total do sistema.

O sucesso do método dos elementos finitos de Galerkin em mecénica estrutural,
conducao de calor e outros problemas do tipo potencial proporcionou, no inicio da
década de 1970, um forte impulso para a utilizacdo do método na simulagcéao de pro-
blemas de dindmica de fluidos. Pensou-se que as vantagens significativas obtidas na
mecanica estrutural e nos problemas do tipo difusdo estariam novamente abertas a
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exploragdo na area de simulagdo do escoamento de fluidos. Na verdade, este provou
ser um ponto de vista otimista, especialmente no que diz respeito a modelagem de
fendbmenos de transporte dominados pela conveccéo.

A principal dificuldade deveu-se a presenca de operadores de convecg¢ao na formu-
lacdo de problemas de escoamento baseados em descri¢ées cinematicas diferentes
da Lagrangiana. Os operadores de convecgao sao, de fato, nao simétricos e, portanto,
a propriedade de melhor aproximagao na norma energética do método Galerkin, que
€ a base para o sucesso em casos simétricos, é perdida quando a convec¢ao domina
0 processo de transporte.

Na prética, as solugdes para problemas de transporte dominados pela convecgao
pelo método Galerkin sdo frequentemente corrompidas por oscilacées espurias de
né a n6. Estes s6 podem ser removidos por um refinamento severo da malha (e do
passo de tempo), o que prejudica claramente a utilidade pratica do método. Isto moti-
vou o desenvolvimento de alternativas a formulagao padrao de Galerkin que impedem
oscilagées sem exigir malha ou refinamento de intervalo de tempo. Tais alternativas
sdo chamadas de técnicas de estabilizagdo e proporcionaram um grande avango na
modelagem de elementos finitos de problemas em dinamica de fluidos.

4.1 Elemento triangular linear

Sistema Cartesiano xy Sistema Obliquo El 32

) 4

N

\/><

(0,0) e (1,0)
€,.8,)
Figura 4 — Diferentes sistemas utilizados
Fonte: Dos Autores.

Os nos sao numerados no sentido anti-horario e o lado € numerado como oposto
ao né. O sistema obliquo é adimensionalizado em [0, 1] com relagdo ao comprimento
l;; de cada lado j: ) )

51 52
=7 &= (26)

l31 l32
A transformacgé&o do sistema cartesiano para o sistema obliquo buscada é:
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p(x,y) — P (&, &) (27)

que vale da Figura 4:

r=X5+ (X1 — X3) & + (X2 — X3) &

(28)
y=Ys+ M -Y3)& + (Y2 —Y5)&

onde (X1,Y1), (X5,Y2) e (X3,Y3) séo as coordenadas dos trés vértices no sistema
global de coordenadas. A transformada Eq. (28) pode ser reescrita da forma:

r=6X1+6Xo+ (1 -6 — &) X3

(29)
y=6Y1+&Yo+ (1 -6 — &) Y3
A expressao da Eq. (29) pode ser invertida:
a1+ bix + coy
3 = (30)
as + box + oy
= 31
& - (31)
onde:
a; = XoY3 — X3Ys ay = X3Y) — XiY3
bh=Y,—Y3 by =Y3—-Y] (32)
Clng—Xz C2:X1—X3
e
1 1z oy
A= 3 det| 1 xo y, | = area123. (33)
I x3 y3

Ao longo do lado 3, tem-se que &; + & = 1. Pode-se introduzir uma terceira coor-
denada &; que vale {3 = 0 no lado 3. Agora, cada ponto é descrito por (&1, &, &3) que
podem ser interpretados como coordenadas de area L, = &, L, = & e Ly = &5 tal
que:

o érea Pys L= érea Py L= érea Py
Area 123 Area 123 Area 123

A Figura 5 ilustra as coordenadas de area.
Portanto, tem-se 3 coordenadas de area, mas apenas duas sdo independentes:

(34)

L1+L2+L3:1 (35)
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Figura 5 — Coordenadas de area
Fonte: Dos Autores.

pois:
Ay Ay A 1

AT AT A A
ou, da Eq. (35):
L3:1—L1—L2.

De uma forma mais geral a Eq. (29) pode ser escrita da forma:

x =11 X) + Lo Xy + L3 X5
y =LY, + LoYs + L3Ys

onde:
a1+ bix + 1y

2A

as + b3x + coy
2A

az + b3r + c3y
2A

Ly =

Ly =

L3 =

com:
) I I ¢1
A= 3 det| 1 X, Y, |=areal23
I X3 Y3

e também:

a; = Xo¥3 — X3Yy as = X3X; — X1Y3 a3 = X1Ys — XuoY)

bh=Y—-Y; bo=Y; -V by =Y1—Y,
Clng—XQ CQZXl_X?) CgZXQ—Xl

32

(41)
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4.2 Funcoes de forma

Uma funcao de forma para interpolacéo pode ser obtida adotando-se as coordena-
das de area L;:
Ny = Ly, Ny = Lo, N3 = L3 (42)

gue obviamente, retornanoné 1 Ny =1e No=N3=0,nond2 N, =1e N3=N; =0
enond3 N3 =1e N; = Ny, =0. Para qualquer outra regido no interior do elemento
N; 4+ No+ N3 = 1da Eq. (35). Estas condi¢cdes satisfazem os requerimentos para uma
funcédo de forma no método dos elementos finitos para interpolacédo. As funcdes de
forma sao:

N = [Ny, N2, N3] (43)

Em qualquer regido do elemento, uma variavel v qualquer pode ser calculada por:

Uy
u=Na onde a= |1, |. (44)
us
E as derivadas:
ou 0 ON ou 0 ON
- = 1) = —— 14 _ = — u) = — U 4
or Oz (N@) Br oy Oy (N@) oy “ (45)
onde: ON  [ON; ON; ONj]|
- 1 2 3
9r | 9x  dx Oz | (46)
e:
ON [ON; ON, ONj]
— = 47
ay i ay ) ay ) ay | ( )
Da Eq. (46) em Eq. (39) e Eq. (40):
ON by by b
el B S A 4
ox {2A’2A’2A} (48)
e da Eq. (47) em Eq. (39) e Eq. (40):
8N_[01 Co 63:| (49)

By~ l2A9A2A

4.3 Vetores normais

Definindo-se:
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Figura 6 — Vetores normais.
Fonte: Dos Autores.

de =x9—x1 € dy=1ys—1u (50)

entdo, o vetor perpendicular n = [n;, ny| deve satisfazer:

dx

o |~ 0. (51)

[n1, na] - [

O problema acima admite duas solugdes. Adota-se a solugcao cuja normal aponta
na direcdo para fora do dominio e torna-se o n em vetor unitario n tal que | n |= 1:

-~ I_ll . d’y/llg . dy/\/ dl’z + dy2
| —dafly || —da//da? + dy?

Em algumas situagdes, utiliza-se o valor da normal em nés K. Isto é obtido pela
média das normais dos lados i e ;.

(52)

n;

/ :
\ //
Figura 7 — Médias de normais em um né k.
Fonte: Dos Autores.

n, = média entre

4.4 Integracao

Para um triangulo a seguinte integracao pode ser obtida de forma generalizada em
coordenadas de area ((ZIENKIEWICZ; TAYLOR; ZHU, 2005)):
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. 11k12A
LiALEa0® = gk >0 53
e para um lado (reta):
/ L Ldr® ! L (i, > 0) (54)
=0 1,7 2 0).
o 12 (t+ 7+ 1) J
Por exempilo:
o W _ w_A
LidQW = LydQ® = Lyd® = = (55)
10 QO Q® 3
e:
W _ w_ L
LidTW = [ Tpw Ledl® = = (56)
X0 2

Outra integracdo muito importante € a matriz de massa M:

Sy il dQ [, LiLadQ [, L1Ls dS) 2
M = / N NdQ = | [ LoLidQ [ LaLadQ [, LoLy dQ| = TR
N JoLsLydQ [y LsLydQ) [, LsLsdS 1

(57)

—_ N
(NGRS —

Por simplicidade, M da Eq. (57) pode ser diagonalizada, para simplificar os calculos,
da forma que :
MG = Z M;; (58)

entdo de Eq. (57) em Eq. (56):

100
MPAG — 010 (59)
0 0 1
4.5 Comprimento / caracteristico
Os comprimentos hy, hy € hs do tridngulo em Figura 8 podem ser obtido por:

1
hi - 5
[VINY|

(60)

Adota-se 0 menor valor para o comprimento caracteristico ~ de um né j:

J
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Figura 8 — Comprimento h caracteristico.
Fonte: Dos Autores.

4.6 O método CBS

Para a explicacao do método utiliza-se um exemplo pratico. Considere a equacao
de advecgéao-difusdo unidimensional Eq. (62):
o) dp 0 ( K%

ot Vs o s

onde ¢ = variavel de conservacao, K = coeficiente de difusdo, U = velocidade, @ =
termo fonte e considerou-se Ud¢/dx = 0 por simplicidade.
Agora aplica-se uma mudanga de variavel independente em x:

)+Q—O (62)

¥ =x—-Ut ou di'=dx—Udt (63)
Logo com a mudanga da Eq. (63), tem-se ¢ = ¢(2/,t), ou seja:

| _oedr ds|  _ Ud 9
ot o ot Ot - ox ot

Agora pode-se inserir a Eq. (64) em Eqg. (62) para reescrever a Eq. (62) na
coordenada z':

(64)

r=cte z’'=cte z’/= cte

Jdp 0 (Koo N
o () +QE) =0 (65
O sistema de coordenadas definido na Eq. (63) descreve as linhas ou direcoes
caracteristicas. Para o caso particular K =0e Q =0, a Eqg. (65) fica:
o¢

pr 0 ou, de outra forma: ¢ (2') = ¢(x — Ut) = cte (66)

que é uma equacao de onda propagando-se com velocidade U na direcdo x. Para
K # 0, Eq. (66) € uma onda com atenuacao.

A vantagem em escrever a Eq. (65) em termos de x' que sdo coordenadas em
convecgao, é remover o termo advectivo de Eq. (62) para aplicar discretizacbes com
aproximacao espacial como de Galerkin de forma otimizada.
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Utilizando-se uma atualizacéo lagrangeana para z’ constante:

dz = Udt. (67)
E para um né i:

tn+1

ot =2t / Udt (68)
t'VL

como U = U(¢), a velocidade é constante na direcao das linhas caracteristicas devido
a Eq. (66), entéo:

et =2 UAt (69)

Atualizar x; € obviamente problematico em cenarios bidimensionais e tridimensio-
nais. Uma alternativa é retornar a posicao inicial por algum tipo de interpolacao ou
projecao.

Considerando a Eq. (66) pode-se escrever a seguinte discretizacao no tempo:

o)™ — o(x)" _
= =0 (70)

Expandindo-se uma série de Taylor no entorno de (2’ — x) da distancia entre ¢(z')"
e ¢(x) em um tempo de n:

Og(x)" | (2" — 2)* 0g(x)™ (¢ — x)* Og()"

ox 2 0x? 6 oz3 e (1)

¢ (2')" = o(x)" — (' — x)
Com uma velocidade constante U na direcdo caracteristica a Eq. (63) e Eq. (69),

escreve-se:
v —x=UAt (72)

Inserindo-se Eq. (72) e Eq. (71) em Eq. (69) com ¢(z)" ™! = ¢(2'):

p(x)"t —o(x)"  Udp(x)"  AtU?P(x)"  ALPUP¢(x)"
N = . - - +0(AB).  (73)

Para um caso né&o linear, onde U¢(z) vale:

Uoa)” = Uola)" — (& — ) S Wat) + L oy e
e At = (2/ — z)/U, entdo:
)" — ()" -0 At 0 [0 " )
AT O gy + Sl [%(Ugb(x))} Lo(aB).  (75)

Para o problema de advecgéo-difuso:
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¢(x)" —(z)" -0 n 0¢
A7 = a—x(Uéﬁ(x)) 8_ 8_( ) 76)
oo a¢ )
+AtU% [%(Uqb(x)) e ( o (z))] + O (At?)
4.7 Aplicacao do método CBS nas equacoes de aguas rasas
Sejam as equacobes governantes do problema descritas da forma:
oh U,
N + oz, 0 (77)
8UZ 8UZUJ N . 1 2 2
5 T or, o =0, comg = 59 (h* — H?). (78)
Lembrando que para o problema genérico na variavel ¢ unidimensional:
a¢ ou B
9 g TAr=0 (79)

o0 método CBS resulta em:

PO L o+ Q] + 5 [0 (2ot} +052] @

ou, na forma vetorial, considerando A¢ = ¢(z)" ™! — ¢(x)™:

no— - [0 o] By 0 [0

Oz, Q] * 2 Ui Oxy, | Ox;

Observando-se a Eq. (78), despreza-se @); e a semelhanca com a Eq. (81).

¥ Q} (81)

O (u;U) " op"  At? 0 0 VAN o [op"

n+l no__ - J - n TT.

Ui Ui At{ Oz, ] At@xi+ 2 uk@xk Oz, (wUi)| -+ 2 uk@ﬁk ox; )~
(82)

Uma possivel metodologia para determinar de forma incremental o avanco temporal
do sistema definido pelas Eq. (77) e Eq. (78) consiste nos seguintes passos (ZIENKI-
EWICZ; TAYLOR; ZHU, 2005):

Passo 1: Resolver a Eq. (82) removendo-se o primeiro termo de pressao, para
determinar U7+

: 0 "OARG, [0 [0 op"
Urtt — U = At | —— (u;U; i U,)" .
! ; t { o, (u]U)] +— {8% (81’]- (u;U;)" + 8%)] (83)
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Para o método FEM, aproxima-se U; = NU;, u; = Nu; e p = Np, onde ~ sdo os
valores nodais e IN séo as fungdes de forma dos elementos. Entéo:

. B N A2 [0 [0 ~\"  0(Np)"
= —— [N U, N U, DA 4
NAT; At{ axj< u]UZ>] + =i [(%k (axj< u]U> o )} (84)

Agora, aplica-se o método de Galerkin ponderando-se por N7 a Eq. (84) e
integrando-se:

/ NTNAU?dQ = At [ / NT— (Najﬁi)] do
At2 T K n  O(Np)" (85)
A Eq. (85) € uma escolha dificil, pois sabe-se os valores nodais, porém nao os

valores de suas derivadas. Logo, pode-se utilizar a relacao das derivadas e o teorema
da divergéncia (AKIN, 2005):

/ oy 2= / f axld9+ / FFm;dl (86)

ou de uma forma alternativa,

/QVf'FdQ_—/QfV'FdQ—/FmedF (87)

Aplicando a Eq. (86) ao lado direito de Eq. (85):

~ T ~ m
/ NTNAU;dQ =At ON ——Ni;U;dQ + / N”Nn;;U;dl
Q axj r

At2 ONT ON
Sy dQ — [ NT—— dl’ 88
5 {Q Bz, 8x]u]U / nku]U } (88)

ONT ON
pdS) — NT pdl.
q 0Ty &vip /F ox; nkp

A Eq. (88), pode ser reescrita como:

MAU; = At (€ - 8) (%,0;) - (K, = T) T

At?

) . (89)
~ S |(Ky = T) (6,0, + (K, — T,) ]

sendo:



M = / NTNdQ
Q

= / N"Nn;dl
r
T
C= ON Ndf2
o Ox;
ONT ON
K, —df)
/ 8a:k 8ZE]
T
K, /GN GN
oxy, 8%

ON
_ T
Tp—/FN -
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Passo 2: calcular o incremento de h devido ao passo 1. Da Eq. (77) tem-se onde:

oh_ o _ (1Y%
ot Ox; \c2) Ot

sendo c a celeridade. A Eq. (90), pode ser reescrita da seguinte forma:

n n+01
<l> (pn—i-l _pn) — _Atan

2 ox;
onde:
UMt =000 + (14 60,)U7
com 0,5 < ¢, < 1. Observe que das Eq. (82) e (83) tem-se que:

dp
(9.1'1' ’

Urtt — U = —At
Combinando-se Eq. (93) e Eq. (92):

Uin-i-91 — 91 |iU* Ataap

1+(1—91)U;1

T

e com a Eq. (94) em (91), obtém-se:

i " n+l . n\ _ _ aU* - auzn 2 8

|

dp

(9@-

|

(90)

(93)

(95)

ou, alternativamente, com a Eq. (90) em Eq. (95) e com a observagao que,

O.U + (1= 60,) U = U + 0,AU;, tem-se:
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oU; AU; o (Op
n+tl _ pn _ —A v _ LA
h h ! [8%’ 0 x; 1 x; (ax,)] ' (96)

Discretizando a Eq. (96), ponderando-se por N7 e integrando-se:

~ 0 Nﬁz ~'* ~
Q Q

(97)
Integrando-se por partes:
T TN aNT 7 T 7
N*NARYdQ =At NU;d2 — | N*Nn,;U;dl’
9) o Ox; r
T ~ ~
+ ( / ON NNAU; — / NTNniAUi*dF) 0, (98)
o O r
ONT ON
- pd 20, | ..
Na forma compacta, a Eq. (98) fica:
MARQ = At [(D - Ru) (0 + 0,407 ) ~ At@lKﬁ]n . (99)
onde
T T
D:/ ON NdQ Ru:/NTNnZ-dF K:/ON aNdQ. (100)

Passo 3: Atualiza-se U"t' = U? + AU} + AU}, lembrando que U;* é o termo de
pressao removido da Eq. (82):
» op"
AU; = AU; —At8 : (101)

€

Discretizando-se, ponderando-se por N7 e integrando:

9 (Np")
82%’

/ NTNAU,dQ = / NINAUdQ — At / N7 dQ (102)
Q Q Q

Finalmente, integrando-se por partes:

T

N - N
/ NTNAU;dSQ) = / NI'NAU; + At / 0
Q Q Q

X

Np"dQ — / NTNp"n,;dl (103)
I
tem-se entao:

MAU; = MAU; + At [(D — Ru) p|" (104)
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onde as matrizes foram definidas anteriomente na Eq. (100).

4.8 Discretizacao da equacao do transporte

Partindo-se de equacgédo de continuidade para uma variavel escalar T' represen-
tando um problema de transporte:

or  0(Tw) _
o + o, 0 (105)
——

A

observa-se que o termo A representa a conveccgao de 7. A difusao de T pode ser
expressa por:

0 oT
- 1
—_——

B

O sinal negativo de B indica que o termo contribui para a reducao de 7' no tempo.
Combinando-se Eqg. (106) e Eq. (105) e incluindo-se um termo fonte (R) obtém-se a
equacao de transporte de 7

i Sl VAN () @i
onde K é um coeficiente de difusédo, considerado isotropico, isto é K = K; = Kj:
Para aplicar a Eq. (107) nas equacdes de aguas rasas, necessitamos considerar a

integracao na profundidade h, resultando em:

)+R—O i=1,2 (107)

O(hT) | O(hUT) 9 (hkaT

5 i axi)ﬂq_o i=1,2 (108)

Lembrando o método CBS:

9, 00 0 (00
5 U%—a—(a)%—Q (109)

que resulta em:

A¢__At[8(U¢)_ ) ( 8¢)+Q}

Oz, Ox; \ O0x;
11
+At2Un 0 [0(Us9) 9 (, 99 +Q (110)
2 kaZL‘k 8$j 8902 8 Z;

A nossa variavel ¢ = hT, portanto aplicando-se o método CBS (conforme Eqgs.
(108), (109) e Eqg. (108) na Eq. (110):
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nr = —ar | 2GR k +Rn
o At{(UhT) az(a(m) ]

A2 9 [oURT) O [ 0 "
+ 2 U Oxy, [ 0z; O (k %(hT)) +R}
Discretizando-se:
~ 0 -~ 0 0 ~ 1"
NA (hT) = -AT {8—% (NOAT) ~ i (k i (JNVhT)) + JNVR]

+A2t2 Ui afK {ai (NGHT) - aii (kai (Wﬁ)) " ]XR]H

Ponderando-se por N” e integrando-se em 2 (Galerkin):

(112)

/ NTNART)AQ = —At { / NTi (N(?JET) ds) — NT 0 (k 0 NhT) Q)
Q ~ ~ :L'] ~ 83’/‘@ al’z
NTNRAS: + =~ / NTOT [ NU hT)
Q" .Z'

(113)
Entao:

€T

_ 9 (JNVhT) n Jyzjrdg

M(Aﬁ) — At [(g - g) U, (hT)+ <§ - A> R OD) +MR :

o A T

(114)
_A#

y (0 (b= 70) 8 (b |

onde foram desprezados termos de alta ordem e:

M= NTNdQ, C = 2];2 NdQ, S = NTNn]dF
. ONT
:/Fzy i, A= [ a0 K, / o
T, = FJNV a—%nkdf

Para discretizar a convecgao, comecga-se com as integrais e variaveis que envolvem
0 dominio:

1 (807 = ae [0, = A5 [0 (s00) 7 (i) (115)
Primeiro abriremos o termo (N;* lembrando que:
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ONT
C = ~ _NdQ j=1,2
< 0 Or; ~
ONT " 2
- —~ Y .~ At - - —~\n
N (ART) = At { o zycm} Uj(hT)] -5 [0 (50) T (aT)] (116)
Agora tem-se que:
/ N = 2 (117)
(o0 3
ONT AR
- —~ Y P~ At - - —~\1n
M (ART) = At { /Q 5 zydgz} 0| == [0n (K) G (A7) (118)
ONT
As derivadas do tipo T séo constantes, logo:
ONT o
~ /NdQ U;(hT) (119)
aﬂfj Q"
Logo utilizando Eq. (117) em Eq. (119) e abrindo o somatério de i = 1, 2:
ONT ONT
A~ ~ A~
~ = ~ Uy (hT (120)
o 3U1(hT)+ 05 3Ug(h )

Finalmente chegando em:

ONT 4 _  ONT 4 _
A = _Us(hT

45 T2

i (o7 - o (s, ()]

Agora o objetivo é abrir a Eq. (121), logo:

U, <Ku> U, (f?f) (122)
Sendo que:
ONT ON
= = =) 12
Ku o &Ujd (123)

Logo:



45

) ONT ON o
~ _~a0 | . (hT 124
O\ ), 9o ) 0 (1) (124
ainda se tem:
~ [ONTON L
U\ 5o /Q i | O, (hT> (125)
Lembrando que:
/ dQ = A (126)
Q
Entdo pode-se:
~ (ONTON \
U Gomget | U (hT) (127)

Agora os indices k’'s tem que acompanhar os k’s e 0s j's com 0s j's, ou seja:
T T T T
oNT [N 4 o N oNT |ONTa o ON g
U, ( o —U,(hT) + SO0 | | + U, —U,(hT) + —Uy(hT)
1

ox1 3 0xo Ooxy | 0z 3 Oxy 3

(128)
Portanto chegamos a conclusao que a discretizacao aberta da equagao de convecgao
para o dominio é:

M (AHT) = At aa]f?ﬁl(ﬁ) + ZZQT?UQ(%I -
. (129)
8 o 0 L) 0 A (7)o A () + o (ﬁ)]

4.8.1 Convecgdo no contorno:

1 (ai7) = s [(=5) 0] -5 |6 (<1a) 7, (iT) | (130

~

Logo, abrindo os termos, tem-se:

At K— /r szTsznjdr) Uj(iﬁ)r (131)
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0, ()
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(132)

(133)

Uma visualizacao geral de como é feito a programacao e a simulacao das equa-
¢Oes utilizando o método de elementos finitos com o método CBS esta na Figura 9.

4.9

Pré-Processamento

Definigio do contarma
geomeénce

Definicio das condgies
das paredes

Definicio da quantdade,
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Visualizagao geral da

malha

Exporiagio do arguiva
.dat de enirada
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Subroutine stepd
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etapa do método chs
| termina a simulagao do
ESCOMMENLD

Figura 9 — Fluxograma completo do trabalho.

Calculo do passo de tempo

O calculo do passo de tempo é uma parte importante de qualquer algoritmo. Em
uma abordagem de passo de tempo local, diferentes passos de tempo sdo usados em
diferentes nés e a solucao é acelerada para o estado estacionario. Usando o intervalo
de tempo minimo global, os calculos para o estado estacionario levam muito mais
tempo do que o procedimento de intervalo de tempo local. A seguinte abordagem
de intervalo de tempo local é recomendada (NITHIARASU; CODINA; ZIENKIEWICZ,
2006):

At = min (Atconv y Atdiff ) (1 34)
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onde )
Ateony = ——————— 135
eon |uconv | +c ( )
e o limite da difusé&o € dado por:
2
Atgig = h (136)
2v

O At calculado € multiplicado por um fator de seguranga variando entre 0,1 e 1,0
dependendo do problema e da malha utilizada. Como os intervalos de tempo sao
calculados nos nds € necessario atribuir um tamanho de elemento apropriado, h, aos
nés Eqg. (61). Também é possivel calcular os tamanhos dos elementos na diregéo
do fluxo para melhorar a precisdo. No entanto, a melhoria da precisdo deve ser reali-
zada as custas do calculo do tamanho do elemento dependente do tempo (THOMAS;
NITHIARASU, 2005).



5 EXEMPLOS DE APLICACAO

O modelo apresentado sera validado neste trabalho através de dois casos testes:
Ruptura circular de barragem e Rompimento parcial de barragem. Cada caso foi si-
mulado usando um At em funcao de ¢ que satisfaz o critério Courant-Friedrichs-Lewy
(CFL) Eqg. (134). Um esquema CBS, sera aplicado, de modo a satisfazer ambos tes-
tes, garantindo a limitagdo exigida pelos calculos das velocidades de propagagao.

5.1 Ruptura circular de barragem

Este caso é incluido para verificar a capacidade do modelo numérico CBS para
simetria e resolucdo de choque em modelagem de escoamento de aguas rasas.
Compara-se os resultados apresentados por (BIK et al., 2002) e (YU; HUANG; WU,
2015), entre outros. Um dominio plano 40 x 40m, sem atrito € considerado.

Um cilindro de dgua com raio de 2,5m, centrada no dominio, separa duas regides
onde o fluido permanece em repouso u = v = 0, no instante inicial ¢t = 0. Na regido
dentro do cilindro, a altura é de 2, 5m, na regido externa € de 0, 5m. Todos 0s contornos
do dominio estdo definidos como paredes reflexivas. As principais caracteristicas in-
vestigadas neste caso sdo: a onda de rarefagdo e o salto hidraulico (onda de choque)
incluindo uma condigéo de transicdo de escoamento subcritico para supercritico. O
tempo total de simulacéo foi definido em 4,7s. O dominio foi discretizado em 1.031.738
elementos triangulares (517.204 nds), a visualizagdo do pré-processamento, pode ser
vista nas Figuras 10 e 11. Apds 0,1s, a dgua comeca a se mover radialmente em todas
as direcdes Figura 12. Aos 0,4s , a onda de choque propagou-se para fora, enquanto a
onda circular de rarefacéo viajou para dentro, mostrando que esta onda quase atinge
a lamina inicial de agua situado no centro do dominio, na Figura 12.

Este fenbmeno continuou até que a onda de rarefacdo mergulhou totalmente no
centro do dominio em aproximadamente 0,8s Figura 13. Esta onda foi repentinamente
refletida, criando um gradiente acentuado de elevagdo da superficie da agua. Aos
1,6s, a onda de choque circular continua a se propagar radialmente a partir do centro
do dominio, enquanto a onda de rarefagédo refletida agora faz a elevacao de agua
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reduzir-se para baixo da profundidade inicial de 0,5m Figura 13.
Deste ultimo efeito, resulta do desenvolvimento de uma onda de choque circular
secundaria, abaixo da profundidade de 0,5m. A onda de choque circular primaria

Figura 10 — Definicado do dominio no GiD.
Fonte: Dos Autores.

Figura 11 — Discretizagao utilizagdo elementos triangulares.
Fonte: Dos Autores.



50

e |

Elevagao (m)
o 0.825 1.25 1.875 25

Figura 12 — Evolugéo temporal da onda entre 0,1s e 0,4s.
Fonte: Dos Autores.
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Figura 13 — Evolug&o temporal da onda entre 0,8s e 1,6s.
Fonte: Dos Autores.

continua propagando-se para fora do centro do dominio em 3,8s (ver Figura 14) e,
também, a onda de choque circular secundaria recentemente criada desloca-se em
direcdo ao centro. Aos 4,7s, € mostrado que a onda circular primaria quase atingiu
o limite do dominio e neste momento um gradiente muito acentuado de elevacao da
superficie da agua foi criado perto desse limite Figura 14.

Além da malha de 1.031.738 de elementos, a mesma simulagéo foi também reali-
zada utilizando-se outras duas malhas menos refinadas: 90.000 e 160.000 elementos
triangulares, para fins de analise de convergéncia, conforme mostrado na Figura 15.
Ou seja, a medida que aumenta-se o refinamento da malha, maior € a proximidade da
solucéo aproximada a analitica, neste escoamento descontinuo. Isto mostra a eficacia
e consisténcia numérica aferida nas simulagodes.

O tempo de simulacdo para o computador com Intel(R) Core(TM) i5-1135G7
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Figura 14 — Evolugéo temporal da onda entre 3,8s e 4,7s.
Fonte: Dos Autores.
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Figura 15 — Verificagdo no tempo 4,7s.
Fonte: Dos Autores.

2.40GHz, foi de aproximadamente 5 minutos.

5.2 Rompimento parcial de barragem

Os escoamentos torrenciais devido ao rompimento de barragem e diques sao fre-
guentemente bidimensionais. Nosso objetivo aqui € verificar a capacidade do modelo
proposto reproduzir a propagacgao bidimensional de inundag¢des na presencga de frente
descontinua da altura da agua e da velocidade. Considera-se o escoamento torrencial
devido a ruptura assimétrica de barragens. Este problema, que foi proposto por Fen-
nema em (FENNEMA; CHAUDHRY, 1990), € amplamente utilizado por muitos pesqui-
sadores para validar seus modelos de rompimento de barragens. O nosso interesse
particular € que sua solugao seja caracterizada por:

Primeiro: uma onda de choque que se propaga a jusante aumentando abrupta-
mente a altura da agua e € modificada por uma onda de reflexdo (quando colide com
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a parede);

Segundo: uma onda de rarefacao (depressao), que se move dominio acima, dimi-
nuindo a altura da agua, muitas vezes descrito como um choque de rarefacéao.

A éarea de estudo é uma bacia com 200m de largura e 200m de comprimento e
tem fundo plano. A &gua fica retida no lado esquerdo da bacia. Supde-se que em
t = 0s o sistema esta parado. Subtamente, para t > 0 o reservatério da barragem
se rompe parcialmente e assimetricamente ao longo de um comprimento de 75m. A
espessura da barragem € de 10m na direcao do escoamento. A Figura 16 fornece uma
descricao geométrica deste problema. Deve-se notar que nao ha solugao analitica
para este problema bidimensional, mas os resultados podem ser comparados com
outros esquemas numéricos como (FUJIHARA; BORTHWICK, 2000).

A
SGmI
X=75m
--» Flow
200 m
hl |t9 A thfo
95 m
Y Y
90 m i 100 m B

Figura 16 — Rompimento parcial da barragem: Geometria da bacia.
Fonte: (LAKHLIFI; DAOUDI; BOUSHABA, 2018)

Uma proporcéo de Z—j = 0,5 é assumida em t = 0. Inicialmente é fixado em
hi1 = 10m a altura da agua no reservatorio e h, = 5m a altura da agua na jusante da
barragem. Supde-se que a agua da bacia esteja em repouso no estado inicial. Nesta
simulagao, o fundo tem atrito com coeficiente de Manning utilizado de 0,03s/m'/3 (co-
eficiente de rugosidade do leito).

O dominio estudado foi inicialmente discretizado com 44877 nds e 88702 triangulos
cujos tamanhos sao regularmente fixado em 1m, o intervalo de tempo At = 0.0001s €
escolhido tal que a condigao de estabilidade seja satisfeita. No instante do rompimento
da barragem t = 0, a agua ¢ liberada através da comporta de 75m de largura.

As Figura 17 mostram os resultados em 8s. Nestas figuras mostra-se as superfi-
cies livres tridimensionais e as isolinhas da altura da aguas. Pode-se observar que o

escoamento em movimento para a direita se propaga para cima e para baixo. A onda
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de rarefacdo se propaga para montante e dois vortices fracos assimétricos sao de-
senvolvidos em ambos os lados externos da barragem. E evidente que com o uso de
malhas refinadas a alta resolucéo é obtida automaticamente naquelas regiées onde
os gradientes da profundidade da agua sao elevados, como as frentes de choques
méveis. Aparentemente, 0 escoamento geral para este exemplo é preservado sem
difusdo numérica excessiva nos resultados.

. |
£ '

Figura 17 — Visualizagédo da a) superficie livre tridimensional e das b) curvas de nivel.
Fonte: Dos Autores.

Os resultados gerados pelo autor parecem ser muito semelhantes aos apresen-
tados pelos estudos existentes e mencionados anteriormente. Nota-se também um
ligeiro encolhimento do espaco livre na superficie a frente da onda. Este aumento
também é observado nos resultados apresentados por Fennema e Chaudhry, sem vis-
cosidade artificial (FENNEMA; CHAUDHRY, 1990). Nas Figuras 18 e 19, apresenta-se
as secgoes transversais de h e w em y = 135,5m no tempo ¢ = 4s. Em primeiro lugar,
a partir destes numeros pode-se ver que a solugcao numérica obtida usando elemen-
tos triangulares é consistente com os resultados obtidos pelas referéncias. Avaliando
tanto a velocidade quanto a elevacdo de onda, nota-se, que u tem uma descontinui-
dade que é captada pelo nosso modelo.

O tempo de simulacdo para o computador com Intel(R) Core(TM) i5-1135G7
2.40GHz, foi de aproximadamente 10 minutos.

5.3 Rompimento parcial de barragem com células secas

O dominio computacional z = [0,1] e, y = [0,0.5], (a parte espacial € medida em
metros e a temporal em segundos), foi subdividido em uma malha ndo estruturada de
284864 ceélulas triangulares e 143383 nds. Na simulagdo, o contorno € definido como
reflexivo (KOCAMAN; OZMEN-CAGATAY, 2015). Além disso, para fins de validacéao
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Figura 18 — Verificagdo numérica da elevacao de dguaem ¢ = 4,7s e y = 135,5m

Fonte: Dos Autores.

do cddigo, sado verificadas comparagdes com experimentos e com simulagdes. A si-
mulacao de aguas rasas realizada por (KOCAMAN; OZMEN-CAGATAY, 2015), sera
nomeada como SWE e servird como uma referéncia para esta parte do trabalho. Um
volume constante de fluido com dimensdes de 0,25 x 0,50 x 0,15 m para a represen-
tacdo de um reservatorio foi atribuido como condicao inicial e o tempo em segundos
Figura 20.

Uma vez estabelecidas as condi¢des iniciais e de contorno, 0 modelo foi aplicado
em trés diferentes casos de n para = > 0, 25.

Caso D1 : Considera-se n = 0, 00, e coeficiente de Manning 0, 025.

Caso W1: Considera-se n = 0,015, e coeficiente de Manning 0, 03.

Caso W2: Considera-se n = 0,030, e coeficiente de Manning 0, 04.

Claro, podemos refinar essa explicacdo para torna-la mais clara e precisa. A ra-
zao para o uso de diferentes coeficientes e niveis de agua, representados por D1,
W1 e W2, é proporcionar uma variedade de cenarios que abrangem desde situacdes
extremas até condi¢gées mais realistas para a simulagdo de fluxo em aguas rasas.

O caso extremo D1 representa um leito seco com pouco atrito, o0 que pode ser
desafiador para a simulacdo usando as equacgdes das aguas rasas devido a falta de
agua. Este cenario é util para explorar os limites do modelo e compreender sua capa-
cidade de lidar com condi¢des adversas.

No caso intermediario W1, hd uma quantidade moderada de agua e um atrito
maior, 0 que contribui para uma simulagdo mais realista. Este cenario é valioso para



55

300 Simulagéo

== Referéncia

25+

20

U(mis)
=

1.0

0.5

R —— .-:":.I
0 20 40 60 ) 100 120 140 160 180 200
X (m)
Figura 19 — Verificacdo numérica da velocidade U em ¢t = 4,7s e y = 135,5m
Fonte: Dos Autores.

aprimorar a qualidade dos dados obtidos na simulagéo, proporcionando um equilibrio
entre complexidade e preciséo.

Por fim, o caso W2 representa uma situacao ideal para a simulacao de aguas rasas,
onde o leito estd molhado e o coeficiente de Manning reflete as caracteristicas fisicas
tipicas de um experimento real. Essa configuracdo oferece uma oportunidade para
validar o modelo em condi¢gées mais proximas da realidade e obter resultados mais
confiaveis. Nas Figuras 21, 22 e 23 mostra-se o comportamento do escoamento nos
casos D1, W1 e W2, respectivamente. Observa-se um bom comportamento fisico, ja
que com o aumento da lamina de agua também ocasiona o aumento da velocidade.

Para auxiliar na analise do escoamento foram dispostos cinco sensores (ver Figura
24).

Em P1, (ver Figuras 25, 26 e 30), os resultados experimentais e numéricos tiveram
um comportamento bem semelhante. Depois de ¢ = 5,5s , 0 nivel da agua aumentou
ligeiramente devido a frente de onda refletida. Uma pequena discordancia ocorreu em
P1 para todas as fases entre os resultados experimentais e numéricos.

Deve-se considerar que os gréaficos do sensor P2 em todos o0s experimentos deram
resultados erréneos entre o intervalo de tempo 0 < ¢ < 2, pois 0 sensor ndo conse-
guiu ler as profundidades corretamente (KOCAMAN; OZMEN-CAGATAY, 2015), tem-
sSe uma amenizacao nesses erros conforme se aumenta a lamina de agua. O tempo de
resposta do sensor e as curvas da frente do escoamento foram consideradas prova-
veis causas da discordancia citada acima. A simulagéo no intervalo 2 < ¢t < 4, em P2,
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Figura 20 — Volume do fluido e dimensdes.
Fonte: Dos Autores.

teve bons resultados, principalmente por ndo ocorrer praticamente o salto hidraulico
que ocorre no experimento e no SWE. Os picos observados no intervalor 4 < t < 10
se formam devido a passagem das ondas, depois ocorreu uma diminuigdo gradual nos
resultados experimentais e computados devido ao volume finito do reservatorio.

Quanto ao sensor P3, no experimento D1, a simulagao teve uma divergéncia no
intervalo 0 < ¢ < 2 devido ao fato de este sensor esta na regido de interacao de cé-
lulas secas e molhadas. Pode-se, possivelmente, amenizar esse erro, aumentando a
difusdo numérica. Um aumento acentuado foi observado nos resultados assim que a
onda refletida atingiu o P3 (1 < ¢t < 2 ). Os dados experimentais estdo de acordo
com os dados numéricos para o intervalo de tempo 2 < t < 10 segundos, enquanto
uma discordancia foi observada até ¢ = 4s. Depois disso, os resultados experimen-
tais estavam em boa concordancia em geral, enquanto pequenas oscilacdes devido a
reflexdes das ondas nas paredes.

O comportamento na fase inicial do sensor P4 foi semelhante ao P3, e os resulta-

Figura 21 — Interacéo do Figura 22 — Interag&o do Figura 23 — Interag&o do
escoamento com dominio escoamento com lamina de escoamento com lamina de
de células secas. agua 0.015m. agua 0.03m
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Figura 24 — Dominio e disposi¢cdo dos sensores.
Fonte: Dos Autores.
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Figura 25 — Sensor P1 - Experimento D1. Figura 26 — Sensor P1 - Experimento W1.

dos medidos novamente apresentam uma diferenga entre os experimentais. O salto hi-
draulico ocorreu exatamente como na sonda anterior, no exemplo (5.1), trata-se como
resolver um tipo de descontinuidade semelhante. Observa-se que os sensores tam-
bém tiveram dificuldade em captar com exatiddo o comportamento da frente de onda,
que ocorre no 1 < t < 3. Mais ondulagdes foram observadas em comparagado com
o sensor P2 e P3. O comportamento na fase inicial do sensor P4 foi semelhante ao
P3, e os resultados medidos novamente apresentam uma diferenga entre os experi-
mentais. O salto hidraulico ocorreu exatamente como na sonda anterior, no exemplo
(5.1), trata-se como resolver um tipo de descontinuidade semelhante. Observa-se que
os sensores também tiveram dificuldade em captar com exatiddo o comportamento
da frente de onda, que ocorre no 1 < t < 3. Mais ondulagbes foram observadas em
comparagao com o sensor P2,P3.

Em contraste, os resultados foram diferentes comparando os tipos de casos, em
D1 (célula seca) no intervalo de tempo 0 < ¢t < 2 ha uma descontinuidade e logo
apos a simulagéao entra em concordancia com os dados experimentais. Ja para W1
e W2, hd duas grandes variagbes na altura de onda no intervalo 0 < ¢ < 2, isso era
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Figura 27 — Sensor P1 - Experimento W2.
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Figura 28 — Sensor P2 - Experimento D1. Figura 29 — Sensor P2 - Experimento W1.

de se esperar devido ao fato da haver uma lamina de agua nesses dois casos. Outro
ponto é que a medida que aumentamos a altura de agua, embora pequena variagao (
de 0,015m para 0,03) ha uma divergéncia no SWE em representar W1,W2, j4 para a
simulacdo presente houve um comportamento semelhante em todos os casos. Essa
divergéncia se da ao fato do SWE ser muito sensivel as frentes de ondas refletidas.

E perceptivel que as cristas das ondas sdo mais nitidas do que para o teste W1,
e a forte quebra das ondas ndo pode ser vista aqui, uma vez que a altura residual
da agua é mais alta no teste W2. Pode-se dizer que o aumento do nivel da agua
causou cristas de ondas menores e menos quebra de onda. Comportamento seme-
Ihante foi observado em um estudo anterior (KOCAMAN; OZMEN-CAGATAY, 2015).
A concordancia dos resultados da simulagdo com os resultados medidos foi melhor
em P1. Com o aumento das ondulagdes, os resultados da simulacao discordaram dos
resultados experimentais.

O tempo de simulagdo para o computador com Intel(R) Core(TM) i5-1135G7
2.40GHz, foi de aproximadamente 30 minutos.
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Figura 30 — Sensor P2 - Experimento W2.

0.15 : : : : 0.15 : :
: Sensor3§ele o Kocaman, 2021. i Sens0r3§emW1 o Kocaman, 2021.
0a2f e e Simulagao . 0.12
‘ ‘ === SWE
o S Hd — . g 0.09
1§ I§
B 006 - - 5 0.06
= m
0.03 0.03
0.00 0.00 5
0 2 4 6 8 10
Tempo [ s ]
Figura 31 — Sensor P3 - Experimento D1. Figura 32 — Sensor P3 - Experimento W1.

5.4 Adveccao de poluentes em dominio quadrado

O problema teste, retirado de (LI; DUFFY, 2012), é descrito como pura advecgao
de contaminante em uma cavidade quadrada. No presente trabalho, a topologia é
assumida como suave e plana e nédo ha forgas de atrito. O dominio computacional é
um canal quadrado de 9 km x 9 km, que é discretizado com uma grade nao-uniforme e
ndo estruturada. Um fluxo uniforme comu = v = 0,5 m/s e h = 0, 2485 m € imposto em
todo o dominio. A concentracéo inicial do poluente é dada pela seguinte superposicao

de distribuigdes gaussianas, escolhidas pois sdo casos validados pela literatura de (LlI;
DUFFY, 2012):

_dy2 _ﬁ
¢ = dre 17 + oo 22
d = /(@ -2+ (g — )’ (137)

dy =/ (z — 02)" + (y — 1)

Os parametros para a concentragao inicial foram escolhidos da seguinte forma:

1 =Y = 1400m To = Yo = 2400m ¢1 =10 ¢2 =6.5 51 = 52 = 264
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Figura 33 — Sensor P3 - Experimento W2.
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Figura 34 — Sensor P4 - Experimento D1. Figura 35 — Sensor P4 - Experimento W1.

As condicdes caracteristicas de entrada e saida sdo aplicadas nos limites. A solugéo
exata da concentracao do poluente se move diagonalmente através do dominio com
velocidade constante, enquanto sua forma deve ser preservada para sempre. As Fi-
guras 40 - 45 ilustram os resultados computados deste caso teste comparados com a
solucao tedrica (LI; DUFFY, 2012) em diferentes momentos. Para verificar esses re-
sultados, foi utilizado uma malha com 298036 elementos ou 149739 nés, para 0 caso
completo de t = 15s, precisou-se de aproximadamente 30 minutos, para um computa-
dor com processador 11th Gen Intel(R) Core(TM) i5-1135G7 @ 2.40GHz 2.42 GHz e
memoria RAM de 8 GB para completar a simulagdo. Como visto, os resultados compu-
tados nao apresentam erros significativos de disperséo e, portanto, concordam muito
bem com os valores tedricos.

5.5 Difusao em dominio quadrado

A difusdo de uma distribuicdo gaussiana de contaminantes em aguas paradas é
considerada aqui para examinar a precisao da metodologia atual na simulagdo numé-
rica da difusdo. Um dominio quadrado variando de —2m < x < 2m e 0m < y < 1m
com fundo plano e liso € assumido como o dominio computacional. Considerando

10
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Figura 36 — Sensor P4 - Experimento W2.
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Figura 37 — Sensor P5 - Experimento D1. Figura 38 — Sensor P5 - Experimento W1.

uma profundidade de agua constante de h = 0,01m com as componentes da veloci-
dade iguais a zero. A distribuicao inicial do contaminante é uma distribuicdo gaussiana

centrada em xy = 3, = 0 com valor maximo de 1 e desvio padrdo de ¢ = 0,1 e é dada
por:

_ (z—20)%+(y—v0)?

T(z,y,0) =e¢ o2 (138)

A solucéo analitica para esse problema é dada em (GUO et al., 2011) pela equacéo:

o2 {_ (z—20)®  (y—vp)?

— e 4Dt+02  4Dt+o2
4Dt + o2

T(x,y,t) (139)
onde o coeficiente de difuséo isotropica € D = 0,01. Os calculos sao realizados em
uma malha nao estruturada com 367800 elementos triangulares ou 184701 nos, e
calculados no intervalo de tempo em segundos 0 < ¢ < 15. Nas Figuras (46 - 51)
sdo mostradas as distribuicdes numéricas e tedricas dos contaminantes em varios
instantes de tempo. As Figuras 47, 49, 51 ilustram os contornos do contaminante.

A Figura 50 mostra as taxas numéricas e analiticas de difusdo do contaminante em
dois pontos dentro do dominio. Como pode ser observado neste caso de validacao,
obtém-se uma excelente concordéncia.
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Figura 39 — Sensor P5 - Experimento W2.
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Figura 41 — Comparagéo da simulagao com a
Figura 40 — Simulag¢édo 3D no tempo ¢ = 0 s. solucao analiticaemt¢ =0 s.

5.6 Estudo de caso — barragem Santa Barbara Pelotas/RS

A construcao da barragem de Santa Barbara, um feito da engenharia finalizado em
1968, tinha como principal propésito mitigar a propagacao de ondas de cheia, pro-
tegendo assim a area urbana situada na bacia. Junto ao vertedouro da barragem,
encontra-se um canal de drenagem artificial, planejado e construido simultaneamente
a barragem para direcionar o escoamento da bacia para o canal Sao Gongalo. Com
uma extensao de 15 km e uma declividade média de 1%, a regiao da cidade atra-
vessada pelo canal enfrenta frequentemente problemas de inundacao, devido as suas
caracteristicas fisicas e topogréaficas de alta vulnerabilidade (SILVA, 2007). A Figura
54 mostra o contorno da barragem.

Para o caso teste foi considerado um rompimento na zona A (em vermelho) na
Figura 54, que no plano representa uma reta que passa pelas coordenadas (x = 750
e y = 4400) e (z = 1000 e y = 4400), ou seja, um rompimento de aproximadamente
250m. Este local é extremamente importante, pois é o vertedouro que € utilizado em
casos de cheia da barragem e também € uma estrutura de concreto desenvolvida ha
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mais de 50 anos.

Na simulagéo € utilizada uma malha com 326650 elementos triangulares, 165952
ndés e contorno reflexivo. Adota-se: em ¢t = 0s, a profundidade dentro da barra-
gem (montante) de 5m e de Om na area externa (jusante); coeficiente de Manning
de 0,01 s/m3; e coeficiente de difusdo K = 0,1. Além disso, ao acoplar a equacéo
do transporte para verificar o comportamento de algum poluente na barragem € ne-
cessario uma condicao inicial, ou seja, a concentracao inicial do poluente é dada pela
seguinte superposicao de distribuicoes gaussianas:

2 2
a1 _ 4

T(z,y,t =0) = e i + e
b =/(x =2+ (y— )’ (140)
dy = /(@ = 22)* + (y — o)’

As constantes acima sao escolhidas da seguinte forma:
r1 = 85bm, y; = 4854m, x9 = 1351m,

Y2 = 5142m, le = 10, ¢2 = 65, (51 = (52 = 264.

Portanto o comportamento do transporte é satisfatorio, pois se movimenta con-
forme o escoamento e se acumula em algumas regiées conforme a Figura 56.

No entanto, nem todas as informacdes necessarias para a realizagdo das simula-
¢bes encontram-se disponiveis publicamente ou sdo conhecidas, como € o caso da
batimetria e dos fluxos de entrada e de saida. Para simular 1300s o computador com
processador Intel(R) Core(TM) i5-1135G7 2.40GHz precisou de 4 horas.

Para a Figura 55 observa-se o comportamento do escoamento que se desloca
do sentido de cima para baixo (com relagdo ao plano zy), ou seja, para simular o
rompimento é feito um desnivel de agua onde a parte acima estd com 5m de agua
e a parte abaixo esta com 0, 5m (considera-se o leito molhado) ja que a regido é um
banhado. Nota-se que as velocidades seguem a dire¢ao desejada, com a variacao do
dominio, isso é evidenciado na Figura 55 no ¢ = 0, onde ha um estreitamento do canal
e consequentemente um aumento da velocidade. O escoamento também é refletido
nesse contornos.

Uma caracteristica peculiar desta barragem é sua dimenséao e topografia, que a
tornam semelhante a uma bacia natural. Grande parte da sua extensao mantém seu
relevo original, sem alteragdes significativas feitas pelo homem. Isso resulta em areas
onde a agua se acumula, dificultando o escoamento em dire¢éo a unidade de trata-
mento. Um exemplo disso pode ser observado no corpo d’agua representado pelo
ponto B na Figura 55, que se esvazia lentamente, ao contrario do que ocorre em



outras partes da barragem.
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6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Neste estudo, desenvolvemos um programa computacional com o objetivo de apri-
morar a compreensdo da modelagem de fenémenos relacionados ao rompimento de
barragens e a dinamica de aguas rasas. O modelo numérico elaborado é capaz de re-
solver o sistema acoplado nao linear de equacdes de aguas rasas por meio do método
de elementos finitos, utilizando malhas de elementos triangulares n&o adaptativos.

Realizamos seis casos de teste e, para cada um deles, conduzimos simulacdes
numeéricas em malhas de resolucdo variavel. Em seguida, comparamos os resultados
com solucdes analiticas ou de referéncia.

Destaca-se que o uso de refinamento de malha para simular esses problemas
contribuiu significativamente para a precisao das previsées. As andlises abrangentes
em diferentes resolugcées de malha e as comparagdes com solugcdes analiticas ou de
referéncia demonstraram a robustez do modelo apresentado e sua boa concordancia
com os resultados encontrados na literatura. Em particular, o algoritmo demonstrou
capacidade para lidar com precisdo em situa¢des envolvendo fronteiras rigidas, como
ondas de choque em simulacdes desses fend6menos.

Por fim, é relevante mencionar que o algoritmo apresenta varias caracteristicas
desejaveis na solucao numérica de problemas relacionados a escoamentos de aguas
rasas, tornando-o atraente para a modelagem de escoamentos em geral. Em decor-
réncia disso, acoplamos a equacao de transporte para verificar, em um caso de teste,
a poluicao de uma barragem. Isso possibilitou uma melhor compreensao do problema
ambiental em caso de derramamento de determinado poluente nesse corpo hidrico.
Essa conclusédo baseou-se em testes anteriores, uma vez que nao dispunhamos de
dados experimentais para comparagao.

As caracteristicas do programa incluem a capacidade de prever com precisdo a
superficie livre com conservagdo adequada das propriedades, bom comportamento
de convergéncia em relacao ao refinamento computacional e a implementacdo em
malhas triangulares que podem ser facilmente geradas para o estudo hidrodinamico
em geometrias complexas.

Para trabalhos posteriores, indica-se:
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- Implementar um algoritmo de otimizacao para ajustar parametros do modelo hi-
drodinamico de acordo com dados observacionais;

- Desenvolver uma funcgéo de interpolacéo para preencher lacunas ou inconsistén-
cias nos dados batimétricos;

- Integrar um modelo de transporte de sedimentos ao programa para estudar o
transporte de material sélido.

- Criar uma interface grafica de usuario para facilitar a entrada de dados e visuali-
zagao dos resultados do modelo hidrodinamico;

- Incorporar um método de assimilacdo de dados para integrar observacdes em
tempo real no modelo e melhorar a precisao das previsdes hidrodinamicas;

- Desenvolver um sistema de po6s-processamento para analisar e visualizar os re-
sultados das simulagdes de forma mais eficiente;

- Implementar uma fungéo de interpolacao espacial para estimar as condicdes hi-
drodinamicas em locais nao amostrados pela rede de monitoramento.
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APENDICE A EXEMPLOS DE APLICACOES DE ELEMEN-
TOS FINITOS

A.1 Solucao unidimensional via método de elementos finitos

Neste caso, procura-se encontrar a distribuicdo de velocidade de um fluido que
escoa através de um tubo Figura 57. Para fins de praticidade, utiliza-se a nomenclatura
de (RAO, 2017). A equacao diferencial que governa a distribuicdo de velocidade u(x)
€ dada pela Eq. (1) com a condicdo de contorno u(x = 0) = u. Este problema é
equivalente a forma fraca associada a :

E - x

A area A,
area= Ag area A
area=A (x)= Age rea Az ar;aAs

— 1 24 { 3¢

uo : _] & / q’g
/"’, d,  Elemento 1 Elemento 2
]

i 1

) — /@

(@) (b)
Figura 57 — Um tubo unidimensional de se¢ao transversal variavel.
Fonte: (RAO, 2017)

1 [F do\

Suponha que a area da segao transversal do tubo seja A(x) = Age~ /D),

L

1. Idealizagédo do problema:

Divida o continuo em dois elementos finitos, conforme mostrado na Figura 57b.
Se os valores da fungao potencial nos varios nés forem considerados como in-
cognitas, havera trés quantidades, nomeadamente ®,, d, e ¢3. a ser determi-
nado no problema.
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2. Modelo de interpolagao (funcao potencial) :

Para a fungéo potencial, ¢(z), assume-se que varia linearmente dentro de um
elemento e(e = 1, 2) como:
o(x) =a+bx

onde as constantes a e b podem ser avaliadas usando as condi¢cdes nodais ¢(x =
0) = o\ e ¢ (z = 1)) = @} para obter

e € e X
o) =0+ (3 0l?) 2

onde [®) é o comprimento do elemento ¢ (uma abordagem bem detalhada no
préximo capitulo para um problema bidimensional).

3. Matrizes de elementos caracteristicos:

O funcional I correspondente ao elemento e pode ser expresso como

2
1 [l do 2 1 e o _ pl©
I(e>:§/ pA(@) dm:i/ pA | ) 4 (142)
=0 z=0
_ %q_)'(e)T (K] $© (143)

onde:

[K(©] é a matriz caracteristica do elemento e:

e —1
—1 e |

Al©) ¢ a area da secdo transversal do elemento e (que pode ser tomada como
(A + Ay) /2 parae = 1 e (Ay + A3) /2 para e = 2 para simplificar) e $©) é o vetor
de incégnitas nodais do elemento e:

—>(e)
P P
e={ ™ = 7' Y parae=1e<{ ° b fore=2.
(I)g @2 (I)B

4. Equagbes governantes:

pA(e)

1(e)
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As equacodes gerais podem ser escritas como:

pA) pA)
NON —Tm 0 00 1
pA<1) pA<1) pA(Q) pA(Q) .
—m (ORI —® Py o =9 Q2 (144)
@) @)
0 —ea ol Py Q3

1(2) 1(2)

onde ; € a taxa do escoamento de massa através da secdo i(i = 1,2,3) e €
diferente de zero quando o fluido é adicionado ou subtraido do tubo com @, =
—pAju; (negativo desde u; € oposto a normal), Q; = 0 e Q3 = pAzuz. Como
u; = ug € dado, Q1 € conhecido, enquanto )3 € desconhecido.

. Solucao das Equacgéao Governantes:

Na terceira equacao da Eq. (144), tanto ®; quanto )3 sdo incégnitas e, portanto,
o sistema de equacdes dado nao pode ser resolvido. Portanto, define-se &5 = 0
como valor de referéncia e tenta-se encontrar os valores de ®; e &, em relagao
a este valor. As duas primeiras equacdes da Eq. (144) podem ser expressas na
forma escalar como

pAW) pAM)
Z(—I)‘I)l - l(—l)q’z = Q1 = —pAiy (145)

By =0 (146)

_pA(l) pAM) N pA®?) B pAR?)
[ 1 1) 12) 27 @

Por substituigdo tem-se: AN ~ (A, + Ay) /2 = 0,803240, A® ~ (Ay + A3) /2 =
0,4872A0, e IV = 1?) = [/2, Eq. (145) e Eq. (146) pode ser escrita como:

0,8032d; — 0,8032d, = —ugL/2 (147)

—0,8032®; + 1.2904®, = 0 (148)

As solugbes das Eqgs.(147) e (148) sao dadas por:

= —1.650ugl. e ®y=—1.02TuoL (149)

. Calculo das velocidades do escoamento:

As velocidades do fluido nos elementos 1 e 2 podem ser encontradas da forma:

d b, —
uno elemento 1 = vV = d—i( elemento 1) = 21(1) L — 1.246uq (150)

© d By — ®
u no elemento 2 = u? = —¢( elemento 2) = ———2 = 2,054 (151)

dx 1(2)
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Essas velocidades serdo constantes ao longo dos elementos tendo em vista a
relacdo linear assumida para ¢(z) dentro de cada elemento. A velocidade do
fluido no né 2 pode ser aproximada como

up = (u +u?) /2 = 1.660u,. (152)

A terceira equacéao da Eq. (144) pode ser escrita como:

pAG?) pAR?)
- 1(2) (I)2+ l(z) (I)?) = Q3
logo,
0,4872A
p(0, 487240) @/2) o) (=P + P3) = Qs
portanto
Q3 = pAgup. (133)

Isso mostra que a fluxo de massa € a mesma nos nos 1 e 3, e esta de acordo
com o principio da conservacao da massa (AKIN, 2005).

A.2 Solucao bidimensional via método de elementos finitos

O objetivo agora é obter a solugdo de elementos finitos do problema do escoa-
mento ideal (fluxo inviscido e incompressivel), pela aproximacao de Galerkin (DONEA,;
HUERTA, 2003b). Exemplo tipico que se enquadra nesta categoria € o escoamento
em torno de um cilindro. Os problemas do escoamento potencial bidimensional ( es-
coamento irrotacional) podem ser formulados em termos de uma funcgéo potencial de
velocidade (¢) ou uma fungéo do escoamento (v):

¢ ¢
@ + 8_1/2 =0 (154)

onde as componentes de velocidades sdo dadas por:

d¢ o9
= — = -— 1
u=oo v o (155)

Em termos de escoamento, tem-se:

o 0%
w + 8—1/2 =0 (156)

E as velocidades do escoamento podem ser determinadas por:
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_
u_8y7 V= (157)

Se o fluido for ideal, seu movimento ndo penetra no corpo circundante nem se
separa da superficie do corpo. Isso significa, que a condigdo de contorno da com-
ponente de velocidade do fluido normal a superficie, deve ser igual a componente da
velocidade da superficie na mesma direcao. Por isso:

Voit="Vg i

ou:
ul, + vly = upl, +vply, (158)

onde V é a velocidade do fluido, V5 é a velocidade do limite; 77 € a normal orientada na
L ~ 2 .

direcdo cossenos e séo [, e [,. Se (VB =0 ) ndo havera fluxo e, portanto, nenhuma
velocidade perpendicular ao contorno. Isto implica que todas as velocidades podem
ser consideradas como linhas de corrente porque nao havera velocidade do fluido per-
pendicular a uma linha de corrente. Se houver uma linha de simetria paralela a direcao
do escoamento, também serd uma linha de corrente. Se Vj = 6> as Eqgs.(158), (157)
e (155) fornecem as condigdes:

op 9y, Oy,
55 = oyt~ gl =0 (159)
06 _0¢, 99, _
50 = galx 3,0 =0 (160)

A Eq. (159) indica que a derivada tangencial da funcdo do escoamento ao longo
do contorno é zero, enquanto a Eq. (160) indica que a derivada na direcdo normal da
funcao potencial é zero.

Para fazer a formulacao da funcao potencial, precisa-se da equacgao diferencial que
é dada, por ¢(z,y) em uma dada regido S cercada pela curva C tal que

2o 0%

2 = — _— =
Vo= Gt g —0ems (161)

com as seguinte condicdes de contorno:

Dirichlet: ¢ = ¢, em C; (162)
: _ 00 09,  0¢,
Neumann: V, = 5 = axlm + a l, = Vo em Cy (163)

onde C' = C + Cy, e V é o valor prescrito da velocidade normal. Para calcular a
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velocidade € necessaria fazer a minimizagao do funcional:

Y )L o

com as condi¢des de contorno:
¢ = ¢oem (. (165)

Pode-se utilizar o método de Galerkin para resolver este problema em elementos fi-
nitos. Conforme (RAO, 2017), pode-se dividir esse método nos seguintes passos,
descritos a seguir:

1. Divida a regiao S em E elementos finitos de p nés cada, conforme Figura 59.
Neste trabalho séo utilizados 3 nés (elemento triangular).

2. Suponha um modelo de interpolacdo adequado para ¢*) no elemento e como:
. p
6 (z,y) = [N(2,9)]3) =Y~ Ni(z, y)@{" (166)
=1

3. Defina a integral do residuo ponderado sobre a regiao do elemento igual a zero,
assumindo os mesmos pesos das fungdes de interpolagéo V;. Gerando,

2o 92
N, -0, i=1.2,... 167
//W 1{8x2+8y2]d5 0, i=12. .p (167)

As integrais da Eq. (167) podem se escritas (utilizando o teorema de Green ver
(AKIN, 2005)).

32¢(e) IN; a¢(e a¢(e)
Ni——— =— ds + N;——I, dC 1
/S<e> 0x? 5 //s( Or Or @ ox (168)
82¢(e // ON; a¢ a(b(e
N;——— N;——I, dC 169
/ s O0y? s Oy 0Oy cew Oy (169)
ON; 0¢p'®) GNI D) / Dp©) D¢t
d N; [, | dC = 0.
//(.3) ( Or Ox 8y oy 5 c© 83: o oy ¢=0
(170)

Comi=1,2,...,pe os elementos C® sio compostos por C\“ e C{?, a integral
de linha da Eq. (170) seria zero em Cl(e) (uma vez que ¢(®) é prescrito para ser
uma constante ¢, em C\, as derivadas de ¢© em relacdo a = e y seriam zero).
No contorno Cée), a Eq. (163) deve ser satisfeita. Para isso, a integral de linha da
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Eqg. (170) pode ser reescrita como:

Ip'®) 09l
Ni | —1,.+—1,)dC = VoN; dC. 171
/C{e) Lo ( or =" oy Y /Céa 0 2 (171)

Pelas Egs.(166), (171) a Eq. (170) é expressa na forma matricial como:

(K] ) — pe (172)
onde:
(K] = / / [B)[D][B] - dS (173)
S(e)
ﬁ@zr—/<ﬁuNFd02 (174)
Cy°
ON, 9Ny .. ONp
-8 8| (7
dy dy Oy
e
10
D] = 176
n-[0] .

4. Os elementos Eq. (172) gera-se as equagdes gerais como:

[K]® =P (177)

5. Incorpora-se as condicdes de contorno especificadas em C; e resolve-se as
Eqgs.(177).

A.3 Exemplo pratico da solucao numérica

Um problema cléssico € o escoamento em torno de um cilindro, descrito na Figura
58, que consiste em calcular a distribuicdo de velocidades ao longo da linha central
vertical C'D. Devido a simetria, pode-se considerar apenas a parcela ABCDEA na
analise de elementos finitos. A condi¢cdo de contorno ¢ € constante ao longo de C'D.
Esta constante pode ser considerada zero por conveniéncia.

Como nos exemplo mais complexos dos proximo capitulo, sera utilizado elementos
triangulares, e, para o leitor ter uma abordagem mais simplificada tanto da discreti-
zacao o dominio sera divido em triangulos. Diminuindo a complexidade do problema,
pode-se ter uma pequena quantidade de elementos e assim consegue-se calcular to-
das as etapas do problema numérico de forma manual, facilitando a compreensao das
etapas seguintes.
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3

o 18

24

Figura 58 — Dominio do escoamento.
Fonte: Dos Autores.

Portanto neste problema utiliza-se a Figura 59, com uma subdivisdo de 13 elemen-
tos. Esta idealizagdo, embora grosseira na representacao da fronteira cilindrica, €
considerada por simplicidade. Os numeros dos nés locais dos elementos séo rotula-
dos de maneira arbitraria.

A funcéao de interpolagao dos elementos é linear e dada por

¢ (x,y) = [N(z,y)] 8" (178)
onde
T (e)
Ni(z,y) (a; + xb; + yc;) /24
[N(z,y)l =3 Nij(z,y) p =1 (a;+ab; +yc;) /241
Ny (7, y) (ar + xby + yei,) /2A©
D;
5(8) - (D]
Dy,
e as constantes «a;,aj, ..., c, s8o definidas pela Eq. (41). A informacdo necessaria

para o calculo de [N(z,y)| € fornecida nas Tabelas (1), (2) e (3) (as constantes a;, a;
e a; nao sao fornecidas porque ndao sao necessarias nos calculos). Deriva-se as
matrizes dos elementos usando os valores conhecidos de A, b;,b;,...,c;. Logo, a
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(9.17,8)

@ (12,8)

®(12,5.5)

@ (12,9)

(0,4)

3 /G2) (9.17,2.83)

@G\ [

3

' 3|1
@0 5.0 @eo

Figura 59 — Discretizagdo do dominio em elementos triangulares.
Fonte: (RAO, 2017)

matriz caracteristica do elemento € dada por:

(07 +cF) (Db + i) (bibg + cicy)

1
KO = [ BIDIB) o dy = 1 (2+) (bt i)
(bk + ci)
(179)
Tabela 1 — Identificagdo dos nds e suas coordenadas globais.
N6 (i) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
gclgg:.s (0,8) (58 (9.17,8) (12,8) (0,4 (54) (9.1755) (1255) (0,00 (500 (80) (9.17,283)  (12,4)

Tabela 2 — Relacao dos nés com suas coordenadas.

Elemento (e) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Nos globais i, i 5 6 6 7 7 7 5 9 10 11 6 7 7
j, k de cada i 1 1 2 2 3 4 6 6 6 6 7 12 8
nd local 1,2 ,e 3 k 6 2 7 3 4 8 9 10 11 12 12 13 13




86

Tabela 3 — Dados para o célculo das constantes.

Elemento

2 5 0 5 4 8 8 5 5 0 4 4
3 5 5 9.17 4 8 5.5 0 4.17 -4.17 25 1.5 4
4 9.17 5 9.17 55 8 8 -4.17 4.17 0 0 25 -25
5 9.17 9.17 12 55 8 8 0 2.83 -2.83 0 25 2.5
6 9.17 12 12 55 8 55 2.83 0 -2.83 25 0 2.5
7 0 5 0 4 4 0 5 -5 0 4 -4 0
8 0 5 5 0 4 0 5 0 -5 4 0 4
9 5 5 8 0 4 0 0 3 -3 4 0 4
10 8 5 9.17 0 4 2.83 3 417 -1.17 117 2.83 4
11 5 9.17 9.17 4 55 2.83 417 0 -4.17 2.67 -1.17 -1.5
12 9.17 9.17 12 55 2.83 4 0 2.83 -2.83 1.17 -1.5 2.67
13 9.17 12 12 55 55 4 2.83 0 -2.83 1.5 -1.5 0
Obtém-se entéo:
1,025 —0,625 —0,400 0,625 0,000 —0,625
[KW] =] —0,625 0,625 0,000 [K@] =] 0,000 0,400 —0,400
| —0,400 0,000 0,400 —0,625 —0,400 1,025
[ 0,7086 —0,4088 —0,2998 | [ 0,8340 00,0000 —0,8340 |
[K®] = | —0,4088 0,5887 —0,1799 [KW] = | 0,0000 0,2998 —0,2998
| —0,2998 —0,1799  0,4796 | | —0,8340 —0,2998  1,1338 |
[ 0,5660 —0,5660  0,0000 | [ 0,4417  0,0000 —0,4417 |
[K®] = | —0,5660 1,0077 —0,4417 [K©] =1 0,0000 0,5660 —0,5660
0,0000 —0,4417  0,4417 | | —0,4417 —0,5660  1,0077 |
1,025 —0,400 —0,625 0,400 0,000 —0,400
[KD] = | —0,400 0,400 0,000 [K®] =1 0,000 0,625 —0,625
| —0,625 0,000 0,625 —0,400 —0,625 1,025
1,0417 —0,3750 —0,6667 0,7121 —0,0595 —0,6526
[K®] = | —0,3750  0,3750  0,0000 (K9] = | —0,0595 0,3560 —0,2965
| —0,6667  0,0000 0,6677 —0,6526 —0,2965  0,9491
0,3201 —0,1403 —0,1799 0,6505 —0,4138 —0,2067
(K] = | —0,1403  0,8424 —0,7021 (K] = | —0,4138  0,6788 —0,2650
—0,1799 —0,7021  0,8819 —0,2067 —0,2650  0,4717

0,2650 —0,2650  0,0000
(K] = | —0,2650  1,2084 —0,9433
0,0000 —0,9433  0,9433

Para o calculo dos vetores de elementos caracteristicos, usa-se a Eq. (174) e também
se a velocidade do fluido saindo da borda ij for especificada como 1, tem-se Eq.
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(180):
™ e
ﬁ(e) _ _/ %[N]T -dCy = _Vb/ N, ds — — 05ji (180)
C1 5 0 2 0

Se a velocidade do fluido saindo da borda jk for especificada como 1, tem-se Eq.
(181):

13@:—@ 1. (181)
1

Se a velocidade do fluido saindo da borda ki for especificada como V;, obtém-se a
Eq. (182):

1
PO = —VOS“" 0 (182)
1

Nas Egs. (180)-(182), s;;, sk, € si, denotam os comprimentos das arestas ij, jk e
ki, respectivamente.

No caso atual, a velocidade que entra no contorno AB é prescrita como vy, = 1
(ou V; = —1) e, portanto, os vetores P(©) serdo diferente de zero apenas para os
elementos 1 e 7 . Esses vetores diferentes de zero podem ser calculados. Para o
elemento 1, a velocidade especificada esta ao longo da aresta ij , ou seja, 12. E o
elemento 7, a velocidade especificada esta ao longo da aresta ik, ou seja, 13.

( 1 ) ( )
po x4 ) 2
\ 0 J \ J
4 ) ( 3
po_1x4)
\ / \ J
A matriz geral do sistema é dada por:
¢ 1.0250 —0.4000 O 0 —0.6250 O 0 0 0 0 0 0 0 3\
—0.4000 1.9135 —0.2998 0 0 —1.0338 —0.1799 O 0 0 0 0 0
0 —0.2998 2.1415 —0.4417 O 0 —1.4000 O 0 0 0 0 0
0 0 —0.4417 1.0077 O 0 0 —0.5660 0 0 0 0 0
—0.6250 0O 0 0 2.0500 —0.800 0 0 —0.6250 O 0 0 0
0 —1.0338 0 0 —0.800 3.8097 —0.4401 O 0 —1.0000 —0.0595 —0.4764 O
[K] g 0 —0.1799 —1.4000 O 0 —0.4401 4.0492 —0.7067 O 0 0 —1.1159 —0.2067
~ 0 0 0 —0.5660 O 0 —0.7067 2.2161 0 0 0 0 —0.9433
0 0 0 0 —0.6250 O 0 0 1.0250 —0.4000 O 0 0
0 0 0 0 0 —1.0000 O 0 —0.4000 2.0667 —0.6667 O 0
0 0 0 0 0 —0.0595 0 0 0 —0.6667 1.3788 —0.6526 O
0 0 0 0 0 —0.4764 —1.1159 O 0 0 —0.6526 2.5098 —0.2650
\ 0 0 0 0 0 0 —0.2067 —0.9433 0 0 0 —0.2650 1.4150/
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Resolvendo este sistema tem-se:
[K]® =P (183)

depois de incorporar as condi¢des de contorno especificadas em ;. No caso atual, o
valor de ¢ € igual a zero ao longo de C'D. Assim, as condicdes de contorno a serem
satisfeitas sdo ¢, = &3 = ®;35 = 0. Uma maneira de incorporar essas condicbes de
contorno é excluir as linhas e colunas correspondentes a esses graus de liberdade
das Egs. (183). A solugéo resultante dessas equacdes é dada por

(

o, ) (14,900 )
P, 9,675
P 4, 482
D, 0, 000
P 15,044
P 10,011
d={ &, =< 4784 (184)
Pg 0, 000
P 15,231
Py 10, 524
o 8, 469
Py, 6,229
e | 0,000 )

A partir desses valores nodais de ¢, o valor médio da componente « da velocidade
entre os nds 7 e 8 pode ser calculado como

09 _ Py —P7 0,000 — 4,784
T 0r " xg—xr  9,17—12,00

(U)7,g = 1, 690 (1 85)
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