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RESUMO

MALLUE FERREIRA, Amanda. HOMOGENEIZACAO ASSINTOTICA COM TRANS-
FORMADA DE LAPLACE NA MODELAGEM DE MEIOS MICROPERIODICOS.
2019. 125 f. Dissertacao (Mestrado em Modelagem Matematica) — Programa
de Pés-Graduagao em Modelagem Matematica, Instituto de Fisica e Matematica,
Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2019.

Este trabalho inicia nosso estudo sobre a combinacgao de transformadas integrais com
homogeneizacdo matematica em uma metodologia integradora, visando simplificar a
resolucao de equagdes diferenciais em derivadas parciais com coeficientes rapida-
mente oscilantes, e problemas de valores de contorno e/ou iniciais. Especificamente,
foram estudadas as seguintes ferramentas matematicas: a transformada de Laplace,
o método de homogeneizacao assintética (MHA) e o método multicamadas de
adveccgao-difusao (ADMM). Primeiramente, apresentamos uma breve introdugao
sobre o método da transformada de Laplace, contendo: sua definicao, propriedades
principais e inversao de forma analitica. Ainda, é desenvolvido um exemplo na qual
resolvemos um problema de valores de contorno e iniciais para a equacao do calor
empregando as transformadas de Laplace direta e inversa. Além disso, estudamos
o algoritmo de Talbot Fixo para a inversdo numérica da transformada de Laplace.
Deste algoritmo, analisamos a sua precisao e a sua convergéncia, para o qual foram
empregadas fungdes teste e avaliado o erro maximo absoluto para varios valores dos
parametros relevantes. A seguir, apresentamos detalhadamente o desenvolvimento
do MHA no caso de um problema de valores de contorno para a equacao eliptica nao
homogénea com coeficiente periddico, que descreve um campo térmico estacionario.
Ainda, sao mostrados os resultados da combinacao da transformada de Laplace com
o MHA para resolver formalmente um problema de valores de contorno e inicial para
a equacao parabdlica nao homogénea com coeficiente periddico. Especificamente, a
equacao resultante apos aplicar a transformada de Laplace é uma equacao eliptica,
similar a apresentada anteriormente e contendo um termo advectivo e, por isso, a
aplicacao do MHA é quase imediata. Logo, do ADMM é apresentado o desenvol-
vimento da discretizacao para uma camada, duas camadas e n-camadas, e sua
aplicacao é ilustrada mediante a um exemplo numérico. Finalmente, comparamos
a aplicacao pura do ADMM e a combinacao com o MHA para resolver um problema
de valores de contorno e inicial para a equagao do calor ndo homogénea, com
coeficientes periodicos. Um exemplo € resolvido detalhadamente, incluindo o uso do
algoritmo Talbot Fixo. A precisao e o custo computacional de ambas as abordagens
sdo aferidas.

Palavras-chave: Transformada de Laplace, MHA, ADMM.



ABSTRACT

MALLUE FERREIRA, Amanda. ASSYTICAL HOMOGENIZATION WITH LAPLACE
TRANSFORMATION IN THE MODELING OF MICROPERIODIC MEDIA.. 2019. 125f.
Dissertacao (Mestrado em Modelagem Matematica) — Programa de Pés-Graduacao
em Modelagem Matematica, Instituto de Fisica e Matematica, Universidade Federal
de Pelotas, Pelotas, 2019.

This work starts our study on the combination of complete transforms withhomoge-
nization in an integrative methodology aiming at simplifying the resolution of differential
equations in partial derivatives with rapidly oscillating coefficients, and problems of
boundary and / or initial values. Specifically, the following mathematical tools were
studied: Laplace transform, the asymptotic homogenization method (MHA), and the
metod multilayer advection-diffusion (ADMM). First, we present a brief introductionon
the Laplace transform method, containing: its definition, principal properties and ana-
lytical inversion. Furthermore, an example is developed in which we solve a problem of
initial and boundary values for the heat equation using the direct and inverse Laplace
transforms, and the solution obtained is validated by solving the same problem by sep-
arating variables. In addition, we studied the fixed Talbot algorithm for the numerical
inversion of the Laplace transform. From this algorithm we analyze its precision and
its convergence, for which test functions were employed and evaluating the absolute
maximum error for several values of the relevant parameters. Next, we present in
detail the development of MHA in the case of a problem of boundary values for the
nonhomogeneous elliptic equation with periodic coefficient that describes a thermal
field stationary. In addition, the results of the combination of Laplace transform with
the MHA to formally solve a problem of initial and boundary values for the nonhomoge-
neous parabolic equation with periodic coefficient. Specifically, the equation resulting
from applying the transform of Laplace is an elliptic equation similar to that presented
previously and containing an advective term and, therefore, the application of MHA is
almost immediate. Therefore, the development of discretization for one layer, two lay-
ers and n-layers is presented in the ADMM, and its application is illustrated by means
of a numerical example. Finally, the pure application of the ADMM and the combi-
nation with the MHA is compared to solve a problem of initial and boundary values
for the nonhomogeneous heat equation with periodic coefficients. An example is re-
solved in detalil, including the use of the Fixed Talbot algorithm, and the accuracy and
computational cost of both approaches are checked.

Keywords: Laplace transform, AHM, ADMM.



Figura 1
Figura 2

Figura 3
Figura 4

Figura 5
Figura 6

Figura 7

Figura 8

Figura 9
Figura 10

Figura 11
Figura 12

Figura 13
Figura 14

Figura 15

LISTA DE FIGURAS

Exemplo de meio heterogéneo encontrado na natureza (0sso). . . . 16
Fluxogramado Trabalho. . . . ... ... .. ... ... ....... 19
Distribuicao de temperatura em duas dimensoes, parat=0. . ... 26
Distribuicao de temperatura em duas dimensoes para diferentes ins-
tantesdetempo. . . . . ... 27
Distribuicao de temperatura em trés dimensées. . . . ... ... .. 27
Comparacao entre a funcao original e a obtida pelo método de Tal-
bot Fixo para f(t) =sen(t). . . . . .. .. ... 29
Comparacao entre a funcao original e a obtida pelo método de Tal-
bot Fixopara f(t) =e€'. . .. . . . . . . .. 30
Comparacao entre a fungao original e a obtida pelo método de Tal-
bot Fixo para f(t) =cosh(t). . . . . .. .. .. ... 31

Variagao do coeficiente de condutividade, para diferentes valores de . 46
Perfis espaciaisde up e u™. . . . ... ... ... ... 47

Perfis espaciais para u(z, t) para N = 2, e diferentes valores de tempo.102
Perfis espaciais u(z,t) para diferentes valores de N, e diferentes

valoresdetempo. . . . . . .. ... 103
Oscilagao rapida de k°,e — 0" e a ilustragao da sua aproximacgao
porpartes. . . . . ... e 109
Perfis espaciais de u(z,t) (5.13) e ug(z,t) (5.27) parat =5 e m =
10, para diferentes valoresdee. . . . ... ... ... ... ... .. 110

Perfis temporais de u®(z,t) (5.13) € wo(z,t) (5.27) para x = 0.7 e
m = 10, para diferentes valoresdec.. . . . .. ... ... ... ... 111



Tabela 1

Tabela 2

Tabela 3

Tabela 4

Tabela 5
Tabela 6

LISTA DE TABELAS

Erro maximo absoluto entre a funcao original e a aproximada pelo
método Talbot Fixo para f(t) = sen(t). . . . . . . . .. .. ... ...
Erro maximo absoluto entre a fungao original e a aproximada pelo
método Talbot Fixo para f(t) =e. . . . ... ... ... ... ....
Erro maximo absoluto entre a funcao original e a aproximada pelo
método Talbot Fixo para f(t) = cosh(t). . . . .. ... .. ... ...

Precisdo de k com estimativas via (5.21) em comparacdo com o
valor exato k = /15/4 ~ 0.96824. . . . . . ...
Precisao e custo computacional dos perfis espaciais na Figura 14. .
Precisao e custo computacional dos perfis temporais dados na Fi-



ADMM
EA
EDO
EDP
GILTT
MHA
NC
PH
PL
PVI
PVIC
SAF

LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

Método Multicamadas de Adveccgao-Difusao
Expansao Assintética

Equacéo Diferencial Ordinaria

Equacgao Diferencial em Derivadas Parciais
Generalizacao da Técnica da Transformada Integral de Laplace
Método de Homogeneizagcao Assintotica
Nao Converge

Problema Homogeneizado

Problema Local

Problema de valor inicial

Problema de valores iniciais e de contorno

Solucao Assintética Formal



Caracteres latinos

IS}
™

a
B,
D;

~.

LISTA DE SIMBOLOS

Coeficiente de condutividade.

Coeficiente efetivo

Espaco normado

Derivada parcial em relagao ao j-ésimo argumento.
Unidade imaginaria i = v/—1

Coeficiente rapidamente oscilante k°(x) = k(z/e) = k(y)
Coeficiente Efetivo

Difusividade térmica

Comprimento caracteristico da escala microscopica
Comprimento caracteristico da escala macroscépica
Numero de subintervalos

Conjunto dos numeros naturais

Solucao do j-ésimo problema local

Solucgao do problema local.

Numero de intervalos.

Parametro relevante do algoritmo de Talbot Fixo
Ordem de uma fungao em B,

Conjunto dos numeros reais

Variavel no espaco de Laplace

Variavel temporal

Solugao do problema homogeneizado

Solucgao assintética formal de ordem n

Solugao do problema homogeneizado.

Série assintdtica

Variavel macroscépica, lenta ou global.



Yy

Yp
()
()

Caracteres gregos

Variavel microscopica, rapida ou local y = z /¢
Solucgéao particular

Operador do valor médio (-) = [(-)dy
Produto escalar

Delta de Dirac

Determinante

Norma da particao

Parametro geométrico pequeno (¢ < 1)
Transformada de Laplace

Operador diferencial

Transformada inversa de Laplace

Dominio ou regido (conjunto aberto e conexo)



SUMARIO

1 INTRODUGAO . . . . ittt ettt e e e e e e e e e e et et e e e e 16
1.1 Estruturadotrabalho . . . . . .. ... ... ... ... L. 18
1.2 Objetivos . . . . . . . . 20
2 TRANSFORMADADELAPLACE . . . .. ... . it i et e e e 21
21 Introducao . ... ... ... ... ... ... 21
2.2 Atransformadadelaplace .. ... ........ ... ... ..., 22
221 Notagdo . . . . . . . . 22
222 Convergéncia . . . . . . ... 22
2.2.3 Continuidade . . . . .. . ... ... 22
2.24 Fungbesdeordemexponencial . . . . ... ... .. ... ... . ... 23
2.3 Transformada de Laplaceinversa . . . . . . ... ... ... ....... 23
2.3.1 Unicidade das transformadas inversas de Laplace . . ... ....... 24
2.3.2 Propriedadede Convolugao . . . . . . ... ... ... ... 24
233 Aplicagao . . . . . ... 25
2.3.4 Inversdao numérica utilizando o método Talbot Fixo . . ... ....... 28
3 METODO DE HOMOGENEIZACAO ASSINTOTICA. . . . . . ... ..... 32
31 Introdugcao . .. ... ... ... ... ... 32
3.2 Meios com estruturas heterogéneas . . . . . . . ... ... ... .... 33
3.2.1 Definigoes preliminares . . . . . . . . ... L Lo 33
3.22 IdeiageraldoMHA . . . . . . ... 35
3.2.3 Formalismo do MHA na Equagéao Eliptica . . . . . ... ... ... ... 35
3.3 Combinacao do MHA com a Transformada de Laplace na equacao
parabdlica . . . . ... ... ... 42
3.3.1  Exemplonumérico . ... ... ... ... ... 44
4 METODO MULTICAMADAS DE ADVECCAO-DIFUSAO . . ......... 48
41 Introducao . .. ... ... .. ... 48
4.2 Formulacao matematica de um problema de difusao em multicamadas 49
4.3 Solucao do problema de difusao paraumacamada . . . . .. ... .. 51
4.4 Solucao parao problemadeduascamadas. . . ... ... ....... 60
4.5 Solucao do problema de difusao paran-camadas . . . . ... ... .. 81

451 ExemploNumérico . . . ... ... .. .. 96



5 UMA ABORDAGEM INTEGRADA ADMM-MHA . . . ... .......... 104

5.1 Formulacao dos problemas originale ADMM . . . . . . . ... ... .. 104
5.1.1  Problema Original . . ... ... ... .. . ... ... 104
5.1.2 Método ADMM . . . . . . . ... 105
5.2 Estratégiasderesolugao . . . . . .. ... ... ... ... 105
5.2.1 Solugaovia ADMM . . . . . . .. 105
5.2.2 EstimativaviaMHA . . . . . . . . ... 106
5.3 Exemplos Numéricos . . . . . . ... ... ... ... ... . ... 108
6 CONCLUSOES . ... .t ittt ittt e e e e e e e e 113
REFERENCIAS . . . . . ittt ittt et e e e e e e e e e e e e e e e e 115
7 ANEXOS . . . . e e e e e e e e e e e e e e e e e 118
71 Provadolema3.1. .. ... ... .. . .. ... ... ... 118
7.2 ProvadolLemad. 1. ... .. . . . .. ... 119
7.3 ProvadolLemad.2. ... .. .. . . ... 121
7.4 ProvadolLemad.3. .. . ... . . . . . ... 123

7.5 ProvadolLemad.d. . . .. . . . . . . . 124



1 INTRODUCAO

Um material heterogéneo € formado por uma distribuicdo de dominios ocupa-
dos por diferentes materiais homogéneos chamados de fases (constituindo assim
um compdsito); ou do mesmo material em diferentes estados, como um policristal
(TORQUATO, 2002); ou ainda um material funcionalmente graduado (SADD, 2009).
Meios heterogéneos podem ser encontrados na natureza e em produtos manufatura-
dos como por exemplo: dentre os meios naturais que apresentam heterogeneidade
estao o osso (ver Figura 1), a atmosfera, o solo, o arenito, a madeira, os pulmodes, 0s
tecidos vegetais e animais, os agregados celulares, e tumores; e dentre os feitos pelo
homem destacamos os diferentes tipos de compdsitos (laminados, fibrosos, granula-
res ou particulados, e combinacdes destes), solidos celulares, géis, espumas, ligas
metalicas, microemulsdes, ceramicas e copolimeros em bloco (TORQUATO, 2002).

Hipdtese de homogeneidade equivalente

Macroescala

Figura 1: Exemplo de meio heterogéneo encontrado na natureza (0sso).

A predicao teorica das propriedades fisicas de materiais heterogéneos tem uma
longa historia, atraindo a atengao de icones da ciéncia como Maxwell, Lord Rayleigh
e Einstein. Geralmente, os fendmenos fisicos associados a tais propriedades ocorrem
na chamada “microescala”, que pode ser da ordem de décimos de nanémetros (géis)
até da ordem de metros (processos geoldgicos). Assim, assumimos que 0 compri-
mento caracteristico [ desta escala “microscépica” (aquela em que os dominios estao
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distribuidos, ou seja, em que ocorre a heterogeneidade) € muito maior que aquele
da escala molecular, mas muito menor que o comprimento L caracteristico da es-
cala macroscépica. Em tais situacoes, dizemos que o material heterogéneo apresenta
separacao de escalas estruturais caracterizada pelo parametro ¢ = [/L < 1. Suas
propriedades variam rapidamente com relacdo ao compdsito, € cumpre a hipotese
do continuo, ou seja, ele pode ser visto como um continuo na escala microscopica
e, portanto, propriedades macroscépicas ou efetivas podem lhe ser atribuidas (TOR-
QUATO, 2002). Mais precisamente, a hipétese da homogeneidade equivalente esta-
belece que, na macroescala, o material heterogéneo é fisicamente equivalente a certo
material homogéneo ideal, de maneira que as propriedades efetivas do primeiro sdo as
propriedades do segundo (PANASENKO, 2008). Assim, ao processo de obtencao do
comportamento efetivo do material heterogéneo damos o nome de “homogeneizagao”.
Formalmente, queremos encontrar uma solugao assintética das EDPs dependentes do
parametro pequeno ¢ e com coeficientes rapidamente oscilantes, que modelam o com-
portamento constitutivo do meio heterogéneo. Assim, a hipétese de homogeneidade
equivalente sera valida se a solugdo do problema que modela o material heterogéneo
€ e-proxima (com relagdo a uma certa normay), da solugao do problema que modela o
material homogéneo equivalente (PANASENKO, 2008).

Por outro lado, problemas em varias variaveis espaciais e/ou temporais podem
apresentar grande complexidade na sua resolugao analitica. Neste sentido, diversos
pesquisadores tém utilizado transformadas integrais, fundamentalmente as de Fourier
e Laplace, para simplificar a resolugao do problema a ser homogeneizado. Por exem-
plo, a transformada de Fourier € empregada por: BRENNER; BRAVO-CASTILLERO
(2010), CAPDEVILLE; ZHAO; CUPILLARD (2015), CONCA; VANNINATHAN (2002),
NGUYEN; LICHT; KWEON (2011), e WELLANDER (2009); e a transformada de La-
place € usada por: AMAR et al. (2003),HUl; OSKAY (2013), NGUYEN et al. (2016),
SOLYAR (2010).

Neste trabalho, pretendemos empregar técnicas matematicas muito usadas, como
o método de homogeneizagao assintdtica (MHA) e o método multicamadas de
adveccao-difusao (ADMM). O MHA (ver (BENSOUSSAN; LIONS; PAPANICOLAOU,
1978), (POBEDRYA, 1984),(BAKHVALOV; PANASENKO, 1989)) consiste na procura
de solugOes assintéticas na forma de série de fungbes em poténcias do parametro
e. Assim, o método transforma um problema sobre um meio micro-heterogéneo,
periddico, com coeficientes rapidamente oscilantes (problema original), em outro so-
bre um meio homogéneo (problema homogeneizado) assintoticamente equivalente ao
heterogéneo. Tal desenvolvimento assintotico é realizado em termos de poténcias
do parametro geométrico ¢, cujos coeficientes sao fungdes incognitas que dependem
da microescala. Assim, o problema original € desacoplado em uma sequéncia recor-
rente de problemas para obter cada uma das fungées incégnitas que formam a série
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assintética da solugao procurada. Na pratica, é usual considerar somente os dois
primeiros termos da série assintotica, obtendo os problemas correspondentes (o pro-
blema macroscépico ou homogeneizado para o primeiro termo, e 0 microscopico ou
local para o segundo termo).

Por outro lado, o ADMM (COSTA et al., 2006), surgiu no contexto da modelagem da
dispersao de poluentes para resolver EDPs com coeficientes continuamente variaveis.
Este método é baseado em uma aproximagao constante por partes dos coeficientes
variaveis das equacdes do problema e da aplicagao da transformada de Laplace. Isto
€, o problema original com coeficientes continuos € aproximado por um problema com
coeficientes constantes por partes, o que facilita a provisao de estimativas da solucao
do problema original, e também expande o escopo das aplicacoes do ADMM para mo-
delar o comportamento de qualquer meio heterogéneo. Claramente, quanto mais fina
for essa aproximacao, constante por partes, mais precisos serao os resultados, entre-
tanto mais esforco computacional sera necessario. No entanto, em muitas aplicacoes
os coeficientes que modelam as propriedades fisicas do meio heterogéneo sao ra-
pidamente oscilantes. Portanto, a fim de capturar essa oscilagao rapida dos valores
dos coeficientes, e assim obter estimativas precisas da solucao, a aplicacao direta do
ADMM exigiria discretizagdes de dominio muito finas, elevando o custo computacional.

Portanto, no presente trabalho, visando diminuir o custo computacional com perda
minima de precisdo quando se lida com problemas com coeficientes rapidamente
oscilantes, o ADMM é combinado com o método de homogeneizagao assintotica.

1.1 Estrutura do trabalho

Através do Fluxograma apresentado na Figura 2, podemos observar como esta
organizada a estrutura do trabalho:
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HOMOGENEIZACAO MATEMATICA E TRANSFORMADAS INTEGRAIS NA
MODELAGEM DE MEIOS MICRO-HETEROGENEOS

TRANSFORMADA DE
LAPLACE

HOMOGENEIZAGAO J

(Tt T T m T \ s T \

! - . I | ~ | |

' EQUAGAO ELIPTICA I | | EQUAGAO PARABOLICA | [ ADMM i
1

' \

L e .

ADMM+MHA

Figura 2: Fluxograma do Trabalho.

O presente trabalho esta organizado em quatro capitulos, mais a presente
Introducao, as Conclusbes e os anexos. No Capitulo 2, mostramos um estudo da
transformada de Laplace, apresentando sua definicao, propriedades principais e sua
inversao. Ainda, € resolvido um exemplo no qual é tomado um problema de valores de
contorno e inicial para a equacao do calor empregando as transformadas de Laplace
direta e inversa. Além disso, estudamos o algoritmo Talbot Fixo de inversao numérica
da transformada de Laplace (ABATE; VALK, 2004) com relagao a sua convergéncia
e precisao.

No Capitulo 3, € apresentado detalhadamente o desenvolvimento do MHA no caso
de um problema de valores de contorno para a equacao eliptica nao homogénea com
coeficiente periddico que descreve um campo térmico estacionario. Ainda, sao apre-
sentados resultados preliminares da combinagao da transformada de Laplace com o
MHA para resolver formalmente um problema de valores de contorno e inicial para a
equacao do calor nao homogénea com coeficiente periddico.

No Capitulo 4, seguindo (RODRIGO; WORTHY, 2016) detalhamos o desenvol-
vimento do ADMM através da discretizacdo para uma camada, duas camadas e n-
camadas, e assim obtemos a solugao via transformada de Laplace inversa através de
uma série de Lemas (os quais sao provados nos anexos), e a partir dos resultados
obtidos apresentamos o desenvolvimento de um exemplo numérico.

No Capitulo 5, comparamos a aplicacao pura do ADMM e em combinacdao com
o MHA para resolver um problema de valores de contorno e inicial para a equagao
do calor ndo homogénea com coeficientes periddicos. Um exemplo é resolvido com
detalhe, incluindo o uso do algoritmo Talbot Fixo, e a analise da precisao e o custo
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computacional de ambas as abordagens.

Os trabalhos desenvolvidos através do estudo e dos resultados desta dissertacao,
foram apresentados e publicados em eventos da area. Podemos destacar o trabalho
“Homogeneizacao assintética combinada com o método multicamadas de adveccgao-
difusao para problemas de valores de contorno e iniciais com coeficientes rapidamente
oscilantes”, o qual foi apresentado no 8° MCSUL e aceito para a publicacao em um
Special Issue do Defect and Diffusion Forum (DDF)'. E também o trabalho apresen-
tado no X X ENPOS, denotado por “Combinagcao do método da Homogeneizagao as-
sintética com a transformada de Laplace para resolver uma equagao parabdlica com
coeficiente rapidamente oscilante™.

1.2 Objetivos

Objetivo geral:

Desenvolver uma metodologia integradora para resolver problemas de valores de
contorno e/ou iniciais com EDPs que apresentam coeficientes rapidamente oscilan-
tes e que modelam o comportamento fisico de meios micro-heterogéneos periddicos
mediante a combinagado do MHA, a transformada de Laplace e o ADMM.

Objetivos especificos:

Estudar a aplicagao da transformada de Laplace na solugao de equacgoes dife-
renciais com coeficientes variaveis, incluindo estratégias numéricas de inversao.

Estudar a aplicagcdo do MHA para problemas dinamicos e estaticos com coefici-
entes rapidamente oscilantes periodicos.

Generalizar o método ADMM.

Comparar as aplicacoes direta do MHA e em combinagao com a transformada
de Laplace e o ADMM para problemas dinamicos espacialmente unidimensionais
com coeficientes periddicos rapidamente oscilantes.

'FERREIRA, AM.; COSTA, C.; PEREZ-FERNANDEZ, L.D; BRAVO-CASTILLERO, J.
Homogeneizagdo assintotica combinada com o método multicamadas de adveccao-difusdo para
problemas de valores de contorno e iniciais com coeficientes rapidamente oscilantes. Anais do 8°
MCSUL/VIIl Semengo, v.8, p.444-457, 2018.

°FERREIRA, AM.; COSTA, C.; PEREZ-FERNANDEZ, L.D. Combinagdo do método da
Homogeneizagdo assintoética com a transformada de Laplace para resolver uma equacao pa-
rabdlica com coeficientes rapidamente oscilantes. Anais do XX Encontro de Pds-graduacao (En-
pos/UFPEL),v.XX, p.CE 02102,2018.



2 TRANSFORMADA DE LAPLACE

2.1 Introducao

A teoria da transformada de Laplace, tem se tornado parte essencial da bagagem
de matematicos e engenheiros. De fato, além de ser de grande interesse teorico,
a transformada de Laplace é capaz de proporcionar meios faceis e efetivos para a
solucao de muitos problemas em varios campos das ciéncias.

Segundo SCHIFF (1999), as primeiras aparigdes de transformadas integrais se
remontam a trabalhos pioneiros de Euler em 1763 e 1769, quem essencialmente con-
siderou a transformada de Laplace inversa para resolver EDOs lineares de segunda
ordem. Inclusive, em sua grande obra de 1812 intitulada “Théorie analytique des pro-
babilités”, Laplace credita Euler como o criador das transformadas integrais. Logo, em
1878, foi Spitzer que chamou “de Laplace” a transformada empregada por Euler. No
final do século XIX, a transformada de Laplace foi estendida a sua forma complexa por
Poicaré e Pincherle, redescoberta por Petzval e estendida a duas variaveis por Picard,
com pesquisas posteriores realizadas por Abel e muitos outros. Em 1910, ocorreu a
primeira aplicagao da forma moderna da transformada de Laplace devida a Bateman,
guem transformou as equacgoes de Rutherford para a desintegragao radiativa utilizando
a transformada inversa. Foi em 1920 que Bernstein introduziu a forma direta da trans-
formada de Laplace como uma fungao de uma nova variavel. A abordagem moderna
teve grande impulso nos trabalhos de Doetsh nos anos 1920 e 1930 sobre equagoes
diferenciais, integrais e integrodiferenciais, e que foram compilados na sua obra de
1937 intitulada “Theorie und Anwendungen der Laplace Transformation”. Ainda, no
contexto da aplicacdo da transformada de Laplace na engenharia elétrica, Heaviside
produziu uma vasta obra do que hoje é chamado de Calculo Operacional, e que esta
espalhada pelos trés volumes de 1894, 1899 e 1912, da sua “Electromagnetic Theory”.
Dentre os esforgos direcionados a formalizacao do Calculo Operacional de Heaviside,
Bromwich obteve a férmula moderna da transformada inversa de Laplace que integra
no plano complexo sobre uma reta localizada a direita das singularidades da fungao a
ser invertida. Mais detalhes sobre a historia da transformada de Laplace no trabalho
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de TONIDANDEL; ARAUJO (2012).

2.2 A transformada de Laplace

Suponha que f seja uma funcao de valor real ou complexo com relagao ao tempo,
a variavel t > 0. Definimos a transformada de Laplace f como:

F(s):ﬁ(f(t)):/oooe—“f(t)dt: lim Te—sff(t)dt. (2.1)

T—00 0

Dizemos que a transformada de Laplace de f(t) existe, se a integral em (2.1) con-
verge para algum valor de s, caso contrario, ela nao existe (SCHIFF, 2013).

2.2.1 Notacao

Se uma funcdo de ¢ € indicada em termos de uma letra minuscula, tal como
f(t),9(t),y(t), a sua transformada € denotada pela letra mailscula correspondente,
isto é, F(s),G(s),Y (s), etc. Podemos utilizar também uma barra, para denotar a trans-
formada de Laplace como por exemplo a transformada de u(¢) como sendo u(s). O
simbolo £ é a transformada de Laplace, que atua sobre a funcao f = f(¢) e gera uma
nova fungao, F'(s) = L(f(t))-

2.2.2 Convergéncia

Embora o operador de Laplace possa ser aplicado a muitas fungdes, ha algumas
para as quais a integral em (2.1) nao converge. A integral é dita convergente uniforme
para s em algum dominio 2 no plano complexo se para qualquer ¢ > 0, existe algum
namero 7, tal que T > 7, entao:

/OO e—stf(t)dt‘ <e, (2.2)

para todos os valores de s em ). E 7y pode ser escolhido suficientemente grande,
independente do s.

2.2.3 Continuidade

Continuidade Seccional: Uma funcao é chamada seccionalmente continua ou
continua por partes em um intervalo finito o« <t < 3, se f(t) é definida nesse intervalo
e tal que o intervalo possa ser subdividido em um namero finito de intervalos, em cada
um dos quais a fungao é continua e tem limites finitos quando ¢ tende para qualquer
ponto extremo do intervalo de subdivisdes a partir do interior.
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Definicao: Uma fungéo f € continua por partes no intervalo [0, c) se,

(i) lim f(t) = f(07) e (ii) lim f(t) = f(07)

t—0t t—0—

existe e é continua em cada intervalo finito (0, b) exceto possivelmente em um nimero
finito de pontos 7, 7, .....,7, em (0,b) em que f tem uma descontinuidade de salto.
Uma consequéncia importante da continuidade por partes € aquela que em cada su-
bintervalo a fungao f também é delimitada, ou seja,

‘f(t)| SMZ‘,Ti <T<Ti+1,’i21,2, ..... ,7’L—1, (23)
para constantes finitas ;.

Para integrar fungdes continuas por partes no intervalo de (0, b), temos que integrar
a fungao f sobre cada um dos sub-intervalos. Assim obtemos uma soma de integrais,
onde cada sub-intervalo corresponde a uma integral, isto é:

/b sidi= [ rwa+ [ rwdi s+ [ (2.4)
0 0

Isso pode ser feito uma vez que a funcao f é continua e limitada em cada sub-
intervalo e, portanto, em cada um desses intervalos temos uma integral.

2.2.4 Funcoes de ordem exponencial

Definicao: A fungao f tem ordem exponencial « se existe uma constante M > 0 e
« tais que para algum ¢y > 0.

|f(t)] < Me®,t > t. (2.5)

A transformada de Laplace de f ira existir se f for de ordem exponencial. A fungao
exponencial ¢** tem uma ordem exponencial o = a, enquanto que ¢" tem ordem expo-
nencial « para qualquer « > 0 e n € N, e sejam fungdes limitadas como por exemplo:
sen t, cos t, tan~1t, etc.., tem ordem exponencial 0, enquanto que ¢~ tem ordem —1.
Contudo ¢** ndo possui ordem exponencial. Note que se 3 > « , entdo a ordem ex-
ponencial a implica a ordem exponencial 3, uma vez que e < %t > 0 (LOGAN,
2004).

2.3 Transformada de Laplace inversa

Ao aplicar a transformada de Laplace para conhecer a solugdo de equagoes di-
ferenciais, é necessario obtermos a transformada de Laplace inversa. Se L(f(t)) =
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F(s), entdo a transformada de Laplace inversa é denotada por:
LTHF(s)) = f(t),t = 0. (2.6)

Teorema: Se f(t) é continua por partes no intervalo 0 < ¢ < N e de ordem
exponencial v parat > N, entao sua transformada de Laplace F(s) existe para todo
s> 7.

Teorema de inversao: Se f(t) tem derivada de primeira ordem, continua e |f(t)| <
K.e", na qual K e v sao constantes positivas definimos:

F(s) = / e f(#)dt, Re(s) > 7. 2.7)

entdao uma formula integral da transformada inversa de Laplace, chamada de integral
de Bromwich, é a formula da inversa de Mellin, e assim dada pela integral de linha:

f) = @) = 5 [ P20, 28)

210 Jolino

a integral deve ser efetuada ao longo de uma reta, na qual a regiao de convergéncia
€ dada por Re(s) = ¢ no plano complexo. O nimero real ¢ € escolhido de modo que
Re(s) = c esteja a esquerda de todas as singularidades de F(s).

2.3.1 Unicidade das transformadas inversas de Laplace

Teorema de Lerch: Se nos restringirmos a fungdes f(¢) que sejam seccional-
mente continuas em todo intervalo finito 0 < ¢t < N e de ordem exponencial para
t > N, entao a transformada inversa de Laplace de F'(s), isto &, L' {F(s)}, é Unica.

2.3.2 Propriedade de Convolucao

Se L7V {F(s)} = f(t) e L1 {G(s)} = g(t), entdo chamamos f * g de convolucéo de
f e g, e assim € chamado teorema ou propriedade de convolugao. Na qual é denotado
da seguinte maneira:

LYF(s)G(s)} = /f gt —u)du = f *g. (2.9)
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2.3.3 Aplicacao

Vamos considerar a equacao do calor para representar a distribuicao de tempera-
tura em uma barra de material homogéneo, k? é a difusividade térmica, e além disso
f(z) sera uma fungao conhecida. Assim formulamos o seguinte problema:

u = k*uy,, S€ x>0,e t>0
u(t,0) =0, se t>0,
u(t,1) =0, se t>0,

u(0,z) = sen(mz), se 0<z<1

: (2.10)

esse problema sera resolvido através da utilizacao da transformada de Laplace, rees-

crevendo (2.10) teremos:
ou  ,0%
— =k"—. 2.11
ot K ox? ( )

Empregando a Transformada de Laplace em (2.11), teremos:

27
%@m%@—uuﬁn:i%%ﬁ. (2.12)
Aplicando a condigao inicial em (2.12), obtemos:
27
% [stu(z,s) — sen(mx)] = % (2.13)

Aplicando a transformada de Laplace nas condi¢des de contorno (2.10), temos:

u(t,0) = 0 — £ {u(t,0)}

(s, 0), (2.14)

u(t,1) =0 — £ {u(t,1)}

a(s, 1). (2.15)

Assim a partir da equagao, obtemos uma EDO de segunda ordem, ndo homogénea
da seguinte forma:

% — % [sti(z,s) — sen(rx))]
s, | (2.16)
u(s,1)=0

A solucao geral da EDO homogénea:

Z = C1eFT 4 Che 0, (2.17)

A solucao da EDO nao homogénea é:

1

= msen(ﬂx), (218)
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Agora somamos as duas solugdes da EDO homogénea com a solugcado da EDO
nao homogénea (2.17) e (2.18) respectivamente:

1

N —vi
= msen(wx) + 016 k4 026 ko (219)

u(z, s)

Obtemos a solugao geral no espaco de Laplace:

1

= msen(ﬂx). (220)

u(z, s)
Para encontrar a solucao geral da EDO, aplicamos a transformada inversa de La-
place em (2.20) e obtemos:

u(z,t) = sen(rz)e ¥t (2.21)

Para uma melhor compreensao do processo de transferéncia de calor através de
uma barra, apresentamos a distribuicao de temperatura em duas dimensoes para di-
ferentes instantes de tempo, Figuras 3 e 4, e também o grafico em trés dimensodes
apresentado na Figura 5. Os graficos foram desenvolvidos no Software Scilab.

0.9+

0.8

06 o

0.4

0.3+

0.2

0.1+

Figura 3: Distribuicao de temperatura em duas dimensoes, para t = 0.
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Figura 4: Distribuicao de temperatura em duas dimensoes para diferentes instantes
de tempo.

Figura 5: Distribuicao de temperatura em trés dimensoes.
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2.3.4 Inversao numérica utilizando o método Talbot Fixo

Devido a dificuldade de inverter analiticamente muitas fungdes, seja através de
manipulagdes algébricas, ou até mesmo usando outros métodos analiticos, surge a
necessidade de um método de inversao que seja eficaz. No entanto, quando usamos
métodos numéricos se torna complicado, pois nao existe um método universal para
encontrar a transformada inversa de Laplace que funcione para todos os tipos de
funcgoes.

Existem muitos problemas cuja solu¢ao pode ser encontrada em termos da trans-
formada de Laplace. Contudo, se torna bastante complicado o processo de inversao
desta forma através de técnicas de analise complexa, ou seja, a dificuldade principal
em aplicar a técnica da transformada de Laplace € a determinacéo da fungao original
f(t) a partir de sua transformada. O processo de inversdo consiste em duas par-
tes. A primeira em determinar a func@o f(t) e a segunda verificar que essa solugao
€ realmente a solugao da equacao diferencial. Assim, neste trabalho iremos abor-
dar o método de inversao usando o algoritmo de Talbot Fixo e vamos analisar alguns
critérios, como por exemplo, aplicacao a uma variedade de tipos comuns de proble-
mas de inversao e precisao numeérica, comparando assim a solugao original com a
inversao obtida através do algoritmo.

Desde 1955, comegaram a surgir muitos métodos de inversdo numérica. Muitos
desses métodos usam expansdes de séries ortogonais ou somas ponderadas de
valores da transformada em um conjunto de pontos, geralmente pontos complexos.
Porém em 1979, Talbot (TALBOT, 1979) criou um método parecido com os desen-
volvidos anteriormente, porém com algo que nenhum dos outros métodos havia
desenvolvido, pois 0 numero n de pontos a ser utilizado € um dos varios parametros
arbitrarios. Pouco ou nenhum trabalho computacional preliminar é necessario. O
método de Talbot Fixo possui uma forma quase universal em sua aplicacao, a Unica
transformada na qual este método nao é aplicavel é para aqueles casos que possuem
um numero infinito de singularidades, e com partes imaginarias que se estendem ao
infinito.

Algoritmo do método Talbot Fixo:

Quando estamos utilizando o método da transformada de Laplace, surge a dificul-
dade ao aplicarmos a transformada de Laplace inversa para muitas funcées de forma
analitica, sendo assim surge a necessidade de usar algum método numérico, neste
trabalho vamos utilizar o algoritmo de inversao de Talbot Fixo.

M-1
r

Fl M) = = %F(r)exp(rt)—i—ZRe[exp(ts(&k))F(s(Hk))(l—|—i0(9k))] (222
k=1
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2M
r i =+/—1,8(0) =r0(cot0 +1i), —m <0 <, 0, =kn/M,

= —, 1

a(@)]itte + (@cot @ — 1)cotd, F(s) = L{f(t)}. Através da equagdo dada em (2.22)
(ABATE; VALKG, 2004), vamos desenvolver a programacao do método utilizando o
software Scilab.

Agora, utilizando o algoritmo de Talbot Fixo, vamos apresentar algumas das
funcdes testadas no método de inversao numérica. Escolhemos trés fungdes, sendo
uma fungao continua e perioddica, uma monoétona e outra a funcao hiperbdlica, e
através das tabelas podemos observar o erro maximo absoluto entre a fungao original
e a aproximada pelo método. Na qual é considerado M = 100 e N; = 7, para todos o0s

graficos.

1
s2+1

Exemplo 1) Seja a funcdo f(¢) = sen(t) e sua transformada F'(s) =

bl

Tabela 1: Erro maximo absoluto entre a fung¢éo original e a aproximada pelo método
Talbot Fixo para f(t) = sen(t).

MxN, 5 7 9 11 15 21
20 0,0000111 0, 1398327 0, 3686996 0, 3534506 NC NC
40 1,819 x 10711 4,801 x 10715 9,705 x 10~ ! 0,0000113 0, 266384 0,3904319
100 NC 0, 0000058 1,148 x 1078 2,959 x 10711 5,372 x 1073 2,774 x 1071°
1
[WE=
0.& H
0.4+
0.z 4
g 01
0.2 4
0.4
-0.6
exata
o0& o O OFT
1 T T T T T T T T T

Figura 6: Comparacao entre a funcao original e a obtida pelo método de Talbot Fixo
para f(t) = sen(t).

*NC é denotado para o termo que Nao converge.
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1
s—1°

Exemplo 2)Seja a fungdo f(¢) = ¢' e sua transformada F(s) =

Tabela 2: Erro maximo absoluto entre a funcao original e a aproximada pelo método
Talbot Fixo para f(t) = €'

MxN, 5 7 9 11 15 21
20 NC NC NC NC NC NC
40 6,420 x 107 1,12 x 1075 NC NC NC NC

100 0,0011899 3,214 x 1078 3,088 x 1071 1,416 x 1073 1,558 x 107°  0,728097

9 0oo

8000+

7 000 —

G 000 +

5000+

4000 4

3000 4

2000+

exata
O O OFT

1 000

Figura 7: Comparagao entre a funcao original e a obtida pelo método de Talbot Fixo
para f(t) = €'

Exemplo 3) Seja a funcdo f(t) = cosh(t) e sua transformada F'(s) = T

Tabela 3: Erro maximo absoluto entre a fungéo original e a aproximada pelo método
Talbot Fixo para f(t) = cosh(t).

MxN, 5 7 9 11 15 21
20 NC NC NC NC NC NC
40 7,976 x 1071 1,12 x 1077 NC NC NC NC

100 0, 0020204 4,905 x 1078 4,779 x 1071 1,852 x 10713 1,406 x 10~ NC
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4 500

4000+

3 500 «

3000 4

2 500+

20004

1 500

1 000

exata
o O OFT

500

Figura 8: Comparacao entre a funcao original e a obtida pelo método de Talbot Fixo
para f(t) = cosh(t).



3 METODO DE HOMOGENEIZAGAO ASSINTOTICA

3.1 Introducao

O método de homogeneizacao assintotica (MHA, ver: BAKHVALOV; PANASENKO
(1989), BENSOUSSAN; LIONS; PAPANICOLAOU (1978),POBEDRYA (1984)) per-
mite transformar um problema sobre um meio micro-heterogéneo, periddico, cujas
equagoes diferenciais tém coeficientes rapidamente oscilantes (problema original), em
outro sobre um meio homogéneo (problema homogeneizado) assintoticamente equi-
valente ao heterogéneo. Os coeficientes das equagodes diferenciais correspondentes
ao problema homogéneo sao constantes e chamados de coeficientes efetivos do meio
heterogéneo. A obtencao de tais coeficientes efetivos depende da solugcdo dos cha-
mados problemas locais, ou seja, sobre a célula basica, cuja replicacao periddica gera
o meio heterogéneo. Do ponto de vista matematico, é importante verificar a relacao
de proximidade entre as solugdes dos problemas original e homogeneizado, o qual
constitui a fundamentacao da equivaléncia assintética. Do ponto de vista pratico, o
MHA oferece uma metodologia para conhecer o comportamento efetivo de meios he-
terogéneos, o qual é util em diversas aplicacoes. Especificamente, o MHA consiste em
propor uma solugao em série de poténcias em duas escalas em termos do parametro
geométrico pequeno que caracteriza a existéncia da micro-heterogeneidade do meio,
chamada solucao assintotica formal (SAF) para o problema original. Assim, ao substi-
tuir essa solugao no problema obtemos uma sequéncia de problemas recorrentes para
encontrar os coeficientes dos termos da SAF proposta como solucao. Além disso, en-
contramos os problemas locais, os coeficientes efetivos e o problema homogeneizado.
Os problemas locais descrevem o comportamento local do meio e os coeficientes efe-
tivos sao referentes ao problema homogeneizado, que € o problema sobre o meio
homogéneo ideal equivalente ao problema sobre o meio micro-heterogéneo em es-
tudo. Além disso, é possivel demonstrar que a norma das diferencas das solugées
exata e assintética do problema original e a solugao do problema homogeneizado
sao da mesma ordem de magnitude que o parametro geométrico pequeno, ou seja,
0s problemas sao equivalentes quando as solugdes do problema original convergem



33

para a solucao do problema homogeneizado para valores suficientemente pequenos
do parametro geométrico.

3.2 Meios com estruturas heterogéneas

Um meio heterogéneo é caracterizado pela variagao de suas propriedades fisicas
ao longo de sua estrutura. Em particular, um meio periddico é caracterizado pela
composicao da sua estrutura pela reproducao periodica de um elemento recorrente
chamado de célula basica ou de periodicidade (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989).
Seja e um parametro geométrico pequeno, 0 < ¢ < 1, 0 qual especifica globalmente o
comprimento do elemento recorrente e indica a existéncia de duas escalas estruturais
(micro e macroescala). A partir deste elemento é constituido uma estrutura unidimen-
sional de comprimento unitario e e-periédico. Como a estrutura é periddica, ao realizar
o estudo do comportamento local em cada elemento recorrente, € possivel estender
tais resultados, para a estrutura como um todo. Definimos assim uma nova variavel,
y = x/e € [0,e7!], na qual y € chamado de variavel microscépica, rapida ou local, que
descreve o comportamento local do meio, em contraste com a variavel = € [0, 1] que é
chamada de macroscopica, lenta ou global. Fendbmenos que ocorrem em meios micro-
heterogéneos sdo geralmente modelados por equagdes em derivadas parciais com
coeficientes rapidamente oscilantes obtidas a partir de leis de conservacao, relacdes
constitutivas ou de fechamento, que satisfazem certas condigdes de contorno, inici-
ais, de contato ou periodicidade (LOGAN, 2004). Um exemplo classico € a equacao
eliptica que descreve um campo térmico estacionario:

i (@) = s, (3.1)

a*(xz) = a(z/e) = a(y) € o coeficiente de condutividade na posigao z, 1-periédico com
respeito a y, positivo e limitado; f(z) € a densidade de fonte de calor localizada na
posicao x; e u¢ é a temperatura na posicao x para cada ¢ fixo. A 1-periodicidade em
y € verificada como segue. Temos por definicdo, que o coeficiente é e-periddico. Logo
a®(z) = a*(z + €), 0 que é equivalente a a(y) = a(y + 1) por :

a(y):ag(x):ag(:v+5):a($j8> :a<§+1> =a(y+1).

3.2.1 Definicoes preliminares

Ordem: Seja uma fungdo ¢: Q2 x £ — R, ¢°(x) = p(z,e), sendoz € 2 C Re
e € E € (0,1). Considere ainda que ¢* = B.(£2) um espago normado e ¢° definida
para cada ¢ > 0 suficientemente pequeno. A notagdo ¢° = O(¥(x,¢)), enquanto
e — 0% na norma de B.(f), significa que existem constantes M, ¢, > 0, tais que
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ol 5o < MYl 5_ () PAra 0 < e < £, . Em particular, ¢° = O(e") é equivalente
a [|¢fllp. ) < Me" para e > 0 suficientemente pequeno, e n € N (BAKHVALOV;
PANASENKO, 1989).

Expansao assintoética (EA) e solucao assintotica formal (SAF): Seja a fungao

¢° e uma série assintética da forma Zaigi(x,a). Dizemos que esta série é uma

expansao assintética (EA) da funcao ¢°, se para todo N existe um M,, tal que para
cada m > M, cumpre-se, na norma de B., com e — 0",

— Zeigi(x, ) = 0(eV),

isto é, temos a igualdade assintética ¢ (z, <) Za gi(z,¢)

Agora, vamos considerar, para cada € > 0 fIXO a equacao diferencial
Lou = f, (3.2)

na qual £5:B,. — Bs.,u® € By. € f € By, sendo B;. € By. espagos normados e L¢
um operador diferencial. E chamado de solucéo assintética formal (SAF) de (3.2) a

assintdtica,
= elui(x,e),
=0
onde u; € By, tal que paratodo N € N, existe um M para que a relagao,

Lu™ — f = O(N), (3.3)

seja satisfeita para todo m > M com ¢ — 0" na norma de B,., em que u™ Z e'u,.

Se L£° € um operador linear e existe uma estimativa [[u°[|; < c1e® HfHB2 onde
c1 > 0 e ¢, sao constantes independentes de ¢, entdo segue a partir, da equacao (3.3),
que para todo N € £ existem um M tal que [[u™ —w*||, = O(e"), com e — 07, para
todo m > M, e consequentemente, a solugéo assintdtica formal «(>) é uma expanséo
assintotica da solugao exata v do problema: u* ~ u(> (BAKHVALOV; PANASENKO,
1989).

Lema 3.1 Sejam F(y) e a(y) > 0 funcdes diferenciaveis e 1-periddicas. Uma

condicao necessaria e suficiente para a existéncia de uma solugao 1-periddica N da
1

equacao LN = F é que (F(y)) = / F(y)dy = 0, onde (.) denota a média integral
0

e o operador LN é dado por LN = (d/dy) (a(y)dN/dy). Ainda mais, tal solugao 1-

periddica é Unica salvo uma constante aditiva, ou seja, N(y) = N(y) + C, onde N é
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uma solucdo 1-periédica de LN = F tal que N(0) = 0, e C é uma constante arbitraria
(BAKHVALOV; PANASENKO, 1989).

3.2.2 Ideia geral do MHA

O MHA consiste em aproximar a solucao exata «© do problema original com coefi-
cientes rapidamente oscilantes por uma série assintdtica da forma u(>) em poténcias
de ¢ denominada SAF, é dado por:

> s
u(oo)(x’g) = nguk(ma y)? Y= gv (34)
k=0

na qual, u; sao funcdes 1-periddicas em y. Substituindo a expansao dada na equacgao
(3.4) em (3.1), levando em conta a regra da cadeia dada por:

L (e 2) = (M+M)

dx 5 Ox Ay (3-5)

y=x/e

Agrupando as poténcias de ¢, igualando a zero seus coeficientes, temos uma
sequéncia recorrente de problemas para os coeficientes das poténcias de ¢:

e 2 Lyuy =0,
—1
e Lyyur = —Lyyug — Ly,
0
g EyyUQ = _nyul — £ywul - 'Cmcuo + f(l’),
1
e 1 Lyyuz = —Lygyug — Lyzus — Loz,
Assim, sucessivamente, até obtermos para o termo n-ésimo

n. —
IS £yyun+2 - _Exyun+1 - £ymun+1 - £mzun7

com o operador diferencial

Lop= 5% (a(y)%) ya,B € {z,y}. (3.6)

A partir destes problemas, de modo recorrente obtemos a equagao do problema
homogeneizado, o coeficiente efetivo e a solugao do problema local, sendo estes re-
sultados importantes para a construcao da solugao assintotica formal.

3.2.3 Formalismo do MHA na Equacao Eliptica

Para ilustrar o MHA, considerando o problema original constituido, para ¢ fixo, pela
equagao eliptica (3.1) definida para todo = € Q = [0, 1], e que satisfaz as condigdes de
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contorno «°(0) = u®(1) = 0, ou seja,

d (., du®\
o (a (x) dx) = f(x),z € Q’ (3.7)
u?(x) =0,z € 00

o coeficiente a° € C*(Q) é uma fungéo s-periddico em z, estritamente limitada, ou seja,
existem a;,a, € R tais que 0 < a; < a® < ay < +o00. Além disso, consideramos f €

C(€). Propomos uma solugéo assintética da solugao de (3.7) da seguinte maneira:

’LL(Q)(JZ,E) - Uo(l‘,y) + €U1(ZL’,y) + €2U2<J],y)7 Yy = gu (38)

em que u,; sao funcdes 1-periddicas em y. Ao substituir a assintética (3.8) na equacao
do problema (3.7),

(00 e + 2o + o)) - f =0, @9

e aplicando a regra da cadeia em (3.9), obtemos:

(5 + 250 ) o) (52 + 257 ) (wnlou) + s + )] - 2) 0. @10

dx ' edy dx ' edy

Desenvolvendo os termos e agrupando os de mesma poténcia, teremos:

(] (2 () o) 5 o)

— O(e). (3.11)

Para que «? seja SAF de (3.7), devemos obter g, u; e u, de tal maneira que seja
satisfeita a seguinte sequéncia recorrente de equacgodes:

g2 % (a(y)%—?) =0, (3.12)
—1 . 0 8uo 0 (9u0 0 3u1 -
e E (a(y)a—y) + a_y (a(y)%> + a_y (a(y)a—y) =0, (3.13)

s (a5 )+ o (a5 ) + o (a5 ) + 5 (a0 52) - s - 0174)

as quais correspondem aos termos que nao se anulam quando ¢ — 0.
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Considere agora que as variaveis = e y nas equagoes (3.12)-(3.14) sao indepen-
dentes. As equacoes (3.12)-(3.14) sao complementadas com condigdes de contorno
determinadas a partir da aplicacao de (3.8) nas condicdes de contorno dadas em (3.7),
ou seja:

u?(0,€) = ue(0,0) + cuy(0,0) 4 %us(0,0) = 0, (3.15)

u?(1,¢) = ug <1, é) + euq (1, %) + e%u, <1, é) =0. (3.16)

Assim, as condi¢oes de contorno para (3.12)-(3.14), respectivamente, sao:

U()(O, O) = Up (1, é) = 0, (317)
Ul(O, O) = U (1, é) = 0, (318)

Note que devido a 1-periodicidade de w;(z,y), i = 0, 1,2, com relagdo a variavel y, é
correto dizer que u; (1,1/¢) = w;(1,0). A partir das equagoes (3.12)-(3.14) complemen-
tadas das condicoes (3.17)-(3.19) estabelecemos os seguintes problemas recorrentes:

Eutto =0 (3.20)
p(0,0) = up(1,0) =0

£yyu1 = _Lwyuo — ﬁyxuo (3 21)
u1(0,0) = uy(1,0) =0 '

Lyyu2 = —Loup — Ezyul - Eyl"ul + f(x) (3.22)
u2(070) :u2<170) =0 ' '

Note que, para cada x fixo, os problemas (3.20)-(3.22) sao da seguinte maneira:

Y

LN =F,y e (0,1)
{ N(0)=0
naqual L = £,, e N = u,. A existéncia e a unicidade das fung¢des u; solugdes
1-periddicas em y de (3.20)-(3.22) sao garantidas mediante ao Lema apresentado
anteriormente.
Do problema dado em (3.20), segue que:

0 Guo

temos a garantia da 1-periodicidade de y pelo Lema. Assim, de integrar (3.23) resulta
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que:
8u0

a(y)a—y = p(x), (3.24)

e ainda, sendo a(y) > 0. Isolando a derivada de u, temos:

Oug _ pl) (3.25)

By aly)

De modo a obter p(z), aplicamos a (3.25) o operador de valor médio, obtemos:

0=up(x,1) —up(z,0) = /o %dy, (3.26)

devido a 1-periodicidade de u, com respeito a y. A partir disto, podemos concluir que:

1
1
p(x ——dy =0= p(z) =0, (3.27)
@ [ iy =0 (o
. U dy -
pois / @ > 0. Logo, substituindo (3.27) em (3.24) resulta que:
0
8u0 B aUO .

e assim podemos concluir que u, nao depende da variavel rapida y, teremos,
uo(,y) = uo(x). (3.28)

Note que a equacao (3.28) também pode ser obtida diretamente do Lema. Com
efeito, sejam x € [0, 1] fixo e N(y) = uo(z,y). Ao aplicar o Lema em (3.23) segue que
existe wuy(z,y) solugdo 1-periédica em y, Unica salvo uma constante aditiva, ou seja,
uo(x,y) = up(x,y)+C(x). Em particular, observe que u, = 0 é solugdo de (3.23). Logo,
uo(x,y) = C(x), na qual, uy, ndo depende de y.

Dando continuidade & resolugao dos problemas recorrentes, ao substituir a
equacao (3.28) em (3.21), obtemos:

0 8u1 - da dU,Q

A equacao (3.29) complementada das condicbes (3.18) estabelece uma versao
atualizada do problema (3.21), ou seja,

Lyn = =Lyatto (3.30)
ul(O, 0) = O,Ul(l, O) = O
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Note que a partir do problema (3.30) se obtém uma solucao «; em termos de uy,
mas devemos garantir que esta funcao seja 1-peridédica com respeito a variavel y, e
para isso o Lema deve ser aplicado. Relacionando os elementos do Lema a equacao
de (3.30) temos que N = u; e F = —(da/dy)(duy/dx), portanto, para garantir que wu;
seja 1-periodica, a equacao

da dug
——— V=0 31
(G5 =0, 331)
deve ser satisfeita. De calcular o lado esquerdo de (3.31) temos:
Vda duyg dug [ da dug
——dy=— [ —dy=—(a(l) —a(0))=0 3.32
LR = ) =g e —ao) =0, (3.32)

pois a(y) € 1-periddico com respeito a y. Logo, a solugéo u; de (3.30) é 1-periddica
com respeito a variagao rapida y. Note que, por causa da forma de F para este
problema, podemos aplicar o método de separacao de variaveis (BAKHVALOV; PA-
NASENKO, 1989) e, assim, supor a solugdo u; da forma N;(y)(duo/dx). Logo, a
substituicao na equagao (3.30) resulta em :

d dNy\ dug  dadug
d_y (a(y>d_y) dr @%, (3.33)

colocando em evidéncia a derivada de u, temos:

dily <a(y>dd—]\; + a(y)> % 0. (3.34)

Levando em consideragao que dug/dx # 0, a equacao (3.34) satisfaz que:

d dN,
— — =0 3.35
a0 (a(y) T a(y)) , (3.35)
sendo esta a chamada equacgao do problema local, cuja solugcao 1-periddica existe, a
qual segue de aplicar o Lema com F' = —da/dy ao ser escrita como L,,N; = —da/dy.
Note que esta sendo construida uma SAF do problema original, e para obter u; é
necessario encontrar um N;(0) = 0 estabelece o chamado problema local.

d dNy
H:{@<MME;+Mw>QyG®J) 536
Ny (0) =0

O problema dado pela equacao (3.36) é resolvido integrando com respeito a

variavel y, obtendo
dN
aly)—, +al) = K. (3.37)

K € uma constante. Isolando a derivada de V; (y) levando em consideracao que a(y) >
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0 temos: N -
1
L= _1, 3.38
dy  a(y) (3.38)

na qual, ao calcular a média em ambos os lados da equacao (3.38), obtemos o valor

de K: N, "
(o) = ) 639

No(1) = Ni(0) = K <$ - 1> , (3.40)
1 -1
na qual obtemos:
K ={a(y)™")"' =7, (3.42)

sendo @ o chamado coeficiente efetivo. Da substituicao de (3.42) em (3.38) e inte-
grando ambos os lados da mesma obtemos:

Ni(y) — Ni(0) = /0 ’ (% _ 1) ds, (3.43)

que, pela condicao do problema dado em (3.36), a solugao do problema local é dado

por: R
M(y) = /Oy (% - 1) ds, (3.44)

portanto, a solucao u; é determinada como:

v/ a
Atualizando a equagao do problema (3.22) substituindo (3.28) e (3.45) observando
(3.37) e (3.42), temos:

9 ( )% — —af )d2u0_ ()@%
oy ayay g T dy dx?
2 (ay) N (y)) T
dy a\y) i1y du?
_d*u d d*u
=~ — WM + /(@) (3.46)

Logo, ao aplicar o Lema na equacao (3.46) a fim de garantir a existéncia da solugcao
uq, 1-periddica com respeito a y. Vamos relacionar os elementos de (3.46) ao Lema,
temos que N = uy e F = —a(d*ug/dx?) — (d/dy)(a(y)N1(y))(d*ug/dx?) + f(x). Portanto,
para que uy seja 1-periédico com relagao a variavel y, a seguinte condigao deve ser
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satisfeita:
2y d du,
= (~al - LN+ @)

- (a2 - (LM T2 ) + o)
— L ),

ou seja, a condicao para que exista u, solugao 1-periddica com relagao a variavel y de
(3.22) é que exista ug solugcao de

2
_d*uy
dx?

= f(=), (3.47)

que é chamada de equacao homogeneizada. Note que a partir desta equacao po-
demos determinar o primeiro termo u, da assintética (3.8), cuja obtencao ainda nao
tinha sido definida explicitamente. Assim, a equacao (3.47) complementada com as
condicoes (8.17) atualizada por (3.28) estabelece o chamado problema homogenei-
zado,

2U
{dcizﬁo = f(@),z € (0,1) (3.48)
o(0) = 0, (1) = 0

E importante salientar a relevancia do problema homogeneizado, pois este des-
creve o comportamento do meio homogéneo equivalente ao problema heterogéneo
original, e ainda, a partir dela determinamos os demais coeficientes da EA da solugao
do problema original, os quais detém informacdes da heterogeneidade microscopica
do meio. Agora, para obtermos u,, vamos substituir a equacao dada em (3.47) em
(3.46), obtendo assim:

0 8uz d d2U0
il ) == N —_— 3.49
5o (0052 ) =~ e G (3.49)
na qual a equacao (3.49) é resolvida da mesma maneira que (3.35), logo € obtido o
ultimo termo da solugao assintotica formal u,. Primeiramente, propomos que a solucao
uy seja da seguinte forma N (y)d?uq/dx?. Logo, de substituir (3.49) e colocar a deri-
vada de u, em evidéncia obtemos:

d% [a(y) (dd—]ZZ + Nl(y)” 65520 = 0. (3-50)

Vamos supor que d?ugy/dz? # 0, assim teremos o segundo problema local:



42

{% [a(y) (dd—];f + Nl(y))] =0 (3.51)

cuja solugdo 1-periédica é garantida pelo Lema ao ser escrita como L,,N, =
—(d/dy)(a(y)N1(y)) onde F' = —(d/dy)(a(y)N:(y)). Realizando os mesmos passos
feitos em (3.35)-(3.44), na qual obtemos a constante:

Ky = (Mi(y))a, (3.52)

obtida através do calculo da média da condigao do Lema. Assim, N, € dada por

vl = [ () o5 - Mie)) . (3.53)

e, portanto u, sera da seguinte maneira:

uate) = T2 [ () =05 - M) ). (354

Note que a equacgao (3.53) pode ser obtida diretamente de (7.13) identificando
apropriadamente o termo independente F' do Lema. Logo a solucao exata do pro-
blema homogeneizado sera:

d3u0

u(z,e) = _Sa(y)Nl(y)W- (3.55)

3.3 Combinacao do MHA com a Transformada de Laplace na
equacao parabolica
Agora, vamos apresentar a resolucao da equacao do calor através da combinacgao

de dois métodos: a transformada de Laplace com o MHA. Seja o problema de valores
inicial e de contorno com a equacao do calor dado por:

du* 0 o, out B .
ot ox (’f (z) 8$) = f(t), (z,1) € (0,1) x R}

u(0,t) = uf(1,¢) = 0,t € xR*
u(z,0) =0,z € [0, 1]

(3.56)

O primeiro passo para a resolugao através desse método € aplicar a transformada
de Laplace £{-} com relacdo a variavel temporal em (3.56):

L{aaf} —ﬁ{% (k%@%f)} = L{f(t)}, (3.57)
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na qual iremos obter o seguinte resultado:

d

s = (2,0) = - (kﬁ(@cg) _7 (3.58)

A fim de facilitar a notagao vamos usar u* = v, e aplicando a condigao inicial na
equacao (3.58)

. d dv®\ &
80" — — (k(m) dx) = f. (3.59)
Atualizando o problema dado em (3.56), teremos:
. d dv®\ &
T e (k<x> da:> = (3.60)
v¥(0,s) =v°(1,8) =0

Agora através do MHA, vamos propor uma expansao assintotica da solucao de
(3.60) da seguinte forma:

,0(2)<x’ 878> = 'U0<.§C,y, 8) + 61}1(1’, Y, 8) + €2U2($,y, 8)7 Y= 57 (361)

v;, © = 0,1,2 sao fungdes 1-periddicas com respeito a y. De maneira analoga ao que
foi feito no exemplo anterior vamos substituir a equacao obtida em (3.61) na equagao
(3.60) e aplicando a regra da cadeia, teremos uma sequéncia de equacgoes recorren-
tes, uma para cada poténcia de ¢,

e 2 Ly =0, (3.62)
et Lyvo + Lyzvo + Lyyvy =0, (3.63)
€0 Lo.vo + Loyv1 + Lyzv1 + Ly va + sv9 — f=0, (3.64)

as quais correspondem aos termos que nao se anulam quando ¢ — 0*. A partir das
equacoes complementadas com suas condi¢des de contorno, estabelece os seguintes
problemas recorrentes:

£yyU0 - 0 7 (365)
06(0,0) = vp(1,0) = 0

Eyy'Ul + EszO + ‘CWCUO =0 , (366)
v1(0,0) = v1(1,0) =0

ﬁyyUQ + Ewrvo + ﬁmyvl + Eyzvl - 5% — f_ =0 . (367)
v1(0,0) = v1(1,0) =0
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De maneira analoga a segao anterior conseguimos concluir que vy(z, y, s) ndo de-
pende de y
vo(z,y,s) = vo(x, s). (3.68)

Agora substituindo o resultado obtido em (3.68) em (3.66) teremos o0 nosso pro-
blema atualizado , logo a solucao de v, sera:

(3.69)

[,yyﬂl = —/;yxvo =0
v1(0,0) = v1(1,0) =0

a solucao de v, é determinada como:

62}0 Y ]AC
vi(z,y,8) = %/0 (m — 1) dt. (3.70)

Podemos observar que estamos em um caso similar ao encontrado pela equacao
(3.45), a unica diferenga obtida aqui € o termo para encontrar v,, sendo assim o de-
senvolvimento é analogo aos resultados encontrados anteriormente.

Logo teremos que vy € N sao respectivamente as solu¢des dos problemas homo-

geneizado e local:
~ d2UQ

svo(z, 8) — kW = f,x €(0,1), (8.71)
d dN dk
¥ (Hy)@) — -2 N =0 (3.72)

na qual & é o coeficiente efetivo e y = z/e (a variavel microscopica). Porém obtemos
esta solucao no espacgo de Laplace. Através da transformada de Laplace inversa
obtemos a solugado assintoética do problema original, dada por:

(9u0

(1) _ i ]
ut(x,t,e) uo(x,t)+€N<€> o (3.73)

3.3.1 Exemplo numérico

A fim de avaliar o desempenho do método da homogeneizagao assintética com-
binado com a transformada de Laplace, apresentamos resultados obtidos através de
um exemplo numérico. Seja k(y) = 1 + 0.25 cos(27y), e a fonte f(t) = e .

Através dos resultados apresentados em (3.73), considerando a expansao as-
sint6tica de primeira ordem:

8u0

1 _ L\ gt
u uo(x,t)+5N1(E> . (3.74)

vamos obter:
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e Coeficiente efetivos:

=)
I
|3
. (@)

(3.75)

e Otermo N, seréa:

)
1 3
— arctan (\/%‘0&11(7@)) —y,se 0<y<1/2
m

Ni(y) = 0, sey =1/2 . (3.76)
%arctan (@tam(wy)) —y+1,se 1/2<y<1

e O termo ug, como:

uo(x,t) = L7 [ve(w, 8)] (3.77)
s h 2y ¢ — senh 2(x—1)
" ? . sen { kx} s;n s{\/; x } .79

Devido a dificuldade de inversao de forma analitica, utilizamos o algoritmo de in-
versao de Talbot Fixo, dado em (2.22) (ABATE; VALKOG, 2004).
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Figura 9: Variagao do coeficiente de condutividade, para diferentes valores de ¢.
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4 METODO MULTICAMADAS DE ADVECGAO-DIFUSAO

4.1 Introducao

O método multicamadas da advecc¢ao-difusao (ADMM, ver: COSTA et al. (2006))
€ um método baseado em transformadas integrais desenvolvido dentro do contexto
da modelagem da dispersao de poluentes para resolver de forma semianalitica pro-
blemas com condi¢des de valor inicial e de contorno para EDPs com coeficientes
continuos. Foi relatado por MOREIRA et al. (2010) que o ADMM produz estimativas
da solucao de tais problemas que sao tao precisos quanto os obtidos através de outros
métodos baseados em transformada integral como o GILTT (técnica da transformada
integral de Laplace generalizada, de MOREIRA et al. (2009)), mas com custo com-
putacional notavelmente menor. Esta ultima caracteristica € essencial em situagdes
da vida real que requerem estimativas rapidas (idealmente em tempo real) e precisas
da solucao. O ADMM é baseado em uma aproximacgao constante por partes dos co-
eficientes variaveis e da aplicacdo da transformada de Laplace. Entdo, o problema
original com coeficientes continuos é aproximado por um problema com coeficientes
constantes por partes, o que facilita a provisdo de estimativas da solugao do pro-
blema original e também expande o escopo das aplicacdes do ADMM para modelar
o comportamento de qualquer meio heterogéneo. Claramente, quanto mais fina for
essa aproximacao constante por partes, mais precisos serao os resultados, mas mais
esforco computacional sera necessario.

Neste capitulo, iremos apresentar um problema de difusao de multicamadas
usando a transformada de Laplace. Vamos considerar o caso mais geral na qual
as condi¢cdes de contorno nao sao homogéneas e sim fungdes arbitrarias que variam
no tempo. Seguindo o procedimento de solugao sugerido em (RODRIGO; WORTHY,
2016), em vez de aplicar a transformada de Laplace a cada equacao de difusao e
tentar encontrar uma férmula geral de inversao de Laplace, primeiro vamos considerar
um problema de difusdo de uma camada com condigdes de contorno que envolvem
funcoes dependentes de tempo arbitrarias e resolver este problema completamente
com a transformada de Laplace. Em seguida, expressamos o problema de difusao
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em multicamadas como uma sequéncia de problemas de difusdo de uma camada
com condicOes de contorno apropriadas que possuem fungdes arbitrarias dependen-
tes do tempo. Usamos a solucao analitica do problema de uma camada para encon-
trar a solugao do problema de multicamada, determinando as fungées dependentes
do tempo através das condicdes de interface.

4.2 Formulacao matematica de um problema de difusao em multi-
camadas

Um problema de difusao de multicamadas é definido da seguinte maneira. Seja «,
b € R, naqual a < b, e supondo que temos uma particao,

a=rg<rT1<...<xN_1<TN=D,

no intervalo [a,b]. Em cada subintervalo [z,,_1,z,], n = 1,..., N, vamos considerar a
EDP, ,
ou, 0% uy,
5 = kn R (x,t) € (Tp_1,Tn) X Ry, (4.1)
e L
= — 4.2
kn Ar) k(x)dz, (4.2)

para cada funcao u,, n = 1,..., N. Além disso, as condi¢oes iniciais sao:
Un(2,0) = fo(x),x € (X1, 2], (4.3)

paratodon =1,...,N. E as condicoes de contorno sao dadas por:

ous(a 1) + B9 0, 1) = (1)1 € B,
a’U,N
yun(b,t) + 05 =(b) = h(t),t € Ry, (4.4)

nas quais «, 3, ~, € § sao constantes que satisfazem:
lal + 18] >0, [y|+16]>0.

E teremos as seguintes condi¢coes de continuidade na interface em z = x,, n =
1,...,N—1:
un(xm t) = un—&-l(xm t),t eRy,
8un aunJrl
kpn—> (xp,t) = kpy1———
ox ( ) o
Para determinadas funcoes fi,..., fn, g € h, queremos encontrar a solucao formal do

(Tn,t),t € R, (4.5)
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problema (4.1)-(4.5) usando a transformada de Laplace.
O problema (4.1)-(4.5) pode ser escrito como:
(
aail _ /ﬁ%“;, (2,1) € (20, 21) X Ry,
uy(z,0) = fi(x),z € [x0, 1], (4.6)
auy (o, t) + G2 (w0,1) = g1(1),t € Ry,
k19 (z1,t) = hi(t),t € Ry,

\

( ou,, 9%u,,

ot - nWa (I,t) S (xn—lyxn) X R—i—a
Un, (37,0) = fn(x),x € [xn*hxn]v (47)
kn B (2,-1,t) = gu(t),t €Ry, (n=2,...,N — 1)
\ kn i (2, t) = hy(t),t € Ry,
(Ou P*u
Y = kn a$é\]7(wﬂt) € (wN—l?xN) X R-l-?

ot
uN(x O)—fN( )71:6 [mN—be]a (48)
kN (xN 17t):gN(t)7teR+7
\ WN(fNa t) + 0% (xn, 1) = hn ().

As funcdes g, € h,, n =1,..., N sao definidas como:

g(t) se n=1,
n(t) = 4.9
9ul) kn%(xn_l,t) se n=2,...,N, 49)

ou,,
h(t) se n=N,

respectivamente. Segue de (4.5) que:
gn(t) = hp1(t) (n=2,...,N), (4.11)

isto é, as fungdes g, n = 2, ..., N sao especificadas uma vez que as fungdes h,,, n =
1,...,N — 1 sdo determinadas. Note que ¢;(t) = g(t) e hn(t) = h(t) sdo as condi¢cdes
de contorno (4.4). Assim, nosso objetivo € encontrar h, paran = 1,...,N — 1 de tal
forma que as condig¢des de continuidade,

Un(Tpy ) = Ups1(Tn,t), tERL (n=1,...,N —1), (4.12)

sejam satisfeitas.



Podemos ver de (4.6)-(4.8) que cada problema é da forma:

ou 0%u

o k@; (2,1) € (a,b) x Ry,

u(z,0) = f(z), x € la,bl,

oula 1) + B9 (a,1) = gl1), 1 € R,

Julb 1) + 0040, 1) = h(t), 1€ Ee,
T

4.3 Solucao do problema de difusao para uma camada
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(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

Portanto, primeiro sera resolvido este problema de difusao de uma camada (4.13)-
(4.16), e entdo sua solucao sera usada para resolver (4.6)-(4.8) em cada camada,
com funcgoes fixas mas desconhecidas h, paran = 1,..., N — 1. Finalmente, serao
usadas as condi¢cées de continuidade (4.12) para assim determinar essas funcoes
desconhecidas.

Nesta secao, usaremos a transformada de Laplace para resolver o problema de

difusao de uma camada.

Aplicando a transformada de Laplace (4.13) teremos:

ou 0%u
E{a} —“{w}’

_ d*u
su(zx,s) —u(z,0) = k@’
substituindo a condigao inicial (4.14) em (4.18):
_ d*u
st(z,s) — f(z) = kﬁ,
d*u s _ f(x)
a2 FY =T

Para resolver (4.20), vamos usar a seguinte notacao:

7"=— e Z=1u(zs),

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)
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Inicialmente, consideramos a equagao homogénea que através do polinémio carac-
teristico, fornece duas raizes reais e distintas, cuja solucao geral da EDO homogénea
é:

7 = AreVit 4 Bre Vit (4.23)

que pode ser reescrita da seguinte maneira:

up(x,s) = Acosh\/%:v + Bsenh\/%:c, (4.24)

A e B sao constantes arbitrarias que podem depender do parametro s. Através do
método de variagao dos parametros, vamos obter a solugao particular:

w0 xf(y)senh\/%@—y)dy, (4.25)

a solugao geral € dada através da soma da solugao do problema homogéneo com a
solucao particular:

u(z,s) = Acosh\/%x + Bsenh\/% - % / f(y)senh\/%(x —y)dy. (4.26)

Derivando a solucao geral (4.26) teremos:

du S S S S
i A\/gsenh\/gx + B\/%cosh\/%x (4.27)

Por conveniéncia e generalizagdo vamos introduzir uma notacao vetorial e vamos
utilizar p = (o, 8) e ¢ = (v, 9), e através da solugao geral e sua derivada reescrevemos:

u(y, s) = <cosh\/%y, \/%senh\/%y) , (4.28)
v(y, s) = (senh\/%y, ﬁcashﬁy) ) (4.29)

ou S ov S
o 5) = \/%J(y, ) S = \/;u<y7s>. (4.30)

Agora vamos aplicar a transformada de Laplace na condi¢cao de contorno (4.15):

Segue que:

al {u(a,t)}—i—ﬁﬁ{%(a,t)} =L{g(t)}, (4.31)

i(a,5) + B (a,5) = 3(s), (4.32)
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na qual g(s) € a transformada de Laplace de g. Substituindo (4.26) na (4.32), teremos:

a (Acosh\/ga + Bsenh\/ga — \/% aa f(y)senh\/%(a - y)dy)
+3 (Aw / %senh\/%a + B\/%cosh\/%a — % /aa f(y)cosh\/%(a - y)dy) = g(s).

(4.33)
A ((a, B) (cosh\/%a, ﬁsenhﬁa)) + B ((a, ﬂ)(senh\/%a, \/gcosh\/%a) = g(s),
(4.34)

podemos reescrever em forma vetorial como:
Ap,u(a,s)) + B (p,v(a,s)) = g(s). (4.35)

De maneira analoga vamos aplicar a transformada de Laplace na condi¢ao de con-
torno (4.16), teremos:

yLA{u(b,t)} + 0L {%(b, t)} =L{h(t)}, (4.36)
~ du -
~yu(b, s) + 5%(1), s) = h(s). (4.37)

Através da substituicao de (4.26) e (4.27) em (4.37), vamos obter:

1 b

Vks Ja

Podemos escrever (4.35) e (4.38) em forma matricial como:

(p.u(a,s) (p,v(a,s)) <A> | ) 4.39)
(q,u(b,s)) (g,v(bs))) \B h(s) + = [, F(y) (g, v(b —y,5)) dy.
naqual {.,.) é o produto escalar usual em R?. O determinante A(s) associado a matriz
apresentada em (4.39) é:

A{q,u(b, s)) + B (q,v(b, s)) = h(s) + f) (g, v(b—y,s))dy. (4.38)

A(s) = (pula, s)) - (g, v(b; ) = (p,v(a, 5)) - {g,v(b, 5)) - (4.40)



Através da matriz podemos escrever em forma de sistema, como:

{ Ap, u(a, s)) + B (p,v(a, s))
Alg, u(b, s)) + B (g, v(b, 5)) = h(s)

isolando B na primeira linha do sistema, teremos:

g(s) = A(p,u(a, s))

b= o s)

substituindo na segunda equacao, teremos:

g(s) = A(p,ula, 5))
{p,v(a, s))

Algyutt.9) + ( ) {a.0tt.s)

b
= h(s) + is/a f() (g, v(b—y,s))dy,

Vks

podemos reescrever cComo:

Alg, u(b, s)) (p,v(a, s)) + g(s) (¢, v(b, s)) — A(p,ula, s)) (g, v(b, 5))

= hgw (0, 0(a, 9)) + (p, v(a, 5)) % / £(9) g v(b — v, 5)) dy,

colocando A em evidéncia teremos:

A({p,ula, 5)) {q,v(b, 5)) = (g, u(b, s)) (p, v(a, s)))

1,%/& f(y) (p,v(a,s)) (q,v(b—y,s))dy.

= g(s) (g, v(b. 5)) — h(s) {p,v(a,s)) — N/

Assim teremos:
AA(s) = g(s) (g, v(b, 5)) — h(s) {p,v(a, s))

—J% / £(9) 9, v(a, )} (g, v(b — v, 5)) dy.

Dividindo ambos os lados de (4.46), vamos obter A:

4 9 (g 0(b ) Bls) (b v(a,s)
A(s) A(s)

1 b
Ve / £(9) (. v(a,9)) (g v(b — . 5)) dy.

Para determinarmos o valor de B basta substituir (4.47) em (4.42):

54

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)



1 b
o [ 1) vt (oo =250 dy

Substituindo (4.47) e (4.48) na solucao geral (4.26), teremos:
a(z,s) = (3(s) (@, v(b, 5)) — R(s) {p,v(a, )

1 b S
" [ 56 rota,5) (a0l - .5) - ) h\/;x
T (—g(s) (g ulb, ) + B(s) (p. u(a, )

+\/1k:—s/abf<y) P ula, ) (g, v(b =y, 8)) dy s s) Senhﬁ

1 X
— senhy | —(z — vy)dy.
T / f() \/;( y)dy
Reescrevendo teremos:

g(s) (q,v(b, 5)) cosh/Zx B h(s) {p,v(a,s)) cosh\/3x
A(s) A(s)

1 b 5
ST 10 (e 0,000 =y sy

_g(s) {q, u(b, S)>senh ix N h(s) {p,u(a,s)) senh\/%x
A(s) k A(s)

1 b S
+m /a () {p, u(a. 5)) (g, v(b =y, 5)) dysenh\/;x

_\/% /j f(y)senh\/%(x —y)dy.

Vamos usar a seguinte propriedade:

u(z,s) =

S

¢(z,y;s,7) = (r,v(y, s)) coshy /kix — (r,u(y, s)) senh P
Reescrevendo (4.50) usando a propriedade (4.51) teremos:

g(s)p(x,bis,q)  h(s)p(x,a;s,p)
A(s) A(s)

u(z,s) =

o(z,a;s,p) [° ] b -
N VEs.A(s) /a F) g, v(b—y,s)) dy — NS /a f(y)senh\/;(x — y)dy.
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(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)
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E assim, para reduzir (4.52) vamos denotar:

V(z,s)=— anp/f (g, v(b—y,s))dy

1 * S
= / f(y>senh\/g(x — y)dy, (4.53)

com isso, conseguimos reescrever (4.52) da seguinte maneira:

9(s)o(x,b;s,q)  h(s)(x,a;s,p)
A(s) A(s)

+V(x,s). (4.54)

u(zx,s) =

A inversao da transformada de Laplace (4.53) e (4.54) sera obtida através de uma
série de lemas (RODRIGO; WORTHY, 2016). Assumimos que existe uma sequéncia
nao nula {sx},-, que satisfaz:

Alsy) =0, Alsy) 0 (k=1,2,...). (4.55)

Esta sequéncia é analoga aos autovalores quando se usa a separagao de variaveis
para resolver um problema homogéneo.

Lema 4.1 Seja s, 2,y € R e r € R% Teremos:

gb(:c,y;s,r) = <’I",U(y—[L‘, S)) ) (456)

em que ¢ é dado em (4.51).
Aplicando o Lema 4.1, podemos reescrever (4.54) da seguinte maneira:

. __S(q,v(b—x,s)>_—8<p,v(a—x,s)> (o s
i(e,) = gls) g S SRR T ). (487)
Multiplicando e dividindo por s, teremos:
R g (q,v(b—x,8)>_8—8 (p,v(a —z,8)) (o s
u(:c, 8) - g( ) 8A<S) ( ) SA(S) + ( ) ) (458)

Vamos reescrever (4.54) na forma dada em (4.58) e vamos introduzir os termos
g'(t) e W' (t) dentro das integrais quando aplicamos o teorema da convolugao (4.58).
Além disso, vamos dividir as integrais em (4.53) e de aplicar o Lema 4.1, obtemos:

l’ D(x,a;8,p)P(y,b; s, A(s)senh x—y
_/ P P)®(y 5_1() Vil
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- [ P Db g, (4.59

Lema 4.2 Seja s, x,y € R. Entao:

A(S)Senh\/%(x —y) = —¢(z,a;5,p)0(y, b;5,q9) + &y, a; s, p)p(x, b 5, q). (4.60)

Aplicando o Lema 4.2 e 0o Lema 4.1 em (4.59), vamos obter:

p, ,8)) (g, v(b =z, 5))
/ fu wf_ A(s) W
- / f(y) » ’U(a_x\’/%iq(;s(b_y’s»dy. (4.61)

Assim podemos inverter a solugao para o problema (4.13)-(4.16) encontrando as
transformadas inversas de Laplace (4.58) e (4.61). Ainda, quando usamos o simbolo
O, queremos dizer que s — 0.

Lema 4.3 Vamos supor que (4.55) é verdadeiro. Entdo para qualquer z,y € R e

t € Ry, teremos: : )} (e ola )
—1 p,U(ZE,S Q7U yas . T
‘C { ( ) } - G( 7y7t)7

VEsA(s
em que,
Gl y.1) = Gola,y) +Z€ yk_z@ oy, 20)) (4.62
e
(p,v(z,5)) (g, v(y,s))
Colet) =4 5 O( ) <Se p e _<O(1>)>’ 1
’ D,V q,v\y,s D, v\T,8))(q,vY,s)) 4
lli%\/; Als) 5¢ VEsAGs) | © (S(>4.63)

Assim, aplicando a transformada de Laplace em (4.61) e usando o Lema 4.3, tere-
mos:

'U(x,t)—_/xGo(a—y,b—m,t)f(y)dy—/ Gola —z,b—y,t)f(y)dy
* b
B / Gola = y.b—2)f(y)dy - / Gola —2,b—y) f(y)dy (4.64)

Skt
Z%A, oy (0ol — . 5) /f (p,v(a =y, s))dy
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—Z ww(sw P vl 2 6) / F) @, vlb =, su)idy

Queremos que Go(a —y,b—x) = Go(a — x,b—y). Isto é evidente quando G, € zero
em (4.64). Através do Lema 4.2, podemos observar que:

A@wmm¢§@—yw=—@mm—xﬁ»@mw—yw»

+ (p,v(a —y,s)) (g, v(b—1xz3)). (4.65)

Entao,

. s (p,v(a—y,s )>< ,ub—x,5)) s (p,v(a—x,5)) (¢, v(b—y,s))
i /2 o ~ i/ B

+lim fsenh\[x— y) = lim \/;p’ vla x’sz(i‘)]’”(b_y’s)), (4.66)

que completa a prova. Além disso, do Lema 4.2, juntamente com (4.55), teremos:

(p,v(a =y, s;)) (g, 0(b = 2,55)) = (p,v(a —x,5)) (g, v(b =y, 55)) - (4.67)

Assim,

b
v(a—:z:,sj)>/ f() (g, v(b—y,s;))dy
b
_ / F) (p.v(a—x,5)) (g, 0(b —y,5,)) dy
b
_ / F(©) (p.v(a—y,s)) g, 0(b = x,5;)) dy

b
v(b—1,5,)) / £() (po(a—y,5,)) dy.

Portanto (4.64) € simplificada como:

v(z,t) = —/ Gola —z,b—y) f(y)dy

f fy y,83)>dy
; \/k:_s]A’ (s;) "t {q,v (b—z,s))). (4.68)

Lema 4.4 Vamos supor que (4.55) é verdadeiro. Entao para qualquery € R, ¢t € R,
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e r € R?, teremos:

()

sA(s)
em que,
Fly, t:7) = Foly; e 0y, 55))

Y, ,7’) 0(y7 T) + Z SjA/(Sj) ) (469)

e
o (ruly, ) (ro(y,s)) _ (1
-] G s T =0 () 470)
’ . {8(7%@(% 8))] (ro(y,8)) _ <1)
s—0 0s A(s) SA(S) 52

Do Lema 4.4, temos:

-1 { {g,v(b— %S»} = F(b—w,tq),

sA(s)

= { {p, viaAzSi;’ 5)) } = F(a—x,tp).

Assim, pelo teorema da convolugao, a transformada inversa de Laplace de (4.58)

u(z,t) = /0 Fb—z,t—7;9) g (7) + g(0)do(7)] dT

- /0 Fla—a,t —7ip) [W(r) + h(0)5o()] dr + v(x, 1),

na qual J, é o delta de Dirac, centrado em zero. Isto implica que:

u(z,t) :/0 F(b—x,t—7;9)¢ (7)dr + g(0)F (b — x,t;q)

—/0 F(a—x,t — 7;p)h/(1)dT — h(0)F(a — z,t;p) + v(x, ),

através das propriedades da fungao delta de Dirac. Integrando por partes, teremos:

u(z,t) = F(b—x,0;q)g(t) + /0 DyF(b—x,t —735q)g(7)dT

—F(a—x,0;p)h(t) — /Ot DyF(a —x,t — m;p)h(T)dT + v(x, 1), (4.71)

em que D; denota a derivada parcial em relagéo ao j-ésimo argumento. De (4.69),

teremos:
(g 0(b =2, 55))

F(b—1x,0;q) = Fo(b— x;

( z, 7Q) 0( Q:7Q)+Z SjA,<Sj) )

Jj=1
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v(a — z,s;))
s;A(s5) ’

F(a—x,0;p) = Fo(a — x;p) +Z Lk

DaF(y tir) = 3 ot 00 80))

= A'(s;)
Assim (4.71) pode ser expressa como:
= g(t) + [} s;e5Dg(r)dr
u(e.t) = Fob— mia)g(t) + 3 LI TIIOAT iy
SjA (Sk)

> h Y s.esi () dr
~Fyfa—zip)h(t) = (t)”‘fff,(s) T vl 2, 5) + V(a.)
— Rt = i a)g(0) + 3 - {anolb — 2.5 @.72)
~Fila = 5 phE) = 3 Ao (vl = 2.5 + V(a1
sendo U; o operador definido por:
U;o(t) = ¢(t) + /O spe (1) dr. (4.73)

Portanto (4.72), junto com (4.68), é a solugao formal do problema (4.13)-(4.16).
Para uso posterior, introduzimos o operador linear T por:

Tih(y. i) = F(y,0;7) / DaF(y.t - 737)h(7)dr. (4.74)
Assim sendo, (4.72) pode ser expressa alternativamente como:

4.4 Solucao para o problema de duas camadas

Nesta sec¢ao, usaremos o procedimento detalhado na seg¢ao anterior para resolver
o problema de difusdao para duas camadas. Isto €, tomando N = 2 em (4.6)-(4.8)
vamos considerar:

0?
t=higg (@) € (0,m) xRy, (4.76)

ul(xv ) = fl(x)u ZAES [1’0,1‘1], (477)

ou

ot



u
aul(x07t> + B_:L‘<'T07t) = gl(t)7 te R—i—a

]fl—x<.f(]1,t) = ]’Ll(t)7 t e R+,

ou 0%u
8_252 = k287227 (,1) € (w1,72) X Ry,

uy(7,0) = fo(z), x € [21,72),

au2

k
O

(I’l,t) = g2<t), t e R+,

dusy

’Y’L@(.T}Q, )+5a (

Tg,t) = ha(t).
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(4.78)

(4.79)

(4.80)
(4.81)

(4.82)

(4.83)

Seguindo o0 mesmo procedimento que na secao anterior, obtemos as solucoes
gerais de (4.76) e (4.80):

1 x
1 (z, s) = Ajcosh, /kilx + Bysenh kilx ~ s 5 f(y)senh, /kil(x — y)dy,

/ 1 vz /
Uy = Agcosh, /k%:c + Bsenh k%:c — \/ﬁ/m f(y)senh k;%(x —y)dy.

Derivando (4.84) e

du [s [s [s [s
1— k—lsenh klx—i-Bl k—lcosh k?1

Por conveniéncia e generalizagdo vamos introduzir uma notagao vetorial:

(4.85), teremos:

\/_ ( )cosh\/k?(x —y)dy.

o
24 /ESG”}“ / kQ:v + By, /k—2003h1 / k2

—— / f<y>cosh\/,§2<x — )y,

P11 = (0475)7 D2 = (07/{2), q1 = (Oakl)a q2 =

E assim, vamos definir as funcoes g, € h,, paran = 1, 2.

gn(t)—{ g(t) sen=1

kp%a (g, t) se n=2.

" Oz

(7, 9).

(4.84)

(4.85)

(4.86)

(4.87)

(4.88)

(4.89)
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% =
ho(t) = {kn 2 (r1,t) se n=1 (4.90)
h(t) se n=2.

E através da solucao geral e sua derivada, teremos:

)= (et o s[5
1= (e o e [53). ws
- :(mhf Rt
11 (s [ [ [ ws

Agora vamos aplicar a transformada de Laplace na condigao de contorno (4.78),
teremos:

(4.91)

(4.93)

oL {ur(ao, O} + BE {%(az t)} _ {00}, (4.95)
atiy(xg, s) + B%(Ig,t) = q1(s) = g(s), (4.96)

Substituindo (4.84) e (4.86) em (4.96), teremos:

a(Alcosh\/kzlmojLBlsenh\/kElxo / fily senh\/>(x0— )dy)
( \/—senh\/7x0+31\/7605h\/>x0— / fily cosh[(mo— )dy)

= g(s). (4.97)
A (<a, 8) (h\/k:x \/];nh\/k:)>
+B( o f (nh\f x\f h\/]: x>): 3(s). (4.98)

conseguimos reescrever (4.98) na forma vetorial, como:

Ay (p1,ui(xo, s)) + By (p1,v1(x0, 8)) = g(9). (4.99)

Aplicando a transformada de Laplace em (4.79), teremos:
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B (0, ) = (o), (4.101)

substituindo (4.86) em (4.100), teremos:

s
1 senhy | a1 + Byy | coshy [~ hy |2 (a1 — y)d
( " sen klasl + By " cos klxl /ﬁ . fi(y)cos " (1 —y) y)

—n(s) (4.102)
Aq (| (0,kq) ( coshy | —x1 + —senh 1:1 +By | (0,k1) | senh :L‘l—i- cosh xl
k1 Ky ky Ky

- 1 M™ S
=hi(s)+— [ fily)cosh,[-—(x1 —y)dy, (4.103)
k1 Jao ky

conseguimos reescrever (4.103), como:

A1 (g1, ur(21,5)) + By (g1, v1(21, 8)) = ha(s)
1 1
V le x0

Escrevendo em forma matricial (4.99) e (4.104) temos:

CmmwwbﬂmM%@U(m):( 91(s) )
(1, ur(w1,5)) (g, v1(21,8)) By hi(s) + \/liTs fxxol fi(y) {qu, vi(z1 — y, 8)) dy,

+ [1(y) (g, vi(21 =y, 8)) dy, (4.104)

(4.105)
O determinante de (4.105) é:

Ai(s) = (p1,ur(zo, 8)) (g1, v1 (21, 5)) — (p1,v1(20, 5)) - (@1, v1 (21, 5)) - (4.106)

Aplicando a transformada de Laplace em (4.82),

(9u2
koL a—x(iﬁ'b t) o =LA{g0)}, (4.107)
du, _

ko —— dr (z1,8) = ga(s), (4.108)

substituindo (4.87) em (4.108),
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[s
( 24 /k—Qsenm / kal + Bg, /l{:—2cosh1 / k2$1 k2 N fa(y)cosh k—z(h — y)dy>

= ¢ (4.109)

Aoy <(O, ks). (co:sh1 /kixl, kisenh1 /k:%xl>) +
B, ( (0, k2). (senh,/ LT cosh1 [ — ? x1>) = ), (4.110)
2

conseguimos reescrever (4.110) na forma vetorial, como:

AQ <p2, U2($1, S)> + BQ <p2,’l}2($1, 8)) = gg(S). (41 1 1)

Agora vamos aplicar a transformada de Laplace na condigao de contorno (4.83):

L {uaten O + 60 { G2 ) | = £ {halt). (4.112)

Vio(s, 5) + 572 (2, 5) = (). (4.113)

Substituindo (4.85) e (4.87) em (4.113), teremos:

<Agcosh1 [ —xo + Bgsenm [ — xz fg( )senh, / ( )dy)
2 kQS T
[s [s [s [s [s
< k—Qsenh xg + By k:_QCOSh s — Xy — k:2 5 fo(y)cosh E(IQ — y)dy)

= ha(s) (4.114)

Ay [(’Y, J) (cosh\/kzxg, \/kzsenh\/kzg;z)] +
{ 7,0 (senh\/> [cosh\/;m2)1 —
\/%/: fz(y)senh\/%der —/xl foly COSh\/;(gj2 —y)dy (4.115)

Logo reescrevendo em forma vetorial:

Ay (qa, ua(w2, 8)) + Ba (g2, va(2, 5)) = ha \/—/ f2(y) (g2, v2(22, 8)) dy. (4.116)
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Escrevendo (4.111) e (4.116) em forma matricial:

<<p2,u2<a:1, ) (b2, valan, s>>) <A) _ ( g (5) )
(g2, uz(w2,5)) (g2, v2(x2,5)) )] \Ba2 ha(s) + =[5 () (a2, va(z2 — y, 5)) dy.
(4.117)

e o determinante de (4.117) sera:

Ay(s) = (p2, ua(w1, 5)) (g2, v2(72, 8)) — (P2, va (w1, 8)) . {qa, v2(2, 5)) - (4.118)

Através da matriz (4.105) podemos escrever a matriz em forma de sistema, como:

{ Ay (p1, u1(zo, s)) +Bi 1 (p1, v1(zo, 5)) = G1(9),
Ay <Q1,U1(9€1>5)> + By <Q1701($1, )> =h ( ) 1 . f (y) <Q1,U1($1 —-YS )) dy,
(4.119)
~g1(s) — Ai (p1, ua (o, 8))
B v (o0,s) (4.120)
substituindo (4.120) em (4.119), teremos:
Al 1, U1(T1, S gl(S) _Al <p1’U1($O’S)> 1,U1\T1, S
(ofaon o) + (22 L0 (g 0, )
— (s wc—/ 1) {qn, va(@ — 1, 9)) dy, (4.121)

podemos escrever como:

A1 (g1, wa (21, 8)) (p1, v1(20, 8)) + (91(5) — A{p1,wa (20, 5))) (q1, vi(21, 5))

— 10 (s) (1, 01 (20, ) + (pr, 120, 9)) % / " h ) qu e — s dy. (4122)

Colocando A; em evidéncia teremos:

Ay (= (p1, ur (o, 8)) (qu, v1 (21, 8)) + (q1, wa (71, 5)))

= —gl(s) <(]1,U1(l'1, S)> + hl(s) <p1; Ul(w()? 8))

T {pr, 0n (20, 5)) % / U H ) @ nlan — g, ) dy, (4.123)

Ay ({p1, w1 (7o, 5)) (g1, v1(71, 5)) — (g1, u1 (1, 5)))
= g1(s) = ha(s) (p1, v1 (o, 8)) — (p1, v1 (o, 8))

\/% / fiy) (i, vi(z1 = y. ) dy, (4.124)




podemos reescrever (4.124) como:

A1A1(8) = 9_1(5) <Q1,U1(x1, 5)> - h_1<5) <P1,U1($07 3)>

— (p1,v1(70, 8))

Vs /“ 1) (g, vi(z1 =y, 8)) dy.

Para obter A, basta dividir ambos os lados por A (s).
91(s) (g, vi(z1,8))  Pa(s) (p1, vi(wo, 8))
Aq(s) Ai(s)
1 .

—(plavl(«'fo?s» M) ins o fi(y) (a1, vi(z1 — 9, 8)) dy.

A1:

De maneira analoga, vamos obter:

—g1(5) {qu, ur(z1,8)) | hi(s) (p1,ui(xo, s))

Bl - AI(S) + AI(S)

+ (p1, w1 (o, 5)) m /gc1 f1(w) (g, vi(2r — v, 8)) dy.

Substituindo (4.126) e (4.127) na solugao geral (4.84), teremos:

ur(x,5) = (91(s) (g, v1 (21, 8)) = ha(s) (p1, v1(0, 5)))

T / 0 o) - a1 = 0.9) dy) Af(s)com\/%x

(=g1(s) {qu, ur (1, 8)) + ha(s) (pr,ua (0, 5))

+
1 o 1 s
+ Vs /{CO J1(y) (p1, ui(xo, 5)) - (g1, v1i(z1 — ¥y, 5)) dy) AL(s) o

1 . [ s
_\/ﬁ fily)senh kz_l(x —y)dy.
o

Reescrevendo (4.128) teremos:

g1(s) {(q1, v1(x1, 5) cosh,/ ) (p1,v1(xo, 8) cosh1/

i) = A AG)

_A(—kl/xo fi(y) (pr, vi (2o, 8)) (g1, vi (21 — v, S)>dy005h\/]:

a1(s) (q1, u1 (1, 5)) ] h (5) (p1, u1(o, 5) senh[

_ Bl
AL (s) T Ai(s)

66

(4.125)

(4.126)

(4.127)

(4.128)
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1 2 :
+m /xo fi(y) (1, wi (o, 5)) (@1, v1 (21 — ¥, 5)) dysenh\/kilx

1 s
i) fl( )senh, | k—l(:v —y)dy. (4.129)
Vamos reescrever (4.129) usando a seguinte propriedade:
d(x,y;8,1) = (r,v(y, s)) cosh, /kia: — (r,u(y, s)) senhy | kix (4.130)

Logo teremos:

iz, 5) = 91(5)@5(15 1‘1;8 @)  h(s)e(x, zo; s, p1)

A A1(8>
\/%UZ 22) / fi(y) {ar, vi(z1 =y, 5)) dy
_\/ﬁ / fl(y)senh\/kzl(:c —y)dy. (4.131)

E assim, para reduzir a expressao (4.131) vamos denotar:

‘_/1(%8) = \/ZT:EOZ; P1 / fiy) (g, vi(z1 — y, 8)) dy
L[ figyseniy [ (@ - g (4.132)
Sen —(x — , .
Vs Ja ! o Y
com iSs0, conseguimos reescrever (4.131) da seguinte maneira:
— gl(s)gb('xvml;saql) B1(8)¢($7$0357p1)  /
= — . 4.1
U1 (37, 8) Al(S) A1(8> + %(l’, S) ( 33)

De maneira analoga ao que foi feito anteriormente, vamos encontrar A, e B,
através do sistema obtido da matriz (4.117):

Ag (p2, ug(z1,8)) + B2 <p2jv2(371> s)) = g2(s)
(y)

{A2 (2, u2(2, 5)) + B (g2, v2(2, 5)) = ha(s) + 2= [ 2(y) (g2, v2(22 — 9, 5)) dy.
(4.134)

Isolando B, em (4.134),
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logo:

Ay DNo(s) = Ga(s) (g2, va(2, 5)) — ha(s) (P2, va(21, 5)) — (P2, va(21, 5)) -

= / " () o, vala — 9, ) dy. (4.136)
A — 92(s) (g2, v2(x2, 5)) ha(s) (P2, va(@1, 8)) — (P2, v2(1,8))
2 As(s) As(s) '
% / " Jay) (s valwa — . ) dy. (4.137)

Da mesma maneira que foi feito anteriormente teremos:

ByAs(s) = —ga(s) (g2, ua(w2, 5)) + ha(s) (D2, us(z1, 5))

n wlc_ / " ) (oo a1, 8)) (s va(s — v, 8)) dy. (4.138)
_ 52(8) (g2, ua(x2, 5)) ha(s) (pa, uz (21, 5))
Bz = As(s) + A(s)
e )1 = " ) (oo a1, 9)) e, va(2 — 9, 9)) dy. (4.139)

Substituindo (4.137) e (4.139) na solucao geral (4.85),

(. 5) = (92(5) (g2, v2(22, 5)) = ha(s) (P2, va(1, 5))

/ " fay) (o v, ) (g valz — . 5)) dy) !

Vs Ay(s)

h\/k: T (= ga(s) (g a2, 8)) + Fa(5) (pay us(a1, 5))

K= / o) (s ualin, 1) (g vl ys>>dy.§@.senh\/g>

—\/@/ fz(y>86nh\/k:2<w—y)dy. (4.140)

Reescrevendo (4.140) usando a notacao apresentada pela propriedade (4.130)
teremos:

fa(, 5) = g2(s)o(x, x2; 8, ¢2) B ha(s)@(x, 1; 5, pa)
2 ’ AQ(S)

As(s)
(25(117 T1;S8 pz
\/EAQ / f2(y) (g2, v2(22 — y,5)) dy
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1 2 B
Vo /yg1 f2(y)senh\/k:2(x —y)dy. (4.141)

E assim para reduzir a expressao (4.141) teremos:

‘72(9373): ¢(x a:l,spg/ Ja(y) (g2, va(w2 — 4, 8 )>dy

Vkgs.Ao
[ paysenny | @y (4.142)
— sen —(x — , .
kQS z1 2\ k’g yey
com isso, reescrevermos (4.141) como:
_ Go(8)0(x, w258, q2)  ha(s)p(w, 2158, p2) |
= - . 4.14
U2 (‘T’ 8) AQ(S) AQ(S) + ‘/2(17, 3) ( 3)

A inversao da transformada de Laplace sera obtida através dos Lemas 4.1, 4.2, 4.3

e 4.4. Vamos assumir que existe uma sequéncia nao nula {sﬁ”} e { (2)} , que
j=1 j=
satisfaz:

Dy=0, A #£0 (4.144)

No(sP) =0,  Ay(s'?) # 0 para (j=1,2) (4.145)

Aplicando o Lema 4.1, de (4.133) teremos:

_ _ ) ol —25)  hals) prulm—2s) oo
mle ) =N AR

E aplicando o Lema 4.1 em (4.143) teremos:

_ _ 92(5) (@2, va(z2 — 2,5))  ha(s) (payva(m1 —28)) | o
o) =R Mo e D

multiplicando e dividindo por s (4.146) e (4.147), teremos:

_ _ sqi(s) (g, v —a,8)) shi(s) (pr,vi(wo —2,8)) | - s

ul(l’ﬂs)_ $A1<S) SAl(S) +‘/1( ) )7 (4148)
e

- _ 592(s) (g2, va(w2 — 2, 5)) sha(s) (p2, va(1 — 2, 5)) | s

Up(,s) = A (5) 2 (s) +Va(z,5).  (4.149)

Agora vamos aplicar o Lema 4.1, em (4.132):

Y ¢(, 2o; 8, p1)

‘/1(3775) = \/HAl / fl Q17U1 xry—vy,Ss )) dy



1 o1 S
_\/ﬁ /xo fl(y)senh\/k:l(x —y)dy,

podemos reescrever (4.150) como:

‘71(36,5) — () oz, zo; s, p1)0(y, 2158, q1)dy

o \/%AI(S)
n fi (y)senh\/k:i (z —y)dy
- /wo Vkis ’

logo teremos:
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(4.150)

(4.151)

_ /1‘1 fi(y)d(z, zo; 8, 1)y, x1; 8, q1) + Al(s)senh\/kzl(a: —y)dy

o)== | NEEINE
_ “ fiy) (@, wo; s, p1)- Py, 213 8, 1) dy
o \/%A1<8) ‘

De maneira analoga para (4.142), teremos:

Vo(z, s) =

(4.152)

i [ FoW) (21 5,p2) 0y, 225 5.2) + Da(s)senhy [ (x — y)dy

1 \/@A2(S)

o v f2(y)¢<x733155>p2)¢<y;l’235,fh)dy
1 V k2SA2<S)
Aplicando o Lema 4.2 em (4.152) e (4.153) teremos:

‘_/1(% 3) o /a: f1<3/)¢(x, Zo; s,p1)<b(y,x1; s, Ch) — ¢(g;, xo; S,p1)¢(y,x1; s, Q1)

\/%Al(s)

¢(y7 Lo, Sup1)¢(x7 x5S, QI) \% kISAl(S)dy
[ [iy)e(x, wo; s, p1) By, 215 s, 1) dy

\/@Al(s) 7

- " Loy, o; s, p1)d(w, 158, q1)
‘/l(xa S) - /xo \/%Al(gﬂ dy
[T AWl xoi s, pr)d(y, 2135, qu)dy

T \/%Al(s) '

Agora vamos aplicar o Lema 4.1, em (4.155),

7/ _ xfl(y) <p1,vl(a:0—y,s)> <QhU1(IE1—x,s)>
Vi(x,s) = /xo ThoAnls) dy

(4.153)

+

(4.154)

(4.155)
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“ fi(y) (pr, vi(wo — 2, 8)) {qu, vi(w1 — ), 8))
_ i \/@Al(s) dy. (4.156)

De maneira analoga faremos para (4.153), teremos:

_/m L)o@, 2155, p2) Py, X235, g2) D2, 7135, p2)P(y, 25 5, G)
\/@Az(s) \/@Aﬂs)

(b(y?xl? S p2)¢(5’3 r15 8, QQ> " f2(y)¢(x7$17 57p2)¢(y7 T2; S, qQ) dy (4157)

d _
+ Vs (s) V250 (s)
/ fa(y y,$1;3ap2)¢($7$2;37%)dy
\/@Az(s)
w2 f2 )¢($ Ty; S p2)¢<y7 T2; S, QQ)
dy. 4.158
: NNE ’ (#158)
Agora vamos aplicar o Lema 4.1, em (4.158):
_ /x fo(y) (P2, va(21 — y, 8)) (g2, v2(22 — 2, 8)>dy
\/@Az(s)
2 fa(y) (p2, va(21 — 2, 5)) (g2, V2 (12 — ¥, S)>dy. (4.159)

- z \/@ANS)
Assim, podemos inverter a solucao para o problema (4.76)-(4.83) encontrando as
transformadas de Laplace inversa das equagoes (4.148)-(4.153).
Aplicando a transformada de Laplace em (4.156), através do Lema 4.3 teremos:

L7 {Vi(z,8)} = Va(x, 1), (4.160)

1 <p1,1)1(l‘0 _y78)> <q17U1($1 -, S)> _ _ T1 — 1
E { \/%Al(s) } = G(xo Y, T ,t), (4161)
Efl { <p1,U1(ZL’0 - f/y%iqll(i:;l(xl - Y, S)> } _ G(.CCO —z,r — y,t), (4162)

na qual conseguimos reescrever (4.156) como:

_ /x [i(y)G(xo —y, 21 — x, t)dy — /11 f[i(y)G(xo — x, 21 —y, t)dy. (4.163)

Aplicando (4.62) podemos reescrever como:

v1<x7t>:—/$f1< ). (Go(xo—y,m—x )+ 3 Sl ‘kyljﬁf iq;;iz;m—x,sj)))
0 J=1 Vv J J
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— € ! {pr,vi(@o — ,85)) (@1, 01 (@1 — ¥, )
f1 (Goxo—l’l’l—y‘i‘ )
/ le \/klsjA’(sj)dy

através do produto e organizando os termos de (4.164), teremos:

(4.164)

T 0 esit
=— | fW)Go(ro—y, 21 —2)dy — ) ———=r—(q1,01(71 — 7, 55))
/cco ; \/k18jA/<Sj) I

/ *prun(zo — y.5,) fuly)dy — / " Golwo — 1 — y) fuly)dy—

o

Z €5 <p17;;i;(20/(_5% 5i)) /ac1 (g1, v1(21 — ,57)) fr(y)dy. (4.165)

Reescrevendo (4.165) e organizando os termos, teremos:

Vil t) = / Golzo — y, 21 — ) fuly)dy — / ' Golwo — 7,11 — ) Fuly)dy

€Sjt
_Z\/FSJ-A'(SJ)@M /fl (prs v1(z0 =y, 55)) dy
=1

_ZFA’ <p1’U1 /fl (qr,v1(x1 —y,s5))dy.  (4.166)

Queremos provar que Go(zg — y,x1 — x) = Go(xg — x, 21 — y). Isto € claro quando
Gy € nao nulo em (4.63). Através do Lema 4.2 podemos ver da aplicagao dos lemas
que:

O(x,b;5,q) = (g, v(b—x,59)), (4.167)
—o(z,a;8,p) = — (p,v(a—x,9)), (4.168)
Oy, bis,q) = {q,v(b—y,s)), (4.169)
¢y, a;5,p) = (p,v(a—y,s)). (4.170)

Reescrevendo os termos do Lema 4.2, teremos:

As)sent (e =) = = (p.vla =250 (a:000 - .9)
+ <p,’U(CL - Y, S)> <qa U(b - T, S)> <p7 U(CL — Y, 8)) <Q7U(b - T, 3)>
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= (p,v(a —x,s)) (q,v(b—y,s)) + A(s)senh\/%(x —-v), (4.171)

dividindo ambos os lados da equacgao por A(s), teremos:

(p,v(a —y,5)) (g v(b = 2,5)) _ (p,v(a—15)){g o=y s)

A(s) A(s)
+senh\/§(x —y). (4.172)
Multiplicando ambos os lados de (4.172) por \/%
S <p7 v(a - Y, S)> <Qa U(b -, S)> _ S <pa U(CL — &, 8)> <Q7 ’U(b - Y, S))
\/% A(s) B \/; A(s)

+\/%senh\/§(x —v), (4.173)

calculando o limite de (4.173), teremos:

: 8<p,v(a—y,8)> <q,1}(b—l’,8)> _ 1 8<p,’l}(&—.1',8)> <Q7U<b_y>s)>
hm\/; = hm\/;

s—0 A (S) s—0

logo teremos:

: S <p,v(a—y,s)) (q,v(b—m,s)) : S <p,v(a—:v,s)) <Q7U(b_ya 3))
lim \/% = lim \/; , (4.175)

s—0 A(S) s—0

com isso, temos a prova de que:
Gola—y,b—x) = Gola — x,b —y). (4.176)
Através do Lema 4.3, juntamente com (4.146), teremos:
(p,v(a—y,s5)) (g, v(b—x,5;)) = (p,v(a—=,55)) (¢, v(b -y, 55)) . (4.177)

Agora, vamos tomar o ultimo termo de (4.166), teremos:

<P17711(370 - 1’755'1))> /:1 fily) <917U1(901 - Y 5§1))> dy
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:/ fily p1,U1 0—$73§1))><611,U1(9€1—%55-1))>dy

:/ fily p1,U1 (o — ¥y, s §1))> <Q17U1($1_$75§1))>dy

Il
/\

x1
oo =) [ 50 (o o))

Logo, teremos:

<p1,vl(xo — s\ ))> /:1 fi(y) <q1, vi (71 — Y, 8§1))> dy

= <ql,v1(a:1 —x, 8;1))> /xl fily) <p1, v (o — ¥, s§1))> dy. (4.178)

T

Através de (4.166):

Vi =- [ " Golwo — g1 — 2) fuly)dy — / " Golao — w00 — ) fily)dy

s

2

st

o

simplificando (4.179), teremos:

RGEERED) [ 1) (proontan =57 dy

<p1, vi(a -z, 5)) / " h) (aon(er—y.5")) dy, (4.179)

2 fxo fily <P1, v1 (7o — v, 3§1))> dy
Vi(z,t) = —/ Go(xg — 21 — E
o j=1 kis (1 A (s 51))

68;1)t<q17v1(x1—x,5§_1>)>. (4.180)

De maneira analoga ao que foi feito anteriormente, aplicando a transformada de
Laplace inversa em (4.159) e usando o Lema 4.3, teremos:

L7 {Va(z,8)} = Va(z, t), (4.181)
£t { (P2, va(1 — 31;%2?(7;32@2 —,5)) } =G(z1 —y, 0 — 1, t), (4.182)

e
L1 { (P2, va (21 — if/,%)zi?(?;f(@ —4,5)) } =Gz — 2,29 — Y, 1). (4.183)
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O qual conseguimos reescrever (4.159) como:

‘/2(3:’15> = _/ f?(y)G(ml — Y, Ty — dy / f2 xl —Z,T — yat)dyv (4184)

aplicando (4.62) podemos reescrever Como:

Va(z,1) = — /m fa(y) (Go(x1 Y, Ty — ) + Z e" (pa, va(w1 — ya;ﬁ)ﬁz;v;(xz —,5;)) dy)

— 9" (py, v3(1 — 2, 55)) (g2, V22 — ¥, 55))
fo(y). | Go(x1 — 29 — y) + i - Ty ).
- ( : D3 Vs (s y)
(4.185)

Através do produto, e organizando os termos de (4.185):

T > esjt
— | f(y)Go(z1 —y, w0 —2)dy — Y ——=
/xl ; V2 A (s;)

(g2, va(T2 — 7, 55)) /I (P2, v2(1 — ¥, 55)) faly)dy — /12 Go(r1 — 2,29 — y) fa(y)dy

Ze p27k1;292/(;z,8j)>/2<q2,v2(x —2,8)) foly)dy (4.186)

Reescrevendo (4.186) e organizando os termos, teremos:

Va(z,t) = /m Go(z1 — y, 22 — ) foy)dy — /1“2 Go(wy — x, 202 — y) fo(y)dy

Z \/WA' (s; <QQ,v2(w2 - x,s§2))> /’f fa(y) <p2,v2(x1 —y, 35.2))> dy
297 ] o

e 68‘7't /
- P2, V2 (T f2(y) (g2, va(z2 — 9, 84(2))) dy.  (4.187)
; \/kQSjA/(Sj) < J
Através do Lema 4.3, juntamente com (4.187), teremos:
(p,v(a—y,s;)) {q,0(b—x,5;)) = (p,v(a —,55)) (¢, v(b—y,5;)), (4.188)

agora considerando o ultimo termo de (4.187),

<p2,vg(a:1 —x, s( ))> /:2 fa(y) <q2,v2(x2 -, 3§2))> dy (4.189)

= [ ) {pter ) (st )



= /x2 f2(y) <p2,1)2($1 - y,s§2))> <QQ>U2(9E2 -, 85'2))> dy

— <QQ,v2(w2 —x, S;2>)> /z2 fa(y) <p2,1)2(x1 —, S§2))> dy.

xT

Logo teremos:

<p2,v2(x1 — sV ))> /:2 fo(y) <qQ, va (w2 — v, 8§2))> dy

— <q27v2(x2 —x,s§2))>/j2 f2(y) <p2,1)2($1 Y, S )>dy,

através de (4.187),
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(4.190)

Va(z,t) = — /I Go(r1 =y, 22 — ) fa(y)dy — /I2 Go(x1 — 2,20 — y) fo(y)dy

T T

(2)

, g ( ,3(-2))> /“” f2(y) <p27112(371 — Y, 3;-2))> dy
FA, ) (o 7

(2)

, V() :v,s(?))> /m fa(y) <qz,v2(x2 -, 8§2))> dy.
\/7A/ (2 <p2 J

T
J

Simplificando e organizando os termos de (4.191):

© f f2 <p2,1)2(351—y,8§2)

(4.191)

)>dy

Vo(z, t) = —/ Go(r1 —z, 29 — Z -

e kst A (52

esit <q2, vo(zg — x, s§2))> )

Através de (4.180), e usando o teorema de convolucao teremos:

ﬂ1($, S) _ 591(5) <q1, 'U;(zi(;)l‘, 3)> . 8h1(8) <p187211((1<;(; -, S)> n ‘71(:(:’ S).

Usando a seguinte propriedade:

teremos: s.F(s) = f'(t) + f(0) e também:

L u(z,s)} = u(x,t),

L7V (z,s)} =V(x,t),

(4.192)

(4.193)

(4.194)

(4.195)

(4.196)
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com isso, teremos:

£ {s31(5) Fi(s)} = / 61 () FO (t - 7)dr
= /Ot g1(1) + g1(0)0o(T) Fi (w1 — x,t — 75 v )drT, (4.197)

L7 {shi(s)Fi(s)} = /0 b (T)FO (¢t — 7)dr
_ /t 1 (7) + 7 (0)60(7) Fi (w0 — 2, £ — 72 p1)dr. (4.198)

Assim, reescrevendo (4.180), teremos:

(o, t) = / FO () — 2.t — 731) [6}(7) + 1.(0).0o()] dr

— /t FWD (2o — x,t — 7;p1) [R)(7) + hi(0)00(7)] dT + Vi(z,1). (4.199)
0

Na qual podemos reescrever como:

t t
ula, ) = / FO(z, — 2.t — 71 q0)g)(7)dr + / FO (@) — 2.t — 70191 (0)do(7)dr
0 0

n t
_/ FO(zg —x,t —7;p1).Ry(T)dr — / FO (2o — 2, t — 73 p1)h1 (0)6o(7)dr
0 0
et (4.200)

isto implica que:

t
uy(x,t) = / FO(zy —z,t — 7;q1).91(r)dT + g1 (0) FV (21 — 2,5 q1)
0

¢
—/ FO (2o — x,t — 75 p)) Ry (7)dT — hi(0)F Y (2 — 2, t:p1) + Vi(x, 1). (4.201)
0

Usando as propriedades do delta de Dirac, e integrando por partes teremos:
w=FY(x,—at—7:q1) du= Dél)F(l)(xl —x,t—T;q1,)

v=gi(t) dv=gy(r)dr.

Logo integrando por partes a primeira integral da equacao anterior, teremos:

¢
= FW(zy —z,t —7q) g1 (t) — / Dgl)F(l)(xl —x,t—7;q1)g(T)dT (4.202)
0
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e da segunda integral vamos denotar os termos da integral por partes como:
u=FY(zg—az,t—7:p) du= Dél)F(l)(xo —z,t—T;p1,)

v="hi(t) dv=hi(r)dr.

Logo integrando por partes a segunda integral da equagao anterior, teremos:
= F(l)(xo —x,t —T;p1)h(t / D(1 xo —x,t — 7;p1)h(T)dT. (4.203)
Logo fazendo as substituicoes conseguimos reescrever a equagao como:

ur(z,t) = FO (2 — 2,05 1) g1 (¢ / DVF —Tiq)g(T)dT

—FW (zg — 2,0; p1)hy (¢ / D F(I) —x,t —7yp1)hi(7)dr + Vi(z,t).  (4.204)

Na qual D; denota a derivada parcial com respeito ao j-ésimo argumento da
funcao. Através do Lema 4.4, teremos:

s <917 vi(21 — x, 3§1))>

FO (2 —2,0,01) = By (a1 —2501) + ) ~—7 55— (4.205)
o s; A (sj )
&) o) N <p1’ v(@o — 2, 3§l)>>
F (xO -, O;pl) - FO (.Z‘o - x;pl) + [OINTRO) ) (4206)
= s; A (sj )
o)
1) (1) — ¢’ t<(]1,1)1(1‘1 - S§1>)>
Dy FU (2 —w,t = 7q1) = —5 : (4.207)
j=1 A (Sj )
o)
(1) (1) < e (el — o)
Dy ' FY (xg —x,t —Typ1) = 0 . (4.208)
j=1 Al(s;7)

Substituindo os termos (4.205)-(4.208) em (4.204) teremos:

> e 55 <q1 vi(x; —x 3(-1))>
(1) ) ) J
ul(xvt): FO ($1—$7Q1)+ § : 1 1

si ()

g1(t)

1)

oo %t W
_/otZe <Q17U1(1’1 . )>g(7)d7

j=1
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(1)
> esjl t <p1,vl(x0 — ZL‘,S( ))>

— | AV (o —2,p0). Y ROFNRC] ha(t)
j=1 i i
5D
t [ o et <p1,vl(:1:0 — S§1))>
_ / 3 - hy (7)dr + Vi (x, 1), (4.209)
o \ 5= Al(s;7)

Arrumando os termos de (4.209), teremos:

00 t (1) S‘(th)
1 q(t) + [y 55 e g ()
ur(w,t) = B (a1 — 250001 (8) + Y S?1>;,(5<1>)
j=1 J J

dr <q1,v1(xl —x, S( ))>

< ha(t) + fy s\Mesny(7)
EOFNTRC
sj A(s;”)

Vi (2, 1). (4.210)

—Fél)(xo —x;p1)h(t) — dr <p1, v1(zo — , 3§-1))>

—_

j=

Vamos denotar U; o operador denotado por:

Ujo(t) = o(t) + /0 s;e*"Dg(r)dr, (4.211)

conseguimos reescrever (4.210) utilizando o operador (4.211), como:

- g(t)
ul(x,t) = FO( )(1'1 — X ql)gl + Z W <q1,v1($1 -, 5( ))>
j=1 ] A ( )
@ o U( )h1 (t) 0
—Fy (2o — x;p1)ha (t Z 1) <p1,vl(:c0 —,5; )> + Vi(z,t). (4.212)

J=1 5
De maneira analoga ao que foi feito para obtermos u,(x,t) sera feito para us(z, t),
logo teremos:

= U

us(,t) = B2 (9 — 23 qo)ha (t) + Z @;—2)) <q2,?12(a:2 -z, s( ))>

= UPn(t )
_FO(Z)(l’l — x;pa)h Z o Q)A’

j=1

<p2, va (1 — , s§2))> + Vo(z, t). (4.213)

Através da generalizacao dos operadores U}l) e UJ@) de (4.211), usando a condi¢ao
uy(z1,t) = Kyug(z, t) substituindo em (4.210) teremos:

U hy(t
K FéQ)(QC — 215 q2)ha (t) +Z(2)]—
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= Ut d
—Fé2)(x1_x1;p2 —i—zl @ Als ) <p2,U2(£C1—£U1, ; )>+V2(37 t)
j=15j
s g(t)
:F()()(xl—:vl,ql Jar (t +Z 1 <CI1,U1(931—£E1,3§1))>
j=1 5 AY( )
= UPh(t)
—Fo(l)(xo —x1;p1)ha(t) — T(l() <p1, vi(zo — 71,8 § ))> + Vi(z1,1).  (4.214)
J=1 7]

Reescrevendo (4.214) teremos:

o |k <Q2,U2($2 — T, s(-l))>
(2) . (1) . J (2)
KlFO (Q?Q - x17q2) + FO (LUO — $1,p1)i| hl(t) + ; |: 552)A5<S§2)) Uj hl(t)
(vt o) URO]
= squ)g(t
5§‘1)A/1(3§'1)) 0 1
= UMg(t)
+Z (1)] , ) <CI1>U1(0, 551))> -+ ‘/1($1, ) + KlF (0 pQ)h( )
j=15j Al(sj )
< b (oo a0.57)
P T ey M ) (4.215)
j=1 J 2\°j

Assim, temos a equacao integral linear para a funcao que dependem do tempo, 4
agora vamos resolver (4.215) para h;. Logo podemos escrever (4.215) como:

+§1[ U (1) + 5,0 (1)] = et (4.216)

na qual, os termos sao dados por:

<p1,1)1($0 - 5E1,3§'1))>
a; = , (4.217)

SO (0) [l F (2 — 13 00) + B (0 — w05 )]

Ky <qQ, Vo (T2 — @1, Sﬁl))>
b = . (4.218)

PN (s [leo(Z)(IQ —z1500) + By (w0 — 1’1%191)]

Aplicando a transformada de Laplace em (4.216), teremos:

L{h()} + i [ajc {U;”hl(t)} b {Uf)hl(t)}] — £ {c(t)} (4.219)
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5)+Z

j=1

sy (s - sPhy(s
a; (hl(s) ! h1(1))> +b; (hl(s) + -2 " <2))>] = ¢(s), (4.220)

S — Sg
podemos reescrever (4.220) como:

[1 = ()] hu(s) = &(s), (4.221)

s <@
Z [a] <1+ ()) + b ( j)] (4.222)

Aplicando a transformada de Laplace inversa, teremos:

na qual,

= =S (a4 0,)80() = > (agstVes " 4 byses™), (4.223)
7j=1

Jj=1

formalmente teremos:

hi(s) =

T—o() o(s) [L+os) + 62(s) +..] = c(t) + > ¢™(s). (4.224)

Na qual h; é dado pela série:
hi(t) = c(t) + (¢ xc)(t) + (@ + P c)(t) + . )+ ) (G xc) (4.225)
m=1

para m > 2, ¢,, & a convolugao de ¢ consigo mesma m vezes. Note que definimos
¢»1 = ¢. Resumindo, para a solu¢ao do problema de duas camadas (4.6)-(4.8) teremos
h, através de (4.225).

4.5 Solucao do problema de difusao para n-camadas

Vamos agora retornar ao problema de difusao de multicamadas (4.6)-(4.8). Se-
guindo de maneira analoga a notagao na secao anterior, vamos tomar as fungoes g,
e h, paran=1,..., N, da seguinte maneira:

t) se =1
) =4 9(t) n=1, (4.226)
koS (2n-1,t) s€ n=2,...,N,
uy =1,...,N—1
ho(t) = 4 Fnar (Tnt) € m =1, (4.227)
h(t) se n= N.
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A solucao geral da EDO ¢é obtida de forma analoga ao apresentado para uma
camada. Assim de forma geral para n camadas, denotando A = A,, e B = B,, teremos:

B S 1 n S
_ _ 4 /5 .5 I [ 2 (2 — y)dy. (4.228
Up(z, ) nCosh kn$+ Lsenh knx NI f(y)senh o (x —y)dy. ( )

Derivando (4.228), teremos:

8un A /—senm / —x + B,y /—cosh1 /

_k_n 5 fn( )cosh\/;n(:v—y)dy (4.229)

Vamos introduzir uma notacao vetorial, na qual vamos denotar:

B (o, ) sen=1, ~ J(O,k,) sen=1,...,N—1, (4.230)
=N 0 k) sen=2,... N, (+,6) sen = N. '

E através da solucao geral e sua derivada, teremos:

= (o5
" :(senh\f y,\/> h\/> ) (4.231)

Agora vamos aplicar a transformada de Laplace nas condi¢cdes de contorno, da
primeira condigao teremos:

aul

Of“l(xoy t) + B%(‘TO; t) = gl(t)7

al {uy(xo, )}+ﬁ£{am($07 )} =LA{q(t)},

P
ot (w0, 8) + B (0, 8) = () (4.232)
E da segunda condicao, teremos:

0
’)/UN(xN,t) + 5%(1’]\/,75) = hN(t)

Aplicando a transformada de Laplace,

2 {unta, 0} + 06 { G, | = £ (0),
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vin(zn, 5) + 5%7(xN, s) = hy(s) = h(s). (4.233)

Substituindo a solucao geral (4.228) e sua derivada em (4.232):

(A cosh\/7x0+B senh\/]:nxo NG 5 ( )senh\/kzn(x—y)dy) +
3 ([ Esent [+ 5, psh[xo__n o e )

=g(s (4.234)

Organizando os termos, conseguimos reescrever como:

Ap. pn, un(n-1,8)) + Bn (Pny Un(Tn_1,8)) = g(s). (4.235)

E da segunda condigao de contorno (4.233):

(A cosh\/:xl +B senh\/> Ty — fn( )senh\/kEn(x — y)dy) +
i (A seni [+ 5, [mﬁl L[ et [

= h(s) (4.236)

Organizando os termos, podemos reescrever (4.236) como:

Ay Gy Un (T, 8)) + By (G, Un (20, 5)) = h(s)

1 on

+
kns Je,_

Ja (W) {Gn, vn(2n — ¥, 8)) dy (4.237)

Escrevendo de forma matricial:

(<pn, wn(@01,8)) (P (1, s>>> (A) _ ( Gn(s) )
<Qna un(xnv 3)> <Qna Un<xm 5)> B, hn(s) + \/IiTs ff:,l fn(y) <Qm Un($n - Y, 3)) dy
(4.238)

Assim do determinante, teremos:

An(s) = <pna un(xn—la S)> <Qn7 vn(Im S)> - <pnv Un<xn—1a 3)) <Qna un(xnv S)a >
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Agora precisamos determinar as constantes A, e B,, através da matriz (4.238)
conseguimos escrever um sistema para encontrar as constantes,

( Au Py un(@a-1,5)) + B, <pn,vn<xn 1,5)) = Ga(s) )
Ay, <Qnuun($ms)>+Bn <Qnavn(xn75)>: mf;:lfn ) Qnavn( Tn — Y, )> dy

(4.239)

Isolando B,, na primeira equacao, teremos:

Bn _ gn(s) - An <pn7 un(xnfla 3)>’ (4240)

(Prs Un(Tn-1, 8))

substituindo B,, na segunda equacao do sistema:

A g () + (WS) e e

DPn, Un(wn—la 3))

In

\% n Tn—1

= B ( ) fn( ) <qnavn(xn - y78)> dyv (4241)

A Gy tn (n, 8)) + 9n(8) (@n V(@ns 8))  An (Pry Un(Tn—1, 5)) (G, Vn (T, 5))

<pn,vn(£(7n_1,s)> <pnavn(xn—173)>
= hy(s) + ; - " Fo(¥) (G, va(zn — ¥, 5)) dy. (4.242)

Multiplicando toda a equagao por (p,, vn(Tn-1,5)) :

A (G, Un(Tns 8)) (P Vn(Tn-1,5)) +Gn(5) (@n, Vn(Tn, 8)) = An (Pn, Un(Tn-1, 5)) (@n, Vn(Zn, 5))

= onl5). (P 00 (Tnmrs ) + Py U (T, 9)) j_ " F0) (s van — 9, 5)) dy,

(4.243)

colocando A,, em evidéncia:

An(<Qﬂ7 Un(xm S)> <pn> Un(x'ﬂ—lv S>> - <pn7 un(‘rn—b S)) <qn7 U”(J:n? S))

= —9(8) (@n> Va(Tn; 8)) + 1(S) (P, Vn(Tn-1,5)) + (P, Un(Tn-1,8))

! / " Fa() (s 0nn — 1, 8))y (4.244)

k,s
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podemos reescrever COmo:

AnAn<S) = gn(s) <Qm Un<17m S)> - B(S) <pm Un(xn—h S)>

L oY) (Prs Vn(Tn-1,5)) (Gn, Un(zn — Yy, 5)) dy. (4.245)

kns Tn—1

De forma analoga, para encontrar B,, seguindo do sistema (4.239), isolando o ter-

mos A,,, teremos: )
<pn7un(xn—la 8)>

substituindo A,, na segunda equagao do sistema, teremos:

_ 9(s) — By (pn, Un(xn_1,5))
(An B (pn, un(xn_l, s))

JRURHE

+ By, (G, Un (1, 8)) = h(s) + . N fo(W) (qn, vn(xn, — vy, 5)) dy, (4.247)

kns Je,_

reescrevendo a equagao anterior teremos:

gn(s) <QM un(xna 3)) B, <pn> Un(gjn—b 5)> <qn> un(xnv 3)>

<pnv Un(xn—la 3)) <pna un(xn—lv 3)>

1
Vk,s

multiplicando toda a equacao por (p,, u,(x,_1, s)), podemos reescrever COmo:

By (s 0 8)) = onls) + / Fal0) (s vnlen — g, )y, (4.248)

§n<5) <Qm Un(xm S)>_Bn <pm Un(xn—la 5)) (qn, un(xm 5)>+Bn (qn, Un(xm 3)) <pm un(xn—la 3)>

— Ton(5) (P (s 5)) + (Ps (Tt ) J% / oy (s vl — g, ) dy. (4.249)

Isolando o termo B,, teremos:

B, (<Qn7 Un(xm S)) <pna un($n—1> 3)> - <pnv Un(xn—la 3)) <QM un(xnv S)))

= gn(s) <Qna un(xna 3)> + hn(s) <pn> un(xnfla 3)>

! /xn Fa(y) (P> Un(Tn=1, 5)) (@n: V(20 — ¥, 5)) dy, (4.250)

Vk,s

+

Assim:

BnAn(s) = _gn(s) <Qm un(xna 3)) + hn(s) <pm un<xn—17 S)>
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+\/%/x Jn(y) (s tn(Tn-1,5)) (Gn, Un (2 =y, 5)) dy. (4.251)

Substituindo as constantes A, e B, na solucao geral (4.228), obtemos:

an(xv 5) = (gn(5> <Qn,Un(33n7 5)) - En(‘g) <pnavn(l’n*17 S)>

1 Tn 1 )
i) (¥) Prs Vn(Tn-1, 8)) (G Vn(Tn — ¥, 8)) dy) ) cosh\/l;nx

+ (—gn<s> (o (@ )} + Fon(5) Pyt (s, 8)) + % / " F () st )

senh

1 S
56" F /f Se”h\/k:n@—y)dy- (4.252)

Podemos reecrever:

Gn(8) (@n, Vn(n, 8)) cosh,/7-x }_L (8) (P> Un(@p—1,8)) cosh, /-

<Qna V(T — Y, S)> dy)

Un(7,5) = Aﬂ(g) A0S
_m /xn fn<y) <pna Un(xn—la 3)) <Qna ’Un(xn -, 3)> dyCOSh\/kEQT
Qn( ) (@ns Un(Tn, Senh\/_x $) (Prs Un(Tn-1, 8)) senh, /-
Ay A (s)
Fsenh\f [ 50 a5 ot = ) dy
_ﬁ / fn(y)senh\/kz(x —y)dy. (4.253)

Usando a equacao (4.129):

i (z, 5) = Gn(8).0(x, 203 S, qn) B B (8).0(2, 2158, )

An(s) An(s)
He, o p” / o) v =N dy=—= [ fuw)senh [-o = gy
" (4.254)
Para reduzir a equacao anterior vamos denotar:
_ o §n(5)¢($,l’n§3,%) _ Bn(5)¢(x>wnfl;s>pn> =
Up(z, 8) = A(s) An(s) + Vo (z, s). (4.255)

Na qual V,(x, s) é denotado por:

Vo(z,s) = — A, 2n- 1’Sp”/ T (W) {qn, vn(z0 — y, ) dy
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1 o s
/o /xn_l fn(y)senh\/k:n(x —y)dy. (4.256)

Agora vamos obter a solucdo da transformada de Laplace inversa através dos Le-

. . . N . ~ oo

mas 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4. Assim assumimos que existe uma sequéncia néo nula s§”)j:1
paran=1,...,N,

An(si) =0, ALY £0 (j=1,2,...). (4.257)

(
5j

Aplicando o Lema 4.1, em (4.255), teremos:

() = Gn(8) (s Va (@0 — 2,8))  hn(S) (Pns vn(Tn1 — 2, ) +Vo(x,5).  (4.258)

A,(s) A, (s)

Multiplicando e dividindo por s, teremos:

_ _ 5Gn(8) (gn, Vn(zn — 1, 5)) . §hn(8) (Pn; Va1 —2,5)) | s
Up(z,8) = A (5) 2 (5) + Vo(z,s). (4.259)

Agora vamos aplicar o Lema 4.1, em (4.256),

Vi) = “AEDSL) [ g ) o 5) d

- ' fn(y)senh,/i(x—y)dy, (4.260)
kns Tn—1 kn

pode ser reescrita da seguinte maneira:

Vo(z,s) = _¢ = x” 1’3 p" / [n(W)d(y, z; s, qn)dy

IR fn(y)senh\/kz(:p—y)dy. (4.261)

kns Je,_

_ n fn(y)¢($,xn—1;5>pn) (y,x S qn) Y

Tn—1 VknsA,(s)
Tn—1 an ) .
Logo teremos:
‘7 (I 8) _ Tn fn(y)¢<$,$n—1; S,pn)¢(y,$; SaQn)dy n An(s)senh\/%(x .
e VhnsBn(3) VEnsA(s)
Tn fn(y)¢($; Tn-1;S, pn)¢(y, x; s, qn)dy An<8) (4263)

k,s

Tn—1
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Aplicando o Lema 4.2, reescrevemos como:

> . o fa(y) (T, w158, 00)0(Y, T3 8, Gn)dy

R VosAn(s)

_QS('I’ Tn-1;9S, pn)¢<y7 Tn; S, Qn) + Qb(y, Tn-159, pn)¢(y7 Tn; S, qn)
T Fa ) aai 5, pa) Oy, 718, gn)dy (s). (4.264)

_— kys

Assim teremos:

[/ o o fn(y>¢(y7xn—17S7pn>¢(yaxn7S7Qn)dy

Va(z,s) = . Vs An(s)
[T )0y i 5, pa) Sy, 3 5, 4n) Y (s) (4.265)
_— k,s e .

Agora vamos aplicar o Lema 4.1, na equacgao anterior,

— B ) (P 0 (@1 — Y, 8)) (G, vy — 2, 8)) dy

Valz,s) = hsAn(s)
“ fa(Y) (Prs Vn (@1 — Y, 8)) (G, 0y — 0, 8)) dy
-/ NG . (4.266)

Usando o Lema 4.3 para aplicar a transformada de Laplace inversa, teremos:

-1 <pn7 Un(xn—l — Y, S)> : <qn7 U”(‘T'ﬂ - T 8)> — _ _
L { \/mAn(s) } - G<xn71 Y, Tn Z, t)a (4267)

-1 <pmvn(xn—1 _‘737S)> <Qn7vn<xn - VY, 8)) _ o o
L { s (s) } =G(xp_1 — x, 2, — Y, t). (4.268)

Substituindo os termos e utilizando a transformada de Laplace inversa
L7 {V,(z,s)} = V,(z,t) conseguimos reescrever a equagdo anterior como:

V(1) = — / £ )G (@ — 0 — 2, )dy

—/ fa)G(zp 1 — 2,2, — y, t)dy. (4.269)

Agora aplicando a segunda parte do Lema 4.3, teremos:

Vn(xa t) = - fn(y) (GO(xn—l — Y, Ty — $) + Z GSj(n) <pn7 Un(xn—l — Y, Sjn)>

Tn—1 ]:]_
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<Qnyvn(xn - Z,8 /
d w(y) (Go(z-
\/WA 8] Yy — f 0($ 1— T, Tn y)

_|_Z 5" pn,vn Tp—1—,8; >> <Qn:Un(33n_ya Sj )>) dy. (4270)

V ks AL (s5™)

Podemos reescrever como:

Vil t) = — / " ) Go(@ar — 2 — 2)dy

[e.e]

Z /—k SA (57) (Prs vn(Tn—1 = ¥, 8™)) (G, Vn(T0 — 2, 85™)) fu(y)dy
J J

/ Go(n1 — 220 — 9) fuly)dy

= " (pn v s = 2, 5) / Ty .
T n> Un(Tn — 2, 55™)) fu(y)dy, (4.271)
; knsj Aln(sjn) Tn—1 ’

Reescrevendo a equagao e organizando os termos, teremos:

Vo, 1) = — / " Go(@ns — g, 20 — ) fuly)dy — / " Goltas — 2,70 — 1) Fa(y)dy
63j”t

- <Qm
]-Zl Vs A (s;")

5" (P, V(X1 — T, 8,™)) /z”
- 7 ’ <Qn,Un(fEn - yvsn»fn(y)dy
2 ) /

Simplificando (4.5), teremos:

V(2 — 2, 8™)) / ' (P, Un(Tn—1 — ¥y, 8;")) [u(y)dy

_ o fxn 1 fn( ) <pn7 Un(l’n,1 - Y, Sjn)> dy
Vatet) = [ " Golacs = = ) )y Z N I dy
1" G, v (T — 7, 55™)) . (4.272)

Aplicando o Lema 4.4, podemos ver:

o {57 )

)Cfl { <pn7 Un(‘:nA—:(S_)x, S]n)> } _ Fn(xnfl —x, t;pn) (4274)
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Através de (4.259), teremos:

_ = <Qnavn<xn —1'78» R <pn»vn(xn—l _ZE’S» =
Un(z,8) = sgn(s) e shy(s) SA(S) + Vp(z,s). (4.275)
Usando a seguinte propriedade:
sF(s)— f(0) = f'(t) (4.276)
teremos: s.F(s) = f'(t) + f(0) e usando também:
“Htn(x, 8)} = un(, t), (4.277)
L7 Vi(z,5)} =V, (a,1), (4.278)
Assim, teremos:
t
L7 {5g,(s)F(s)} = / gu(T)F(t — 7)dT = / g (7) + gn(0)0o(7)F (2, — x,t — 750, )dT,
(4.279)
e
t
L7 {sha(s)F ()} = / Pt = 7)dr = [ H(7) 4 ha(O)8(r) P (s = .t = 7ipy ),
" (4.280)
Assim, reescrevendo a equacao teremos:
t
up(x,t) = / Fo(z, — 2t — 73¢0) [95,(T) + gn(0)d0(7)] dT
0
t
— / Fo(zn_1 —x,t — 7;pp) [M,(T) + hn(0)00(7)] dT + Vi (2, 1), (4.281)
0

na qual podemos reescrever como:

t t
up(x,t) = / Fo(z, —x,t — 75q0) g, (T)dT + / Fo(x, —x,t — 7;q0) g, (0)00(7)dT
0 0

t t
_/ Fn(-rnfl - iL’,t - T;pn>h;(7—)d7 - / Fn(xnfl - :C7t - T;pn)hn(o)(SO(T)dT + Vn(mv t)
" " (4.282)
Isto implica que:

t
0
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_ /t Fu(tn 1 — 2t — 7 pa) B (77 — h(0) o (n 1 — 2,8 pu) + Vi (2,1). (4.283)
0

Usando as propriedades do delta de Dirac e integrando por partes a primeira inte-
gral denotada por (1;) em (4.283) com:

u=F,(v, —x,t—7;q,) du= DyF,(x, —x,t —T;qp); (4.284)
v=gn(t) dv=g,(7)dr; (4.285)

teremos:
(11) = Fu(wn — 2,0 — 73 ¢0) gn(t / DsF, — T3 ) gn(T)dT (4.286)

e integrando por partes a segunda integral denotada por (/,) em (4.283) com:
u=Fy(tp1—x,t—7;p,) du= DyF,(x, 1 —x,t—T;pp); (4.287)

v=ho(t) dv=H(r)dr: (4.288)

teremos:

t
([2) == Fn(xnfl - xat - 7—7pn)hn(t) - / Dan(l’n,1 - .Z',t - T;pn)h’n(T)dTa (4289)
0

t
un($7 t) - Fn(xn_xy 0; Qn)gn(t)_/ DQFn(In — T, t— T QH)gn(T>d7—_Fn(xn—l_$7 O;pn)hn(t)
0

¢
— / DoF (1 — x,t — 7y pp) b (T)dT + Vi (2, 8). (4.290)
0

Na qual D; denota a derivada parcial com respeito ao j-ésimo argumento da
funcao, através de (4.69) temos:

= e (r vy, 5"
Fy,t;r) = Foyir) + ) S.SLA, ((Zn; ) (4.291)
J n\<J

Jj=1

Assim, conseguimos reescrever (4.290) da seguinte maneira:

Fn<xn B iL‘,O, qn) FD — 2 _|_Z Qnuvn l’n x, Sj ))7 (4292)

Vp(Tn-1 — T, Sjn)>

: , (4.293)
SjnAn(Sjn)

Fn<mn—1 — T, Oapn) = FO(xn—l - $;pn) + Z <pn’

j=1
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DoFy(—a,t—Tig2) = 3 & q”’zri - )x’sj i (4.294)
j=1 (55"
- Sjn pnvvn LTp—1 — x?‘gjn))
DQF (l‘n 1 — — T pn = r . (4295)
]; A (s5™)

Substituindo em (4.290),

- e’ Qn7vn Ty — .T,S)>
U,n(x,t) = (FD — I Qn + Z S nA/ (S ) J ) gn(t))
j=1 J J

gn(T)dT

-/ 'S5 ¢ it~ 7.5,
0 A%(Sjn)

Jj=1

<Fo xpnzej B, 0n{ncr = 35, ”A;(sj“)) )

t 00 6Sjt <pm Un<mn—1 —x, 8jn)>
/0 (; A )hn(T)dT 4 V(2 1). (4.296)

Arrumando os termos e reescrevendo a equacao teremos:

[ele] gn (t) + f S ,nesj"(t—T)g(T)dT n
un(x,t) = FO(xn_xv%l)gn(t) +Z Z;A, (S) <Qnavn<xn —Z,8; )>
j=1 J n\<Jj

00 t
_FO(xn—l - xapn)hn<t) - Z hn<t) + / SjGSj(t_T)hn(T)dT (pn, Un(l'n_1 — T, Sj)) + Vn(l‘, t).
= 0
(4.297)

Definindo o operador U; por:
t
Uio(t) = o(t) + / s;e T g(7)dr, (4.298)
0

e assim, usando esse operador conseguimos reescrever a equacao da seguinte ma-
neira:

) = Rl =3 00)0u0) + 3 25 (0 vl = 2,5,
—Fo(zp_1 — 25 pn) hn(t) — Z % (Prs Un(Tn1 — 2, 87)) + Vil t).  (4.299)

Logo teremos a solucao formal de (4.13)-(4.16) como:
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t
0

t
- / D2Fn(xn71 - l’,t - T;pn)hn(T)dT + Vn(x> t) (4300)
0

Na qual, V,,(z,t) é dado por:

Vil = = [ Go s — s = ()i
:1: n pmvn(xn _y»s'(n)> dy ny
- Z o P9 ' i) " (g, Vn (X0 — 2, 7)) . (4.301)
- V Ens; WAL (s;7)
Jj=
Usando (4.290) podemos reescrever como:
Un(l', t) = Tngn(xn — T, t; Qn) - Tnhn(xn—l -, t;pn) + Vn(.CE, t)7 (4302)

e assim escrevemos:
Uni1(2, 1) = Tra1Gni1 (Tn1 — 2,65 Gny1) — T bt (X — 2,6 prst) + Vg (2, 1), (4.303)
Através da seguinte condicao:
Un(Tp, t) = kptpi (T, t), teERL (n=1,...,N —1), (4.304)
substituindo os termos, teremos:
Trgn(Tn — Tn, t5Gn) — Tnhn (X1 — Ty t500) + Vi@, ©)

= k’n(Tn+19n+1(In+1 — T, t; Qn+1)) - Tn+1hn+1($n — T, t§pn+1) + Vn+1($m t)- (4-305)

Reescrevendo a equagao anterior:

Tngn(ou t; Qn> - Tnhn(l’nfl — T, t;pn) + Vn<xn7 ) - k ( n+19n+1 (anrl T,y t; Qn+1)>

_knTn+1hn+1(O7t;pn+1) + knvn+1($nvt>' (4306)

Usando a condicao (4.11), e fixando n = 1:
T1g1(0,t;q1) — Taha(wo — 21, 4 p1) + Vi(21, 1) = k1(Tage (2 — 21,15 ¢2))

_leQhQ(Ovt;p2) + kl‘/Z(xbt)v (4307)
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e usando a condigao (4.11), poderemos reescrever Como:
T19:(0,t; 1) — Taha(zo — 1,5 p1) + Vi, 1) = ki Tohy (22 — 21,15 g2)

—k1Toho(0, 85 p2) 4 k1 Va(21, 1), (4.308)

Portanto paran = 1:
—Tvhi(zo — 21, t;p1) — FiTohy (w2 — 21,85 q2) + k1T2ha(0, 45 p2)

= —‘/1(377 t) - Tlgl(oa t; Q1) + k1U2($17t)' (4.309)

Agoraparan =2,...,N — 2, de forma analoga ao que foi feito paran = 1:

Tnhn—l(oa ta Qn> - Tnhn(xn—l —Z, ta pn) - kjnTn—l—lhn(ZEn—i—l —Tn, t, qn) + knTn+1hn+1(0a t) pn+1)
= annH(:cn,t) — Vn(xn,t). (4.310)

E fixando n = N — 1 teremos:
Tn_1hn—2(0,t;qn—1) = Tn-1hn_1(zn_2 —2Nn_1,t;pN_1) — kv Inhn_1 (2N — ZN_1,t;qN)

+hn_aTnhn (0,8 pn) = knoaVven-1,t) — Vvoi(en-1, ). (4.311)

O sistema de equacgodes integrais dado por (4.309)-(4.311) pode ser escrito em
forma matricial como:
A(0)h(t) + (A % h)(t) = b(t), (4.312)

sendo A(t) € uma (N — 1) x (N — 1) matriz tridiagonal cujas entradas ao longo da
diagonal principal sao da forma:

—Fo(tp1 — xn, t;pn) — KnFo(Tpg1 — Tnyt;guer) (n=1,...,N —1),
ao longo da superdiagonal da seguinte forma:
K,Fo1(0,t;ppg1) (n=1,...,N—=2),
e ao longo da subdiagonal dado por:

F.(0,t;q,) (n=2,...,N—1).
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Os vetores h(t) e b(t) (N — 1)-dimensional, sdo dados por:

ha(t)
h(t) = : (4.313)
h_1(t)

Kyva(zy,t) —vi(z1,t) — Tg(0, ¢ q1),
Kyvs(xa,t) — ve(xa, ),
b(t) = : , (4.314)
Ky svn_1(zn_2,t) —vn_2(TNn_2,1)
Ky_1on(zn_1,t) —on_1(xn-1,t) — Kn_1Th(0,t; pN)

respectivamente. Podemos notar que (4.312) € um sistema de equagodes, que pode-
mos resolver formalmente usando a transformada de Laplace. De fato, (4.312) pode
ser reescrito como:

h(t) = c(t) + (B x h)(t),

na qual,
c(t) = A(0)'b(t), B(t)=—A(0)TA(t), (4.315)

e aplicando a transformada de Laplace teremos:

usando o teorema de convolugdo. Aqui, (s), é(s), e B(s) sdo as transformadas de
Laplace de h(t), c¢(t), e B(t), respectivamente. Teremos:

na qual I é a matriz identidade (N —1) x (N —1). Aplicando a transformada de Laplace
inversa e usando o teorema de convolug¢ao, obtemos:

NE

h(t) =c(t) + (B*c)(t)+ (Bx Bxc)(t)+---=c(t)+ Y (Bmx*c)(t), (4.316)

1

3
l

na qual B,, € a convolucao de B consigo mesmo m vezes. A solucdo formal do pro-
blema de difusdo para n camadas, (4.6)-(4.8) € dada por:

wn(2,t) = Fy (0 — 3 ¢0) i (8) — Fy™ (@01 — 3 pa)ha ()

® D1 (t) f%ﬁek “Dhy_1(7)dr -
Z: s (st) (ol )
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> (8) + fi sy ek D (1) dr (n)
B N (1), 4317
s\ A%(sk >) <p Un(@n-1 = 2,5 )> + un (1) ( )
ol t) = — / G (01 — w0 — 9) fuly)dy

i xxn 1 fn(y) pnuvn(l‘n 1= y78k ) dy n
- < > et <qn, V(@0 — s,gn>>> (4.318)
=1 s A (5,)

para todo n = 1,...,N. As fungdes hy,...,hy_1 S80 determinadas através de (4.315),
e (4.316), com hy(t) = g(t) e hy(t) = h(t).

4.5.1 Exemplo Numérico

Consideramos um problema de Dirichlet ndo estacionario para uma equacao de
difusdo nao homogénea e termo fonte dependente do tempo e uniformemente dis-
tribuido. Utilizando duas camadas, isto €, tomando N = 2 teremos:

aa‘f b %2;; = f(t), (x,1) € (0,1/2) x R, (4.319)
uy(z,0) =0, = € [z, x1], (4.320)
ki 38“1 (z1,8) = hu(t), teR,, (4.321)
wi(zo,t) =0, t € Ry, (4.322)
© Ous . OPus
S~k = (), (w.0) € (1/2,1) x Rs, (4.323)
us(z,0) =0, € [z, 23], (4.324)
ks %1;2 (z1,1) = go(t), t € R, (4.325)
(9, 1) = 0. (4.326)

A maneira de resolver este exemplo sera analoga como foi desenvolvido os
calculos para duas camadas, porém definimos o termo fonte f(¢) = ¢'. Assim apli-
cando a transformada de Laplace em (4.319), teremos:

E{%} —klﬁ{%(x,t)} = L{f(t)}, (4.327)

logo, -
sty (z,8) — uy(z,0) — k1(f1 5 (z,8) = f(s), (4.328)
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Aplicando a condicao inicial (4.320) em (4.328), teremos:

sty (x, s) — ky e (x,8) = f(s), (4.329)
d* 5 _ it
W(I,S) k—lul(x,s) T (4.330)

A solugao da EDO homogénea no espaco de Laplace é:

Up, (x,s) = Ajcosh, /kilx + Bysenh, /kilx. (4.331)

A, e B; sao constantes arbitrarias que dependem de s. Através do método de
variacao dos parametros, vamos obter a solugao particular.
Vamos propor uma solucao particular da seguinte maneira:

Yoo = Vi(@)yr(2) + Va(2)ya(2), (4.332)
na qual, B
ic E
Vi(z) = %/senh\/lz dz, (4.333)
Vo(z) = —\];(;Tl /cosh\/kzlxdx, (4.334)

e os termos y; (x) e y»(x) s@o obtidos através da solu¢éo do problema ndo homogéneo.
Substituindo as equacdes (4.333) e (4.334) em (4.332), teremos:

Yp = (\";%T)S/senh1 /%xdm) cosh | kilx
- (\J;%/cosm /%xdx) senh, | kila:, (4.335)
Logo teremos a solugao da seguinte maneira:

Yp = — \J;% /; senh\/kzl(x — y)dy. (4.336)

A solucao geral da EDO nao homogénea é obtida através da soma da solucao
geral da equacgdo nao homogénea com a solugao particular, logo de (4.331) e (4.336),
teremos:

uy(z,s) = Ajcosh, /kilx + Bisenh kilm - \J;% /mo senh, | kil(a: —y)dy,  (4.337)
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de maneira analoga ao que foi feito anteriormente, vamos obter:

Us(z, s) = Agcoshy / x + Basenh, [ — kg \/_/ senm / (x —y)dy, (4.338)

Derivando (4.337) e (4.338), teremos:

du1 14 /k—lsenh, / klx + By, /k—lcosm /

IO S E
NG cosh i (x — y)dy. (4.339)
[s [s [s [s
= A, k—Qsenh k—Qx + By k—g.cosh k—Qx
I / ™ coshe | 2 (z
N cosh " (x — y)dy. (4.340)

Por conveniéncia e generalizagao vamos introduzir uma notacao vetorial:
P11 = (170)7 b2 = (07 k2)7 q1 = (07 k1)7 q2 = (170) (4341)

E assim, vamos definir as fungdes g, e h, paran =1, 2.

t se n=1
g(ty=4 7% ®) (4.342)
l{nd—;(aﬁ,t) se n=2.

ho(t) = k;aul(xl,t) se n=1. (4.343)
e h(t) se n=2. '

E através da solucdo geral e sua derivada, teremos:

11— (e[ [T 50).
Y, s Z(cosh\/7 v, \/7 senh\/7 y) (4.345)
g5 :(nh\f y,\f h\/k:>

Y, s I(senh\/7 y,\/7 cosh\/; > (4.347)

Agora vamos aplicar a transformada de Laplace nas condicdes de contorno e in-

(4.344)

Prlcn

(4.346)
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terface e assim teremos:

<<]91,U1($0=5)> (29171)1(96075») _(Al) _ ( g1(s) )
(qr,ua(z1,8)) (g, vi(z1, 8)) By hi(s) + m [l fi(y) {qu, o1 (21 =y, 8)) dy,
(4.348)

O determinante de (4.348):

Aq(s) = (p1,ui(xo, 8)) - {q1, v1(x1, 8)) — (p1, v1(x0, 5)) - (q1, v1(21, 8)) . (4.349)
S s 1
= ky \/k:1008h\/ki1§7 (4.350)
e,

<<p2,u2<a:1, ) (o, va(an, s>>) <A) _ ( g (5) )
(g2, ua(z2, 8)) (g2, va(z2, 5)) B, ha(s) + \/%75 f;lz f2(y) (g2, v2(22 — 9, 8)) dy.
(4.351)

Reescrevendo (4.349) como:

e o determinante de (4.351) sera:

As(s) = (p2, uz(w1, 8)) - (@2, v2(T2, 8)) — (P2, v2(1, 5)) - (g2, V2(T2, 8)) - (4.352)

/s [s1
—/{?2 /{;_2005h k—2§, (4353)

que podemos reescrever como:

_ _ Iu(s)e(,055,p1) @, 055, p0) f(s) [T " s
na,) =~ N TN / (01,012 = ) dy,

\/_ / senh\/> z—y (4.354)

E assim, para reduzir a expressao dada em (4.354) vamos denotar:

i (z, 8) = —El(s)ﬁfég SP) LG s), (4.355)

- oz, 058,p1) L [T f(s) [= S
Vi(z,s) = —mf(é’)/o (1, 01(1/2 =y, 8)) dy — \/%/xo Senh\/kil(x—y)dy,
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92(8)p(x,1; 5, o)

Uo(x,8) = A(s) + Ay(s) + Va(z, s). (4.357)
w2
Tale, o) = -2 g / (a2, 021 =,y

(e 4,
\/H/xl senh s (x (4.358)

Através dos Lemas 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4 para a inversao da transformada de Laplace,
vamos obter a seguinte solucao:

1 4 (1 UV (t)
%k (2 1)

sen(2j — V)mx + Vi (z,t).  (4.359)

)J+1U(2)h ( )
(27 —1)2

us(x,t) = kifh(t) (x—1) 2k Z sen(2j — 1)mx + Va(z,t). (4.360)
2

7j=1
Usando a condigao que u;(1/2,t) = us(1/2,t), teremos:

(k1 + ko) (1) — 4 i 1 Uy (t) N U hy(t)
Okrky m? o (2 — 1)

kq ko

+Vi(1/2,t) — Vo(1/2,t) =

(4.361)
Assim, temos a equacao integral linear para a fungao que depende do tempo, h;.
Logo podemos escrever (4.361) como:

)+ i [%U () + b;U (¢ )] c(t), (4.362)

J=1

na qual, os termos sao dados por:

8ko
a; = 2oy ko) (2] — 12 (4.363)
8k
bj = T )2 — 1 (4.364)
o Skke e vt (4.365)
C()—mh(/y), 1(1/2,1)] . .

Vi(z,t) = Z [4/ F(t)sen(2j — Daydy | e @~ Ftgen (25 — 1)ma, (4.366)
0

J=1
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= 1/2 )22
Vo(z,t) = Z [4/ f(t)sen(2j — l)ﬂydy] e~ B ™ ket g0 (25 — 1) 7, (4.367)
- 0

7j=1

t
U;hy(t) = ha(t) + / s;€5 "Dy (7)dr, (4.368)
0
sj = —(2j — 1)*m%ky, (4.369)
o) = =S (a; 40560 =S (a;5Ve5 45D, (4.370)
J J J°7 3

j=1 i=1
formalmente teremos:

- c(s)
M) =150

=c(s) [1+d(s) + () +...] = a(s) + Y ¢™(s). (4.371)

Na qual h, é dado pela série:

WE

hi(t) =c(t)+ (pxc)(t)+ (pxpxc)(t)+ ... =c(t) + (O * C)(t). (4.372)

1

3
[

x € usado para denotar a convolugao, e para m > 2, ¢,, € a convolugao de ¢ consigo
mesmo m vezes. Note que definimos ¢; = ¢. Resumindo, a solucao do problema de
duas camadas, teremos h, através de (4.372).

Nesta sec¢ao apresentamos a solugao para o problema de Dirichlet nao estacionario
para uma equacao de difusdo nao homogénea e termo fonte dependente do tempo e
uniformemente distribuido para duas camadas (/N = 2) e obtivemos a soluc¢ao da trans-
formada de Laplace inversa de forma analitica conforme proposto pelo (RODRIGO;
WORTHY, 2016). A fim de avaliar o desempenho e precisao computacional desta
solugao, consideramos k,(z) = 1 + 0.25sen(27z) e termo fonte f(t) = e'. Devido a
dificuldade da implementacao da recorréncia de convolugées em (4.372), optamos
por utilizar o algoritmo de Talbot Fixo para (4.337) e (4.338) com N =2, M = 100 e
Ny = 301 (Figura 11):
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0.08

0.07

0.06 4
0.05 A

0.04 4

u@t)

0.03 A
0.02

0.014

-0.01 T T T T T T T T T

Figura 11: Perfis espaciais para u(z,t) para N = 2, e diferentes valores de tempo.

E também generalizamos a programacao e conseguimos resultados para multica-
madas, ou seja, para um N qualquer (Figura 12), e usando M = 100 e N, = 301,
teremos:



u(x.t)

u(x.t)

009 N=10
— t=05s
0.08 4 —t=1s
007 4 — t=2s
— t=10s
0.06 4
0054
0.044
0034
0024
0014
0
-0.01 T T T T T T T T T
1] 01 02 03 04 05 06 07 0.8 09
X
008 N=100
——— =05
0084 — =1
—_— k=25
0074 —_— =10
0.064
0.05 4
0.04 4
0.03 4
0.024
0014
1]
-0.01 T T T T T T T T T
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09

u(x.t)

u(xt)
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009

008+

0.07 4

006+

0.05 4

0.04 4

0.034

0024

0.014

-0.01

009

01

02 03 04 05 06

N=250

o7 o8 09 1

0.084

0074

0.064

005+

0.04 4

003+

0024

0.014

=05s
+=1s
t=2s
t=10s

-0.01

01

02 03 04 05 06

07 08 09 1

Figura 12: Perfis espaciais u(z, t) para diferentes valores de N, e diferentes valores de

tempo.



5 UMA ABORDAGEM INTEGRADA ADMM-MHA

Em muitas aplicacées, os coeficientes que modelam as propriedades fisicas de um
meio heterogéneo sao rapidamente oscilantes. Para capturar essa oscilacao rapida
dos coeficientes, e assim obter estimativas precisas da solucao, a aplicacao direta do
ADMM exigiria discretizagdes de dominio muito finas, levando o custo computacional
notavelmente maior. Neste capitulo, para diminuir o custo computacional com perda
minima de precisdo quando se lida com problemas com coeficientes rapidamente
oscilantes, o ADMM é combinado com o MHA. Especificamente, o MHA ¢é aplicado
ao problema que resulta de aplicar a transformada de Laplace ap6s a aproximagao
constante por partes dos coeficientes do problema original. Assim, as estimativas de
homogeneizacao dos coeficientes efetivos e da solugao sao fornecidas pelo problema
ADMM no espaco de Laplace. Finalmente, a solugao do problema homogeneizado no
espaco de Laplace é invertida mediante o algoritmo de Talbot Fixo para termos a es-
timativa via MHA da solucao do problema original. A fim de ilustrar a aplicacao desta
abordagem integradora ADMM-MHA, consideraremos um problema de Dirichlet para
a equacao de difusdo ndo homogénea com coeficientes e-periddicos e termo fonte
dependente do tempo e uniformente distribuido.

5.1 Formulacao dos problemas original e ADMM

5.1.1 Problema Original

Seja e um parametro pequeno, 0 < ¢ < 1. O chamado problema original conside-
rado aqui é da seguinte forma: obter u* € C?([0, 1] x R,) tal que:

ce(x)aaf - % [ks(x)%ﬂ = (1), (x,t) € (0,1) x R, (5.1)
u(z,t) =0, (z,t) € {0,1} x R}, v (z,t) =0, (z,t) € (0,1) x {0}, (5.2)

com ¢ € C°([0,1]) e k® € C*([0,1]), e-periddicos e positivos, e ¢ (z) = c(z/c), e
ke (x) = k(z/e) e f € CO(Ry).



105

5.1.2 Método ADMM

O primeiro passo na aplicagao do ADMM, € aproximar o problema original (5.1)-
(5.2) através do problema definido considerando aproximacodes constantes dos coefi-
cientes de (5.1). Seja {z,} C [0,1],com z,, = nAz en =0, N, n € N, uma partigido uni-
formemente distribuida de [0, 1], com tamanho de passo Az, 2o = 0 e zx = 1. Agora,
consideramos a aproximacao constante por partes dos coeficientes ¢*(x) e k°(x), dada
pelos seus valores médios em cada intervalo (z,,_1, 7,), n = 1, N, de comprimento Ax:

e L[ & (x)dx, k: L[

n:_ n:_
Az J,. Az J,.

k*(x)dx. (5.3)

Para que as aproximagoes constantes por partes (5.3), consigam capturar o com-
portamento rapidamente oscilante dos coeficientes ¢°(z) e k°(z) a norma Ax deve ser
suficientemente pequena, isto é, Ax < ¢, e N > 1. Entdo o problema original dado

pelas equacoes (5.1)-(5.2) é aproximado pelo problema ADMM a seguir:

ou 0*us —
& 8tn — ke 8:17271 = f(t), (z,t) € (xp_1,2,) X R, n=1,N, (5.4)
Ui(l’n,t) = U2+1($n,t),t S Rian = 17 N — L, (55)
- Ouy, e Ouq N T
ke o | =k, 8;1 . teRL,n=1N -1, (5.6)
ui(0,t) = uy(1,t) =0,t €e Ry, us(x,0) =0,z € (xp_1,2,),n=1,N, (5.7)

em que u:(x,t) é a aproximagao via ADMM da solugéo u(z,t) do problema original
(5.1)-(5.2) para (z,t) € (z,_1,2,) x R%,n = 1,N, e as condi¢des (5.5)-(5.6) impde

continuidade nos pontos de partigdo = = z,, n = 1, N — 1, para a solu¢ao aproximada
ut (x,t) e o fluxo correspondente.

5.2 Estratégias de resolucao

5.2.1 Solucao via ADMM

A segunda etapa do método ADMM consiste em aplicar a transformada de La-
place L[.] em relagao a variavel t para o problema ADMM dado em (5.4)-(5.7) com as
definicdes dadas em (5.3). Entao para cada s € C,

d*ve

n € f S EEN
T Rpi(es) =1 v e (rrn)n =T, (5.8)

n
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U (T, 8) = vy 1 (T, 5),n =1, N — 1, (5.9)
dv;, B dv; o
ndxmmm_kmﬂ mtim%,n—lJV 1, (5.10)
v7(0,s) = vy (1,s) =0, (5.11)
em que v¢ (z, ) = L[u(x,1)], f(s) = L[f(t)] e Ru(s) = (C:s/k%)Y/2. Entdo para x €
(¥p_1,,),n =1, N, do problema ADMM no espagco de Laplace (5.8)- (5.11) é
€ _ Rn(s)x —Rn(s)z f_<8)
vi(z,s) = Ape + B,e + FER2(s)’ (5.12)

Os coeficientes constantes A,, e B,, em (5.12) sao obtidos resolvendo o sistema de
equacoes algébricas lineares resultantes da substituicao de (5.12) nas condicdes de
continuidade em (5.9) e (5.10), e as condigoes de contorno em (5.11). O passo final
para obter a solugao do problema ADMM (5.4)-(5.7) consiste na aplicacao da transfor-
mada inversa de Laplace £7![.] em (5.12). Podemos notar a complexidade da solugao
(5.12), do qual se requer a inversdo numérica da transformada de Laplace, e por isso
a solucao final é considerada como semi-analitica. Normalmente, o algoritmo de in-
versao é o esquema de quadratura Gaussiana, mas aqui usaremos o algoritmo de
Talbot Fixo (ABATE; VALKG, 2004). Assim a solugao do problema ADMM (5.4)-(5.7) é

M-1
&€ r T S(Uk g
1) = 37 | (e + 32 Re{e Wi s i @) (519
na qual r = 2M/N,t é o parametro com valor fixo, > = —1, e s(6x) = r0x(cot(6x) + 1),

W(0y) = Oy + (0 cot(6)) — 1) cot(8y), e 6y, = kr/M € (—r, ), (ABATE; VALKG, 2004).

5.2.2 Estimativa via MHA

A abordagem alternativa aqui proposta consiste em aplicar o MHA ao problema via
ADMM no espaco de Laplace (5.8)-(5.11), o qual podemos reescrever como:

% [k: (x )d;:/; — ée(x)sffg(x, s) = —f(s),z € (0,1) — {xn}n:m, (5.14)
[WW%QH: —0n=TN—1, (5.15)
”/E;E(a:)ddzs =0,n=1N—1, (5.16)

Ve(z,s) =0,z € {0,1}, (5.17)
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F(x) = &, k(z) = k5 e Ve(x,s) = Vi(x,s) para = € (Tn_1,2,),n = L, N,[[]] é um

operador de salto em cada ponto da parti¢cao z,,n = 1, N — 1, e as derivadas sao en-
tendidas no sentido generalizado. A existéncia de uma solucéo generalizada V*(z, s)
para o problema dado (5.14)-(5.17)(BAKHVALOV; PANASENKO, 1989). O formalismo
classico do MHA fornece uma solucao assintotica formal do problema (5.14)-(5.17) da
seguinte maneira: )

. dVy

VO (z,5,6) = Vo(z,s) + eNf(x)% (5.18)

Em (5.18), Vj(z, s) é a solugdo do chamado problema homogeneizado dado por:

2V, - _
= —isti(,s) = = f(s).z € (0, 1), (5.19)

%(m, s) =0,z €{0,1}, (5.20)

os coeficientes efetivos ¢ e k sdo dados por:

é:%Zch, klzézkis (5.21)

sendo m, 0 numero de subintervalos em um periodo, com mAx = ¢, € N{(x) = Ny(z/¢)
e e-periddico é a funcdo que resolve o chamado problema local:

d [~ dNy -
— |ky)—= T k(y)| = 1) - Tt 22
o RO+ 50| = 00 € (0.1) ~ b (522
(MW=, =0,n=1,m—1, (5.23)
-~ N - -

Hk(?/)b%-k(y)n =0,n=1,m—1, (5.24)

dy Y=Yn
Ni(y) =0,y € {0,1}, (5.25)
no qual y = z/¢ é a variavel local. Pode ser provado, que existe uma Unica

fungao N, (y), 1-periddica em y, que resolve o problema local (5.22)-(5.25). Também
se pode provar através de um principio de maximo que Ve(z,s) — V) (z, s,¢) e
VO (z,s,e) = Vy(z,s) para e — 0F, de onde Ve(x,s) — Vi(z,s) para s — 0F. Isso
significa que, para valores suficientemente pequenos de ¢, a solugao V(z, s) do pro-
blema homogeneizado (5.19)-(5.20) com definicdes (5.21) é uma boa aproximagao da
solugéo V*(z,s) do problema ADMM no espago de Laplace (5.14)-(5.17). A solugéo
do problema homogeneizado no espaco de Laplace (5.19)-(5.20) com os coeficientes
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efetivos (5.21) é:

Vol 5) = (s) - senhR(s)x — senhR(s)(z — 1)

- - : (5.26)
R? senhR(s)

T S

R(s) = (¢s/k)'/2. Entdo a estimativa da homogeneizagdo da solucdo do problema
ADMM (5.4)-(5.7) é obtida, quando aplicamos a transformada inversa de Laplace £
a (5.26). Devido a complexidade da solucao (5.26), a inversao numérica da transfor-
mada de Laplace € necessaria, de modo que a estimativa final é considerada como
semi-analitica. Como anteriormente, usaremos o algoritmo do Talbot-Fixo (ABATE;
VALKG, 2004) para realizar a inversao. Portanto, o MHA estima a solugao do pro-
blema ADMM (5.4)-(5.7) como:

M-1
_r 1+ tr ts(0k) T, .
uoa,1) = 1= | SVolw, e + ; Re {e DV (x, 5(6,)) (1 + zw(&k))} . (5.27)
r = 2M /Nyt é o parametro com valor fixo, i = —1, e s(6;) = rfi(cot(6y) + i), w(bx) =

Oy + (0, cot(6),) — 1) cot(8y), € O = kn/M € (—m, ), (ABATE; VALKG, 2004).

5.3 Exemplos Numéricos

A fim de avaliar o desempenho e precisao computacional da abordagem ADMM-
MHA dada por (5.27), vamos considerar o problema original (5.1)-(5.2) com coefici-
entes ¢“(z) = 1 e k°(x) = 1+ 0.25sen(2wx/c) e termo fonte f(¢t) = e~*. O compor-
tamento rapidamente oscilante de k°(x) para ¢ suficientemente pequeno, € mostrado
na Figura 13, bem como a aproximagao por partes constantes k(y) de k(y) sobre o
primeiro periodo. Além disso, a primeira avaliacao da precisao da aproximacao cons-
tante por partes de k°(x) em (5.3) é representado na Tabela 4, que mostra o erro ab-
soluto de k calculado como em (5.21) com relagdo ao valor exato k! = fol k=1 (y)dy,
k= V15/4 ~ 0.96824, para varios valores de m = ¢/Ax. Podemos observar que, para
a aproximacgao por partes representada na Figura 13 correspondente a m = 10, 0 erro
absoluto é de ordem ~ 1073.
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Figura 13: Oscilacao rapida de k¢, — 0" e a ilustragdao da sua aproximagao por
partes.

Tabela 4: Precisao de k com estimativas via (5.21) em comparagao com o valor exato

k= \/15/4 ~ 0.96824.

m  k(x107%) Precisdo
10 96,929 105,646
25 96,842 17,860

50 96,829 5,154
100 96,826 1,973
200 96,825 1,176

Os perfis espaciais de u®(z,t) (5.13) e ug(z,t) (5.27) parat = 5 e m = 10 séo
representados na Figura 14 para r = 2M/101t, M = 100. O comportamento esperado
de u®(x,t) — wug(x,t) para e — 0 € observado. Podemos ver através do grafico
gue conforme ¢ se aproxima de zero as curvas se tornam quase imperceptiveis. A
Tabela 5 mostra tal comportamento quantificado pela diferenca maxima absoluta entre
u®(x,t) e ug(x,t) parat = 5, m = 10,100 e varios valores de ¢, bem como os tempos
de execucao correspondentes. Podemos observar que tais medidas de precisao sao
similares para ambos os valores de m, 0 que significa que a aproximagcao por partes
correspondente a m = 10 é suficientemente precisa, para os quais os tempos de
execucao sao aceitavelmente pequenos. No entanto, é notavel que os tempos de
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execucgao correspondentes a abordagem ADMM-MHA proposta aqui sejam de ordem
~ 1072 segundos para m = 10. Por outro lado para m = 100, os tempos de execucao
da abordagem ADMM-MHA permanecera muito pequeno de ordem 10~! segundos, ja
o ADMM tradicional cresce exponencialmente podendo o tempo de execucgao chegar
a mais de 45 minutos usando ¢ = 1/16. Isto significa que, para os casos em que sao
necessarias aproximagdes mais finas dos coeficientes, a abordagem ADMM-MHA ¢ a
melhor escolha em termos de precisao e esforco computacional.

x 102 e=1/2
1
0.8
0.6
S
04
0.2 —u® (ADMM)
—U, (ADMM+AHM)
0
0 0.2 04 0.6 0.8 1
X
x10° £e=1/8
1
0.8
06
S
04
0.2
0
0 0.2 04 06 0.8 1

X

x 102 e=1/4
1
0.8
0.6
0.4
02
0
0 02 0.4 0.6 0.8 1
X
x 107 e=1/16
1
0.8
0.6
0.4
0.2
0
0 02 0.4 0.6 0.8 i

X

Figura 14: Perfis espaciais de u°(z,t) (5.13) e uo(x,t) (5.27) parat =5 e m = 10, para

diferentes valores de ¢.

Tabela 5: Precisao e custo computacional dos perfis espaciais na Figura 14.

m = 10 m = 100
precisao tempo de execucgao precisao tempo de execucgao
(x1079) (x107°)
- max [uf — o ADMM  ADMM max [uf — o ADMM  ADMM
2€(0,1) +MHA 20D +MHA
1/2 8,625 0,031 0,016 8,702 5,803 0,094
1/4 6,014 0,156 0,047 6,028 44211 0,172
1/8 3,420 0,858 0,062 3,434 347,601 0,312
1/16 1,812 6,006 0,078 1,821 2740,064 0,530

Neste exemplo m = 10 fornece estimativas suficientemente precisas com tempos
razoavelmente pequenos para os perfis espaciais de u°(z, t) e ug(z, t). Assim, a Figura
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15 mostra os perfis temporais para esse caso para x = 0.7 e varios valores para . No-
vamente o comportamento esperado de u°(x,t) — ug(x,t) paraes — 07 é observado,
e as curvas para ¢ = 1/16 sdo quase imperceptiveis. Além disso a Tabela 6 mos-
tra esse comportamento quantificado pela diferenga absoluta maxima entra u°(x,t) e
up(z,t) para x = 0.7,m = 10 e varios valores decrescentes de ¢, bem como os tem-
pos de execucgao correspondentes. Observe que a diferenca absoluta maxima é de
ordem =~ 10~3. Novamente é notavel que os tempos de execugao correspondentes a
abordagem ADMM-MHA aqui proposta sejam de ordem ~ 10~2 segundos (exceto para
e = 1/16, para os quais sao ligeiramente acima de 0.1 segundo), enquanto os tempos
de execucdo correspondente ao ADMM tradicional crescem exponencialmente atin-
gindo quase 4 minutos para ¢ = 1/16. Assim para valores suficientemente pequenos
de ¢, a abordagem ADMM-MHA proposta aqui € a melhor escolha em termos de pre-
cisao e esfor¢co computacional.

e=1/2 e=1/4
0.1 0.1

—— u° (ADMM)

0.08

0.06

0.04

0.02

—— u, (ADMM+AHM)

0.08

0.06

0.04

0.02

0 0 2 3 4 5
t t
£=1/8 £=1/16
0.1 0.1
0.08 0.08
0.06 0.06
3

0.04 0.04
0.02 0.02
0 0

0 1 2 3 4 0 2 3 4 5

Figura 15: Perfis temporais de u°(z,t) (5.13) € ug(x,t) (5.27) para x = 0.7 e m = 10,
para diferentes valores de ¢.
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Tabela 6: Precisao e custo computacional dos perfis temporais dados na Figura 15.

Precisdo (x107?)

Tempo de execucgao

max |u® — up
z€(0,1)

ADMM  ADMM+MHA

1/2
1/4
1/8
1/16

9,798
7,240
2,927
0,848

0,874
4,774
30,514
219,462

0,016
0,031
0,078
0,125




6 CONCLUSOES

Neste trabalho, apresentamos uma metodologia integradora para a resolugao de
problemas de valores iniciais € de contorno para equacoes em derivadas parciais
com coeficientes rapidamente oscilantes. Tal metodologia é obtida da combinacao
da transformada de Laplace, o método de homogeneizacao assintética, e o método
multicamadas de advecc¢ao-difusao.

Primeiramente a transformada de Laplace, foi utilizada para resolver um problema
para a equacao do calor. Devido a dificuldade de inversao de forma analitica utilizamos
o algoritmo de Talbot Fixo, do qual foram avaliados sua convergéncia e precisao.

Apds, o método de homogeneizacao assintética foi aplicado a um problema de va-
lores de contorno para a equacao eliptica nao homogénea com coeficientes periddicos
que descreve um campo térmico estacionario. Ainda, apresentamos um exemplo re-
solvido da aplicagao combinada com a transformada de Laplace (incluindo sua in-
versao numérica mediante o algoritmo Talbot Fixo), comparando a solugao do pro-
blema homogeneizado e a solugdo assintotica.

Depois, o0 método multicamadas de adveccgao-difusao foi aplicado a um problema
com condicoes de contorno arbitrarias dependentes do tempo. O problema para uma
camada, foi resolvido de forma analitica em que a transformada de Laplace inversa se
teve através de uma sequéncia de lemas. Seguidamente, o método foi generalizado
para n-camadas. Para ilustrar esses resultados, tomamos um exemplo de um pro-
blema de Dirichlet ndo estacionario para uma equacao de difusdo ndo homogénea e
com termo fonte dependente do tempo e uniformemente distribuido. A solugao desse
problema teve que ser obtida de forma semianalitica, devido a dificuldade em se im-
plementar a recorréncia de convolucoes necessaria para a resolugao analitica. Sendo
assim, apresentamos os resultados para diferentes nimeros de camadas utilizando o
algoritmo de inversao de Talbot Fixo.

Finalmente, comparamos a aplicagao pura do método multicamadas de adveccgao-
difusao e sua combinacao com o método de homogeneizacao assintotica para resolver
um problema de valores de contorno e inicial para a equagao do calor ndo homogénea
com coeficientes periodicos. Um exemplo foi resolvido detalhadamente, incluindo o
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uso do algoritmo de Talbot Fixo, e a precisao e o custo computacional de ambas as
abordagens foram aferidas.

O ADMM é um método amplamente aplicado no contexto da modelagem de dis-
persao de poluentes para resolver EDPs com coeficientes continuamente variaveis,
e também pode ser aplicado para modelar o comportamento de qualquer meio he-
terogéneo, como foi apresentado no presente trabalho. Este método baseia-se em
uma aproximacao constante por partes dos coeficientes variaveis das equagdes do
problema e da aplicacao da transformada de Laplace. Claramente, quanto mais fina
for essa aproximacgao, constante por partes, mais precisos serao os resultados, en-
tretanto mais esforgo computacional sera necesséario. Em muitas aplicagées os coefi-
cientes que modelam as propriedades fisicas do meio heterogéneo sao rapidamente
oscilantes. Portanto, a fim de capturar essa oscilacdo rapida dos valores dos coefi-
cientes, e assim obter estimativas precisas da solugao, a aplicagao direta do ADMM
exigiria discretizagdes de dominio muito finas, elevando o custo computacional.

O objetivo principal do trabalho foi atingido, pois visando diminuir o custo computa-
cional com perda minima de precisao quando se lida com problemas com coeficientes
rapidamente oscilantes, o ADMM foi combinado com o MHA apresentando bons resul-
tados.

Portanto, podemos concluir que a combinagdo do ADMM com o MHA é o método
de escolha em termos de precisdo e esforco computacional para resolver problemas
de valor de contorno e/ou iniciais com coeficientes rapidamente oscilantes.
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7 ANEXOS

7.1 Prova do Lema 3.1

Lema 3.1 Sejam F(y) e a(y) > 0 fungdes diferenciaveis e 1-periddicas. Uma

condicdo necessaria e suficiente para a existéncia de uma solugao 1-periodica N da
1

equagao LN = F é que (F(y)) = / F(y)dy = 0, onde (.) denota a média integral
e o operador LN € dado por LN Eo(d/dy) (a(y)dN/dy). Ainda mais, tal solugdo 1-

periddica é Gnica salvo uma constante aditiva, ou seja, N(y) = N(y) + C, onde N é
uma solucdo 1-periodica de LN = F tal que N(0) = 0, e C' é uma constante arbitraria
(BAKHVALOV; PANASENKO, 1989).

Prova: Condigao necessaria, seja N(y) solugao 1—periodica da equagao

d dN
LN = & (a(y)d—y> = F(y). (7.1)

De aplicar o operador de valor médio em ambos os lados da equagao (7.1), ou

seja,
(4 (a5 ) ) = tF. 72

temos, do lado esquerdo levando em conta a 1-periodicidade de a(y) e N(y), que

(a(y)%) . = a(0) (% 0) =0. (7.3)

Logo, segue de (7.2) e (7.3) que (F(y)) = 0.
Condicao Suficiente: Seja F' tal que (F'(y)) = 0. De integrar (7.1), ou seja,

y=1
dN
= a(1)—
(g,

y=0

dN

dN
dy

y=1

y=1

Y d dN Y
[ilog)e-[me o

se obtém: IN IN y
() gy 0G| = | P (7.5)



119

onde,

N
a0 2 = (7.6
dy =0
€ uma constante aditiva, logo:
dN v dN 1 v
a F(s)ds+ C; = ———::————(;/.173 ds%—CT) . 7.7
( )dy 0 ( ) 1 dy Cl(y) 0 ( ) 1 ( )

Assim, de integrar a segunda igualdade em (7.7) teremos:

N(y) = /Oy (/Ot F(s)ds + 01) dt + Cs. (7.8)

A fim de construir N(y) 1-periddica, impomos que N(y + 1) — N(y) = 0. Assim,
para N(y + 1) temos:

Ny +1) = /Oy+1 ﬁ (/Ot F(s)ds + 01> dt + C. (7.9)

Logo, da subtracao das expressoes (7.9) e (7.8) se obtém:

0=N(y+1)— N(y) = /yy+1 % (/Ot F(s)ds + 01) dt, (7.10)

t
observe que / F(s)ds é 1-periodica, assim como 1/a(t) e C}, logo
0

[ ([ e e)a= (G ([ o)) ra(gg) <o @

de onde 3 t
<a<1t> <at 0F<S>d8>- (7.12)

Portanto, das equacgdes (7.8) e (7.12) segue que N(y) = (y) + C, onde C = (O,
teremos:

N(y) = /Oy $ (/OtF(s)ds - <$>_1 <ait)/0tF(s)ds>> dt. (7.13)

7.2 Prova do Lema 4.1

Lema 4.1 Seja s, 7,y € Re r € R?. Seja,

gb(x,y;s,r) = <1”,U(y—l’,8)>, (714)
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na qual ¢ é dado por:

o055 = (10l ) cosy[22 — (. )y seni [, (7.18)
Prova: Considerando o problema de valor inical (PVI) dado por:
w'(z) — %w(:n) =0, (7.16)

na qual,

w(0) = (r,v(y, s)) cosh\/%(O) —(r,u(y,s)) senh\/g(()),

w(0) = (r,v(y,s)), (7.17)
w'(0) = (r,v(y, s)) \/gsenh\/%(O) - <r,u(y, s)\/%> cosh\/%m),
w'(0) = —\/%@",u(y, s)) . (7.18)
Conseguimos reescrever (7.16) como:
7" % —0, (7.19)

através do polindmio caracteristico, teremos a solugao geral da EDO homogénea:

w = A.cosh\/%m + B.senh\/%x, (7.20)

podemos ver que = — cosh,/3x e x — senh,/%x sdo solugdes da equacao dife-
rencial ordinaria (EDO) em (7.16). Na qual a funcao é definida por:

wl(aj) = ¢($ay; S,T) € wg(ﬂf) = <T>U(y -, 3)> ’ (721)

também sao solugdes desta EDO, pois sdo combinacdes lineares de cosh\/%x e
senh,/Zx. Com isso teremos que:

w(0) = (r, v(y, 5)) = ws(0). (7.22)

de (7.15), teremos:

(0) = —ﬁ (r,u(y, 5)) = wh(0), (7.23)
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também através das derivadas das fungdes obtemos:

2 y.5) = \/%vw,s), % )= ﬁu@,s» (7.24)

Logo (7.15) e (7.24), temos a singularidade da solugao do PVI. Assim a unica solugao
desse problema é dada por:

¢(1‘ay;3,7") = <’f’,'U(y—ZL', S)) (725)
paracadas,z,y € Rerc R2 O
7.3 Provado Lema 4.2
Lema 4.2 Seja s, x,y € R, teremos:
S
A(s)senh\/;(x - y) = _¢<$a a; Svp)¢(ya ba S, q) + ¢<y7 Q; $7p)¢($, b> S, Q)v (726)
Prova: Seja s,y € R, sem perda de generalidade, podemos tomar s # 0, pois se

tomarmos s = 0 a conclusao do lema se daria imediatamente. Sendo assim, vamos
considerar o PVI, como:

w'(z) — Ew(:n) =0, (7.27)
na qual w(z) € dado por:
w(x) = A(s)senh\/%(x —v), (7.28)
logo,
w(0) = —A(S)Senh\/%y, (7.29)

a derivada de (7.29) é dada por:

w'(0) = \/%A(s)cosh\/%y. (7.30)

Através do Lema 1, podemos observar que = — cosh\/{x, © — senh\/fx, © —
o(z,a;s,p), € x — ¢(x,b;s,q) sao solugdes da EDO. As fungdes sdo definidas por:

wy(x) = alcosh\/%x + blsenh\/%x, (7.31)
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wa(x) = asd(x, a;s,p) + bep(x,b; s, q), (7.32)

na qual ay, by, a; € by sdo constantes que podem depender de s, y,p € ¢, também sao
solugoes da mesma EDO. Agora vamos tomar w; de modo que satisfaga a condicao
inicial da equacgao na qual escolhemos a; e b; de modo que satisfaga a condigcao:

a; = —A(s)senh\/%y, (7.33)

bl\/% = \/%A(s)cosh\/gy, (7.34)

wy(z) = alcosh\/%x + blsenh\/%a:, (7.35)
s s s s
wy(x) = —A(s)senh\/%ycosh\/;x + A(s)cosh\/%ysenh\/;a:, (7.36)
(2) = A(s) [ coshy [ Zy.senhy | ~a — senhy | ~ycoshy | > (7.37)
wi(z) = As) | coshy [ 2y.senhy [ -a — senhy [ ycoshy [ |, :
s

wy(x) = A(s)senh\/%(x — 7). (7.38)

Por outro lado, para obter w, que satisfaca as condi¢coes iniciais, devemos tomar a,
e by, CoMo:

logo teremos:

a2¢(07 a; 87p> + b2¢(0a ba S, Q) = _A(S)senh\/%ya (7 39)
a252(0, a5 5,p) + b252(0,b; 5,q) = /3 A(s)coshy/y,
Para qualquer s,y € R e r € R?, podemos ver que:
¢(0,y;8,7) = (r,v(y, s)), (7.40)
¢ B
ol : =, /= , 7.41
20 = =y [2 (o) (7.41)
Substituindo estes valores, obtemos o sistema linear algébrico:
as (p,v(a, 5)) + bz (q,v(b, 5)) = —A(s)senhy/Ty (7.42)
as (p,u(a, s)) +ba (g, u(b, s)) = —A(s)cosh\/Ty.

Isolando o termo a, na primeira linha do sistema, temos:

—A(s)senh/3y — by (q,v(D, s))
(p,v(a, )) ’

(7.43)

g =
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Substituindo na segunda linha do sistema teremos:

—A(s)senhy/2y — by (g, v(b, s))
(p,v(a, s))

>@mwﬁb

+bo (q,u(b, s)) = —A(s)cosh\/%y, (7.44)

A Jsenty 2y (e ) ~ b (0,005 (00, )

+bs (q,u(b, s)) (p,v(a,s)) = —A(s)cosh\/gy (p,v(a,s)), (7.45)

com isso teremos:

ba ({q, u(b, s)) (p,v(a, s)) — (q,v(b,s)) (p,u(a,s)))

= —A(s)senh\/%y (p,u(a,s)) — A(s)cosh\/%y (p,v(a,s)). (7.46)
Assim obtemos as solugoes como:
by = gb(:% a; Sap)‘ (747)
e
Gy = _¢(y7 ba S, Q>7 (748)
e entao:

wy(x) = —d(w,a;5,p)0(y, b; 5,q) + (y, a; 5,p)d(x, b; 5, q).
Logo, a Unica solugao para o problema de valor inicial € dada por:

A(s)senh\/%(x - y) = _¢($? a; S7p)¢(ya ba S, Q) + ¢(y, a; S7p)¢(l" b7 S, Q)v (749)

para todo s, z,y € R. O

7.4 ProvadolLema4.3

Lema 4.3 Paratodo =,y € Re t € R, teremos:

-1 <pa U(l’, 3)> <Q7 U(y7 3)>
. { VEsA(s)

} = G(z,y,t), (7.50)
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na qual:
(z,55)) (g, v(y; 55))
G(z,y,t) = Go + / , (7.51)
le \/ksj A'(s;)
e
0 se v@s)ievls) _ 0(1)
Go(z,y) = S (7.52)
lim, o Zuacs) go (J% vsd — (1)
A(sj) =0, e Al(s;) #0(j =1,2,...), (7.53)
Prova: Através de (7.53) juntamente com (7.51), teremos:
st
e* (p,v(x, s)) <q,v(y,8)>, (7.54)
VEsA(s)
€ um polo simples. Logo aplicando o teorema de residuos em (7.54), teremos:
st
Res (6 (p,v(z,5)) (q,v(y,8)>;5j) _
VEsA(s)
_ s st
lim S SJ. lim € <p,U(ZE,S)> <Q7U(y7 8)>
58 A(S) 58 \/EA(S)
Sjt i .
— € <p,U(.T,8]>> <qvv<y783>>. (755)

Vs (s5)
Assim, vamos supor de (7.52) que s — 0, isto implica que:
(p,v(, 5)) (g, v(y. 5)) (p,v(@,5)) (g, 0(y, %)) _ <1>
VEsA(s) VksA(s) 5
Assim para s = 0 temos uma singularidade removivel, na qual obtemos a seguinte
definicao através do teorema de residuos:

=0O(1) ou

ks;.A(s)

Golw,y) = {limﬁo bresllios) "go luzaevis) _ o (1)
55-A(s)

0 se (p,v(x78)><q,v(yvs)>:(9(1)
S

7.5 ProvadolLema4.4

Lema 4.4 Paratodoy € R, t € R, e r € R?, teremos:

Loy s) | .
c {?ZGT}—F@a), (7.56)
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na qual,
Pl tin) = Fair) + 3 il (7.57
° ros) . (ros) _ (1
lim VW) oo (v s) _>
5— A A
Rl =3 Tolmans] o ol _of1y 098
5“8_{ Als) } Al (‘)
E através de (7.53) temos um polo simples na qual:
e’ (r,v(y, 3)> (7.59)

sA'(s)

Prova: Aplicando o teorema de residuos em (7.59), teremos:

et (r,v(y, s)) L et (r,v(y, s))
Res (T(S)a Sj) = slggj(s - Sj)'sA—(s)

§— 3§ e <T7U(y7 S)>

Csos As) s

_ e’ <T7U(ya Sj)) 7.60
siN(s;) (7:69)

consideramos a possibilidade de s — 0, teremos que:

a0 () mtitt -0 (5),

Logo para s = 0 temos um polo simples através do teorema de residuos,

o oy ) (ruy,s) (L ,
Fy(y;r) = Res (%U(S;’S»;O) = . igo[s <$§(()y) S))S]e S:(%“,(Zi%;‘))(o ;)(12) '



