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1. INTRODUCAO

A técnica da transformada de Laplace (TL) é uma das transformadas integrais
gue tem sido muito utilizada em diversos tipos de problemas nas areas das enge-
nharias. Essa técnica tem grande aplicabilidade em problemas que envolvem equa-
cOes diferenciais e integrais, em especifico, a TL tem sido aplicada em modelos de
transferéncia de calor em trocadores de calor solo-ar (TCSA), como por exemplo,
no trabalho de MINAEI; SAFIKHANJ (2021). A grande complexidade na aplicacao
da técnica da TL esta na obtencéo da sua transformada inversa, alguns problemas
a transformada inversa de Laplace (TIL) € faciimente obtida pelo teorema de inver-
sdo de forma analitica, porém em muitos outros ndo € possivel encontrar a forma
analitica da integral de linha do teorema de inversdo, sendo assim necessario um
método de inversdo numérica para o calculo desta integral.

Assim, o propésito desta pesquisa é utilizar dois métodos numéricos para a in-
versao da transformada de Laplace e comparéa-los de forma a verificar qual método
seria mais apropriado para o problema de estudo de caso proposto neste trabalho.
A proposta surgiu com base no trabalho de TOMASCHEWSKI (2012), que compa-
rou métodos numéricos para inversdes da transformada de Laplace, porém para
funcbes bem simples. Desta forma, para a inversdo da TL foram utilizados os mé-
todos de Quadratura Gaussiana e o de Algoritmo Acelerador Gaver-Stehfest, estes
tém sido muito utilizados em diversos problemas da ciéncia. Além disso, o trabalho
tem como objetivo especifico fazer a implementacéo e a simulacdo em linguagem
Python.

2. METODOLOGIA

Na sequéncia sdo apresentados alguns conceitos necessarios para o desen-
volvimento deste trabalho. Comecgamos apresentando as definicdes TL e TIL.

2.1. Transformada de Laplace

A transformada de Laplace € uma ferramenta matematica integral impropria,
que consiste em transformar equacdes diferenciais ordinarias em equacgdes algé-
bricas. Ou seja, a funcéo f(t) no dominio do tempo, quando aplicada a transformada
L{f(t)} resulta numa nova funcéo, esta dependendo de uma nova variavel, F(s) no
dominio complexo.

[oe]

L{f(t)} = F(s) = f e Stf(t)dt (1)
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o termo e~St é conhecido como nlcleo da transformada, s € um parametro com-
plexos = a+ ico (BOYCE; DIPRIMA, 2020).

2.2. Transformada Inversa de Laplace

A transformada inversa de Laplace € a operacdo que executa 0 processo in-
verso de obtencdo de f(t) a partir de sua transformada F(s) (BOYCE; DIPRIMA,

2020).
L™t {F(s)} = f(V), (2)
f(t) = L' {F(s)} = Zim f e S'F(s)ds,parat > 0. (3)

Muitos problemas, por vezes, ficam muito complexos ou impossivel de encon-
trar a forma analitica da integral dada na equacéo (3), sendo necessarios métodos
numéricos. Assim, na sequéncia serdao apresentados os dois métodos numéricos
utilizados neste trabalho no problema de inverséo da TL.

2.3. Quadratura Gaussiana

Este método numérico aproxima a integral (3) pela Quadratura Gaussiana
(STROUD; SECREST, 1966), dada pela seguinte expressao:

i. &ds = Z AnU(Sn): (4)
n=1

2T

a—ioco

onde as raizes e pesos (s, € A,) podem ser encontrados, respectivamente, pelas
equacdes apresentadas a seguir:

N
SNOEDYTN(N A -1
- Z r(N—1)! V=0, ©)
r=0
ZAnpn = 0Sr<(N-1) ©®)

2.4. Algoritmo de Gaver-Stehfest

O método numeérico conhecido como algoritmo de Gaver-Stehfest (MINAEI;
SAFIKHANJ, 2021), aproxima a equacao (3) por:

In 2 = In2
© = =) () )

i=1

s Min(i,N/2) KN/2 (Zk)'
Vi=(=1) %l (N/2 =) () (k= D! ([ — K)! 2k — D)1
k=7~

(8)
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2.5. Aplicacéo dos dois métodos numeéricos de TIL no problema de TCSA

A funcéo transformada, que seréo aplicados os dois métodos, € dada por:
1
L{6¢(t,x); t = s} = B¢(s,x) = ein;e—ms—cu—x@ x 9)

na qual a funcéo transformada (6¢), dada na equacéo (8), € obtida quando aplica-
mos a técnica da TL no problema de TCSA, encontrado no trabalho de MINAEI,
SAFIKHANJ (2021). Na equacéo (8), 0¢(t,x) representa a temperatura dentro do
TCSA em funcéo do instante (t) e da posi¢éo (x), e os dados 6;,, m e ¢ sdo conhe-
cidos do problema analisado (MINAEI; SAFIKHANJ, 2021). J& a funcao x(s) é re-

presentada por:
S
Kol 2
0 r'po Qg

X =— = - =7 (10)
Rp2kgmry, O(_SK1 I'po o + Ko |Tpo o

sendo K, e K; as funcdes de Bessel modificadas de ordem 0 e 1, respectivamente.
Ja ag, kg, R, € rp,, sdo parametros fisicos e dimensionais do problema em estudo
(MINAEI; SAFIKHANJ, 2021).

Apresentado o problema, que é encontrar a transformada inversa de Laplace da
equacao (9), isso, devido sua complexidade em encontrar a forma analitica de
L { 6¢(s,x),s — t}. Assim, na secdo 3 serdo apresentados os resultados obtidos
aplicando os métodos numéricos para inversdo da transformada de Laplace da
equacao (9).

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

A implementagdo dos métodos numéricos e simulagéo foram feitas em lingua-
gem Python, para simulacdo dos métodos numeéricos foram consideradas as se-
guintes aproximacdes dos somatérios (4) e (6): N = 2, 8 e 16. Para comparacao
dos resultados obtidos utilizou-se o experimento apresentado em MINAEI; SA-
FIKHANJ (2021), neste experimento foram feitas medi¢cdes da temperatura em 7
posicdes (x) ao longo do duto do trocador de calor. Assim, na Tabela 1 encontram-
se na primeira e segunda coluna a posicao e a temperatura observada, respectiva-
mente, no trocador de calor ap6s 1 hora do inicio do experimento. A terceira, quarta
e quinta coluna séo os resultados obtidos utilizando o método de Quadratura Gau-
ssiana e as ultimas trés colunas sdo apresentados os resultados usando o método
de Gaver-Stehfest.

Ao analisar os resultados da tabela acima, podemos notar que os valores gera-
dos das temperaturas pela simulacdo no instante de 3600s pelo método numérico
de Quadratura Gaussiana, estdo convergindo, porém se analisarmos a segunda
casa decimal dos resultados o método ainda n&do convergiu para N = 16, teriamos
gue aumentar o valor N para termos uma precisdo melhor.

Ja os resultados gerados pelo Algoritmo de Gaver-Stehfest, convergiram com
valores bem proximos aos das temperaturas observadas, assim como o0 método da
Quadratura Gaussiana, porém o metodo tem uma convergéncia melhor, pois com
N = 8 ndo ha variagdo nas trés primeiras casas decimais.
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Tabela 1: Comparacédo entre as temperaturas observadas e o método numérico por Quadratura
Gaussiana aplicado na equacéo (8).

Quadratura Gaussiana Gaver-Stehfest
N=2 N=8 N=16 N=2 N=8 N=16
Posigdo (x) | Temperatura Temperatura (°C) no instante de 3600s
no TCSA (°C)

(m) Observada

3,35 74 39,81599906 3981843056  30,85306527 | 39,96739083 39,77259598 30,77261355
6,69 358 37,24765254 3724895123  37,28806434 | 3750012808 371825634 3718258343
10,04 35 35,16685297 3516567885 3519664194 | 3548199161 3509352854 3509354354
13,38 343 33,40354971 33,48986052 3350911028 | 33,84208478 33,42020464 3342021141
16,73 337 3214172616 3213597751 3214414634 | 3250220033 32,07298318 320729832
20,07 333 31,05755033 31,05038732  31,0498293 | 31,41462223 30,99571181 30,9957058
23,42 33,1 30,18384961 30,17589764  30,16924707 | 30,52696492 30,12981309 30,12980277

Fonte o Autor.

4., CONCLUSOES

Podemos concluir que, apds obter os valores das aproximacdes pelos métodos
numericos de inversdo de transformada de Laplace por Quadratura Gaussiana e
Gaver-Stehfest, ao realizar comparacao de seus resultados, chega-se a conclusdo
gue o melhor método numeérico, para este problema em especifico, que apresenta
uma convergéncia mais rapida € o meétodo de Gaver-Stehfest.

Como apresentado no trabalho TOMASCHEWSKI (2012), dependendo da fun-
cdo transformada que aplicamos esses métodos observamos que, o método de
Gaver-Stehfest responde melhor para certos tipos de fun¢des transformadas, ja o
método de Quadratura Gaussiana converge mais rapido para outras fungdes trans-
formadas.

Cabe ressaltar que o0 método de Quadratura Gaussiana também apresentou
bons resultados, porém, para uma melhor precisdo teriamos que aumentar o nu-
mero de pontos da quadratura.
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