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1. INTRODUÇÃO

O ajuste de curvas por  mínimos quadrados é muito  utilizado em diversas
áreas do conhecimento, como na biologia, economia e astronomia. Existem duas
formas de realizar esse ajuste de curvas, uma via regressão linear e outra sem re-
gressão linear.  Nesse contexto, serão mostradas algumas diferenças entre esses
dois métodos, os quais foram aplicados ao modelo de Verhulst, tomando como base
os dados obtidos na pesquisa realizada por PITOL, et al (2021).

Dependendo dos dados utilizados, e a função escolhida no ajuste de curvas,
uma das  metodologias,  ou  ainda  as  duas,  poderão  se  tornar  impraticáveis.  Um
exemplo disto quando aparece uma divisão por zero no cálculo dos parâmetros. Ou-
tro exemplo quando não se consegue obter as soluções do sistema algébrico não li-
near advindo do processo de minimização. Além disto, existem conjuntos de dados e
formas de funções que podem gerar um grande conjunto de soluções, tornando sua
resolução sem o auxílio computacional quase impraticável.

Para obter uma função que aproxime uma tabela de pontos experimentais,
dados em coordenadas (x i , y i) , é comum utilizar o ajuste de curvas por mínimos
quadrados e regressão linear (BASSANEZI, 2002; SOUZA, acesso em 2022), onde
y i é obtido por meio de experimentos, e desejamos obter a expressão analítica de

uma curva y= f (x) que melhor se ajusta a esses pontos. O objetivo da regressão
linear é conseguir traçar uma reta por meio de dados de um diagrama de dispersão.
Já sem regressão linear, o ajuste é feito diretamente para a função f (x) .

2. METODOLOGIA

O  método  dos  quadrados  mínimos  consiste  em  determinar  parâmetros  de
modo que “minimize” o valor de

S=∑
i=1

n

( y i− y i)
2=∑

i=1

n

[( f x i;a1, a2, ... , ak )− y i]
2 , (1)

isto é, devemos minimizar a soma dos quadrados dos desvios entre os valores y i
observados e os valores y i= f (x i , a1,a2,... , ak) ajustados. 

Um ajuste é linear se for da forma y (x)=f (x ;a ,b)=ax+b . Nesse caso, de-
vemos encontrar os valores dos parâmetros a e b que tornam mínimo o valor da
soma dos quadrados dos desvios:

S=S(b ,a)=∑
i=1

n

(b+a x i− y i)
2 . (2)

Tais valores devem satisfazer, necessariamente, às condições: 
∂ S
∂ b

=0⇔∑
i=1

n

2(b+ax i− y i)=0 ,

∂S
∂a

=0⇔∑
i=1

n

2 xi(b+a x i− y i)=0.

(3)
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Desenvolvendo as derivadas parciais e calculando o sistema de equações,
chegamos nos seguintes parâmetros:

a=
∑ x i yi−n xy

∑ x i
2
−n x

2 ,

b=
∑ x i

2∑ y i−∑ x i∑ x i y i

n∑ x i
2
−(∑ x)

2 .

(4)

Onde x é a média dos valores x i e y a média dos valores de y i . 
O modelo de Verhulst  supõe que uma população tende a estabilizar-se,  ou

seja, a espécie cresce até um limite máximo sustentável, aqui denominado k . Este
modelo pode ser considerado como um caso particular do modelo de Lotka-Volterra:
dy
dt

=ay−by2 , (5)

que também pode ser escrita da seguinte forma:
dy
dt

=ay(1−ba y) ou
dy
dt

=ay(1− yk ), (6)

onde o limite máximo sustentável é calculado por k=a
b
.

Ajuste via regressão linear
A equação de Verhulst é chamada de equação logística e tem como solução

geral:

y (t)= k
1
c
e−at+1

. (7)

Sendo que para t=0 tem-se que c=
y0

k(1− y0
k )
, então y0=

ck
c+1

.  Substitu-

indo c na equação (7), obtém-se:

y (t)= k

( k− y0y0 )e−at+1
, ou y (t)= k

( ky0−1)e−at+1
. (8)

A partir da equação (8), temos que:

y (t)= k
1
c
e−at+1

. (9)

Em seguida são feitas algumas adequações, e é possível chegar na seguinte forma:
y

k(1− yk )
=ceat . (10)

Após a equação (10), podemos efetuar a linearização da equação. Para isso,
são aplicadas propriedades dos logaritmos, conforme mostrado a seguir:

ln[ y

k(1− y
k )]= ln(ceat) , ou ln( y )−ln[k(1− y

k )]=at+ ln c . (11)

Chega-se então a forma linearizada da equação de Verhulst:
y=a+b t , (12)



em que y=ln( y)−ln[k(1− y
k )] , a=ln c e b=a .

O estudo foi realizado a partir de dados experimentais coletados da pesquisa
de PITOL, et al (2021). Os dados tomados como referência foram os da substância
NaNO2, encontrados na análise, e estão dispostos na seguinte tabela:

Tabela 1: dados experimentais NaNO2.

Fonte: (PITOL, et. al., 2021).

A partir dessa tabela, podemos realizar as operações para encontrar a curva
de Verhulst. Para isso, admitimos k=8,5 como limite máximo sustentável. Os valo-
res encontrados para os parâmetros a e b são a=0,0797  e b=−2,9966 .

Ajuste sem regressão linear

Para ajustar os pontos da tabela 1 ao modelo de Verhulst sem o uso da re-
gressão linear, é necessário utilizar o método dos mínimos quadrados, conforme a
equação (1). Portanto, ao incluirmos (5) em (1) temos a equação de mínimos qua-
drados para o modelo estudado.

Com o intuito de encontrar os parâmetros a e b do ajuste sem regressão
linear, utilizamos o procedimento descrito em (2). A partir disso, realizamos os cálcu-
los das derivadas geradas e por fim calcula-se os parâmetros a e b do sistema
algébrico não linear resultante.

Ao desenvolver os cálculos, o programa utilizado não suportou a inserção de
10 ou mais dados, devido a limitação de soluções. Por essa razão, os coeficientes
foram calculados a partir dos 9 primeiros dados dispostos na tabela (1). O resultado
encontrado para a e b utilizando mínimos quadrados, sem regressão linear, para
os 9 primeiros dados, foi a=0,4592 e b=0,0553 .

3. RESULTADOS E DISCUSSÃO

Com a finalidade de identificar o ajuste mais adequado, foi calculado o coefici-
ente de correlação de Pearson para as funções. O valor deste coeficiente varia no
intervalo [–1, 1], sendo que a correlação será melhor quanto mais próxima de 1 ou –
1, e pior quanto mais perto de 0. Se o coeficiente r for igual a 1 ou –1, então a cor-
relação é perfeita, e caso r=0, não há correlação (BASSANEZI, 2002).

Para calcular o coeficiente de correlação foi utilizada a seguinte fórmula: 

r=
∑ (x i– x)( y i− y)

(∑ (xi−x)
2∑ ( y i− y )

2)1/2
. (13)

Nesse contexto, a partir das equações geradas para o modelo de Verhulst, foi
feita uma comparação entre os dois métodos. Com a finalidade de investigar a equa-
ção ideal para esse caso, foi calculado o coeficiente de correlação de Pearson  e
também o desvio padrão dos dois casos.

Tabela 2: medidas de comparação.



Também podemos perceber a diferença entre as duas curvas quando obser-
vamos o gráfico comparativo que segue abaixo.

Figura 1: gráfico comparativo de ajustes.

4. CONCLUSÕES

Um dos fatores dificultadores do trabalho foi a impossibilidade do programa
utilizado realizar a solução completa do ajuste de todos os pontos. Entretanto, como
podemos observar na figura 1, há uma boa proximidade entre as duas curvas, mes-
mo tendo utilizado somente 9 dos 13 dados da tabela (1) no cálculo dos coeficientes.

O desafio em realizar esse tipo de ajuste é que em certos casos essa metodo-
logia torna-se inviável, dependendo do modelo estudado e dos dados disponibiliza-
dos. Além disso, algumas resoluções do sistema algébrico não linear advindo da oti-
mização possuem um número muito grande de soluções, dificultando a utilização de
todos os dados experimentais.

A perspectiva de continuação do estudo é fazer a análise do método de míni-
mos quadrados para aproximação de superfícies.
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