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1. INTRODUGAO

O ajuste de curvas por minimos quadrados é muito utilizado em diversas
areas do conhecimento, como na biologia, economia e astronomia. Existem duas
formas de realizar esse ajuste de curvas, uma via regresséo linear e outra sem re-
gressao linear. Nesse contexto, serdo mostradas algumas diferencas entre esses
dois métodos, os quais foram aplicados ao modelo de Verhulst, tomando como base
os dados obtidos na pesquisa realizada por PITOL, et al (2021).

Dependendo dos dados utilizados, e a fungéo escolhida no ajuste de curvas,
uma das metodologias, ou ainda as duas, poderdo se tornar impraticaveis. Um
exemplo disto quando aparece uma divisdo por zero no calculo dos parametros. Ou-
tro exemplo quando nao se consegue obter as solugdes do sistema algébrico nao li-
near advindo do processo de minimizagao. Além disto, existem conjuntos de dados e
formas de fungbes que podem gerar um grande conjunto de solugdes, tornando sua
resolugcado sem o auxilio computacional quase impraticavel.

Para obter uma fungdo que aproxime uma tabela de pontos experimentais,
dados em coordenadas (x;,y;) , € comum utilizar o ajuste de curvas por minimos
quadrados e regressao linear (BASSANEZI, 2002; SOUZA, acesso em 2022), onde

y;, € obtido por meio de experimentos, e desejamos obter a express&o analitica de
uma curva y=f(x) que melhor se ajusta a esses pontos. O objetivo da regresséo
linear é conseguir tragcar uma reta por meio de dados de um diagrama de disperséo.
Ja sem regressao linear, o ajuste é feito diretamente para a fungdo f(x).

2. METODOLOGIA

O método dos quadrados minimos consiste em determinar parametros de
modo que “minimize” o valor de

n n
S:;(yi_yi)zzzl[(fii;al’al""ak)_ﬁ]z’ (1)

1= =
isto €, devemos minimizar a soma dos quadrados dos desvios entre os valores 7y,
observados e os valores y,=f(x;,a, a,...,a,) ajustados.

Um ajuste € linear se for da forma y(x)=f(x;a,b)=ax+b. Nesse caso, de-

vemos encontrar os valores dos parametros a e b que tornam minimo o valor da
soma dos quadrados dos desvios:

§=S(b,a)=2. (b+ax,~y . (2)
i=1
Tais valores devem satisfazer, necessariamente, as condigdes:

95_0es Y 2(b+ax~7;)=0,

b= 3)

8—5:0@2 2%,(b+ax,—y,)=0.
oa i=1
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Desenvolvendo as derivadas parciais e calculando o sistema de equacgdes,
chegamos nos seguintes parametros:

_ 2 Xy, ~nxy
= ZYI-Z—”XQ ’ "
RPN DRINI1
nyx (X%
Onde x ¢é amédiadosvalores x; e y amédiados valoresde y, .

O modelo de Verhulst supde que uma populagdo tende a estabilizar-se, ou
seja, a espécie cresce até um limite maximo sustentavel, aqui denominado k . Este
modelo pode ser considerado como um caso particular do modelo de Lotka-Volterra:

a

d

r=ay-by’, (5)
que também pode ser escrita da seguinte forma:

dy b dy y

=) — 1—= ) — 1—<

dt ay( ay) U e ay( k)’ (©)

. . . . a
onde o limite maximo sustentavel é calculado por k:B'

Ajuste via regressao linear

A equacao de Verhulst € chamada de equacéao logistica e tem como solugéo
geral:

k
y(t)=~ : (7)
_e—at+1
C
Sendo que para t=0 tem-se que c= Yo , entao yozcc—fl. Substitu-
Yo
k|1—==
-
indo ¢ naequacao (7), obtém-se:
k k
y(t)=r— - ou yle)=7r : (8)
Yo efat+1 (__1)e—at+1
Yo Yo
A partir da equacéo (8), temos que:
k
ylt)=g——. (©)
_e—at+1

C
Em seguida sao feitas algumas adequacgdes, e é possivel chegar na seguinte forma:

L _—ce”, (10)

W

Apds a equacgao (10), podemos efetuar a linearizagado da equacgao. Para isso,
sao aplicadas propriedades dos logaritmos, conforme mostrado a seguir:

In| —2—|=In(ce”), ou ln(y)—ln[k(l—%)lzaﬁlnc. (11)
k[1-2
)
Chega-se entéo a forma linearizada da equagéo de Verhulst:
y=a+bt, (12)
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em que y:ln(y)—ln[k(l—%)], a=Inc e b=a.

O estudo foi realizado a partir de dados experimentais coletados da pesquisa
de PITOL, et al (2021). Os dados tomados como referéncia foram os da substancia
NaNO., encontrados na analise, e estdo dispostos na seguinte tabela:

Tabela 1: dados experimentais NaNO..
(W] o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13|
‘yg- 064 064 064 1,17 2,31 3,33 508 6,06 7,05 7,5 7,78 7,83 7,97 8‘

Fonte: (PITOL, et. al., 2021).

A partir dessa tabela, podemos realizar as operag¢des para encontrar a curva
de Verhulst. Para isso, admitimos k=8,5 como limite maximo sustentavel. Os valo-
res encontrados para os parametros ae b sdo a=0,0797 e b=-2,9966 .

Ajuste sem regressao linear

Para ajustar os pontos da tabela 1 ao modelo de Verhulst sem o uso da re-
gressao linear, é necessario utilizar o método dos minimos quadrados, conforme a
equagao (1). Portanto, ao incluirmos (5) em (1) temos a equagédo de minimos qua-
drados para o modelo estudado.

Com o intuito de encontrar os parametros a e b do ajuste sem regressao
linear, utilizamos o procedimento descrito em (2). A partir disso, realizamos os calcu-
los das derivadas geradas e por fim calcula-se os pardmetros a e b do sistema
algébrico néo linear resultante.

Ao desenvolver os calculos, o programa utilizado ndo suportou a insergao de
10 ou mais dados, devido a limitagao de solugdes. Por essa razdo, os coeficientes
foram calculados a partir dos 9 primeiros dados dispostos na tabela (1). O resultado
encontrado para a e b utilizando minimos quadrados, sem regresséo linear, para
os 9 primeiros dados, foi a=0,4592 e b=0,0553

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Com a finalidade de identificar o ajuste mais adequado, foi calculado o coefici-
ente de correlagdo de Pearson para as fungdes. O valor deste coeficiente varia no
intervalo [-1, 1], sendo que a correlagdo sera melhor quanto mais proxima de 1 ou —
1, e pior quanto mais perto de 0. Se o coeficiente r forigual a 1 ou —1, entdo a cor-
relacdo é perfeita, e caso r=0, nao ha correlagcdo (BASSANEZI, 2002).

Para calcular o coeficiente de correlagao foi utilizada a seguinte férmula:

_ Z(Xi_)_()(yl'_y) ' (13)
(Z (Xi_X)ZZ (yl'_y)z)m

Nesse contexto, a partir das equacgdes geradas para o modelo de Verhulst, foi
feita uma comparacéao entre os dois métodos. Com a finalidade de investigar a equa-
cao ideal para esse caso, foi calculado o coeficiente de correlacdo de Pearson e
também o desvio padrao dos dois casos.

Tabela 2: medidas de comparagao.

Caso Desvio Padrdao | Pearson
Regressao lincar 0.4168279 0.9802182
Sem regressao linear 0.4589146 0.9619822
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Também podemos perceber a diferenga entre as duas curvas quando obser-
vamos o grafico comparativo que segue abaixo.
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Figura 1: grafico comparativo de ajustes.
4. CONCLUSOES

Um dos fatores dificultadores do trabalho foi a impossibilidade do programa
utilizado realizar a solugdo completa do ajuste de todos os pontos. Entretanto, como
podemos observar na figura 1, ha uma boa proximidade entre as duas curvas, mes-
mo tendo utilizado somente 9 dos 13 dados da tabela (1) no calculo dos coeficientes.

O desafio em realizar esse tipo de ajuste é que em certos casos essa metodo-
logia torna-se inviavel, dependendo do modelo estudado e dos dados disponibiliza-
dos. Além disso, algumas resolugdes do sistema algébrico ndo linear advindo da oti-
mizagao possuem um numero muito grande de solugdes, dificultando a utilizagdo de
todos os dados experimentais.

A perspectiva de continuacao do estudo é fazer a analise do método de mini-
mos quadrados para aproximacgao de superficies.
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