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1. INTRODUÇÃO 
 

O objetivo deste trabalho é estudar a resolução, através do método de 
diferenças finitas (MDF), de PVCs definidos por uma EDO linear de segunda ordem 

 
𝑦𝑦′′ + 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑦𝑦 + 𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑦𝑦 = 𝑞𝑞(𝑥𝑥), 𝑥𝑥 ∈ (𝑎𝑎, 𝑏𝑏),             (1) 

 
com 𝑓𝑓(𝑥𝑥), 𝑔𝑔(𝑥𝑥) e 𝑞𝑞(𝑥𝑥) funções conhecidas, e sujeita às condições de contorno 
 

𝑦𝑦(𝑎𝑎) = 𝛼𝛼, 𝑦𝑦(𝑏𝑏) = 𝛽𝛽.               (2) 
 
Este trabalho é motivado pela modelagem da condução do calor no solo como 

etapa inicial do estudo de trocadores de calor solo-ar para regulação sustentável 
da temperatura com aplicações, por exemplo, em conforto térmico habitacional e 
estabilidade térmica em armazenagem (BRUM, 2013; NÓBREGA, 2021). 
Inicialmente utiliza-se um modelo espacialmente unidimensional para obter a 
função 𝜃𝜃 = 𝜃𝜃(𝑧𝑧, 𝑡𝑡) do desvio da temperatura com relação à média 𝑇𝑇0 do solo na 
profundidade 𝑧𝑧 e no instante de tempo 𝑡𝑡. Tal modelo é definido pelo problema 

 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝛼𝛼 𝜕𝜕2𝜃𝜃
𝜕𝜕𝑧𝑧2

 ,  𝜃𝜃(0, 𝑡𝑡) = 𝜃𝜃0 sen𝜔𝜔𝜔𝜔,  𝜃𝜃(+∞, 𝑡𝑡) = 0, 
 
em que 𝛼𝛼 é a difusividade térmica do solo, 𝜃𝜃0 é a amplitude inicial da variação de 
temperatura, e 𝜔𝜔 é a frequência. Após separar variáveis na equação desse 
problema fazendo 𝜃𝜃(𝑧𝑧, 𝑡𝑡) = 𝜙𝜙(𝑧𝑧)𝜏𝜏(𝑡𝑡), obtém-se o PVC 
 

𝜙𝜙′′ − 𝑐𝑐𝑐𝑐 = 0, 𝜙𝜙(0) = 𝜃𝜃0, 𝜙𝜙(+∞) = 0, 
 
em que 𝑐𝑐 é uma constante, e cuja EDO é de segunda ordem, linear, homogênea e 
com coeficientes constantes e que é um caso particular da EDO (1). Ainda, na 
prática, a condição de contorno no infinito pode ser trocada por uma condição do 
tipo 𝜙𝜙(𝑍𝑍) = 0, para 𝑍𝑍 > 0 fixo suficientemente grande, e que é um caso particular 
da segunda condição em (2). Isto justifica o tipo dos três exemplos neste trabalho. 
 

2. METODOLOGIA 
 

Seguindo Conte & de Boor (1980), nesta seção apresenta-se a aplicação do 
MDF ao PVC (1)-(2). Para isto, divide-se o intervalo [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] em 𝑁𝑁 partes iguais de 
comprimento ℎ, sendo 𝑥𝑥0 = 𝑎𝑎, 𝑥𝑥𝑁𝑁 = 𝑏𝑏 e 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑥𝑥0 + 𝑛𝑛ℎ, 𝑛𝑛 = 1,2, . . . ,𝑁𝑁 − 1, os pontos 
da malha resultante, em que os valores de 𝑦𝑦 correspondentes são 𝑦𝑦𝑛𝑛 = 𝑦𝑦(𝑥𝑥0 + 𝑛𝑛ℎ), 
𝑛𝑛 = 0,1, . . . ,𝑁𝑁. Ainda, para resolver o PVC pelo MDF, cada derivada na EDO (1) é 



 

 

substituída por uma aproximação em diferenças, que, neste trabalho, são as 
seguintes diferenças centrais para as derivadas de primeira e segunda ordens: 
 

𝑦𝑦′(𝑥𝑥𝑛𝑛) ≈ 𝑦𝑦𝑛𝑛+1−𝑦𝑦𝑛𝑛−1
2ℎ

, 𝑦𝑦′′(𝑥𝑥𝑛𝑛) ≈ 𝑦𝑦𝑛𝑛+1−2𝑦𝑦𝑛𝑛+𝑦𝑦𝑛𝑛−1
ℎ2

.             (3) 
 

Assim, segue de (3) que a aproximação em diferenças da EDO (1) é 
 

𝑦𝑦𝑛𝑛−1−2𝑦𝑦𝑛𝑛+𝑦𝑦𝑛𝑛+1
ℎ2

+ 𝑓𝑓𝑛𝑛
𝑦𝑦𝑛𝑛+1−𝑦𝑦𝑛𝑛−1

2ℎ
+ 𝑔𝑔𝑛𝑛𝑦𝑦𝑛𝑛 = 𝑞𝑞𝑛𝑛, 𝑛𝑛 = 1,2, . . . ,𝑁𝑁 − 1,          (4) 

 
em que 𝑓𝑓𝑛𝑛 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛), 𝑔𝑔𝑛𝑛 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛), 𝑞𝑞𝑛𝑛 = 𝑞𝑞(𝑥𝑥𝑛𝑛). Multiplicando (4) por ℎ2 e agrupando 
termos semelhantes, tem-se 
 

(1 − ℎ
2
𝑓𝑓𝑛𝑛)𝑦𝑦𝑛𝑛−1 + (−2 + ℎ2𝑔𝑔𝑛𝑛)𝑦𝑦𝑛𝑛 + (1 + ℎ

2
𝑓𝑓𝑛𝑛)𝑦𝑦𝑛𝑛+1 = ℎ2𝑞𝑞𝑛𝑛, 𝑛𝑛 = 1,2, . . . ,𝑁𝑁 − 1.  (5) 

 
Sendo 𝑦𝑦0 = 𝛼𝛼 e 𝑦𝑦𝑁𝑁 = 𝛽𝛽 conhecidos de (2), segue que (5) é um sistema de 𝑁𝑁 − 1 

equações lineares com 𝑁𝑁 − 1 incógnitas 𝑦𝑦𝑛𝑛, 𝑛𝑛 = 1,2, . . . ,𝑁𝑁 − 1, da forma: 
 

(−2 + ℎ2𝑔𝑔1)𝑦𝑦1 + �1 + ℎ
2
𝑓𝑓1� 𝑦𝑦2 = ℎ2𝑞𝑞1 − �1 − ℎ

2
𝑓𝑓1�𝛼𝛼,

�1 − ℎ
2
𝑓𝑓2� 𝑦𝑦1 + (−2 + ℎ2𝑔𝑔2)𝑦𝑦2 + �1 + ℎ

2
𝑓𝑓2� 𝑦𝑦3 = ℎ2𝑞𝑞2,

�1 − ℎ
2
𝑓𝑓3� 𝑦𝑦2 + (−2 + ℎ2𝑔𝑔3)𝑦𝑦3 + �1 + ℎ

2
𝑓𝑓3� 𝑦𝑦4 = ℎ2𝑞𝑞3,

⋮
�1 − ℎ

2
𝑓𝑓𝑁𝑁−2� 𝑦𝑦𝑁𝑁−3 + (−2 + ℎ2𝑔𝑔𝑁𝑁−2)𝑦𝑦𝑁𝑁−2 + �1 + ℎ

2
𝑓𝑓𝑁𝑁−2� 𝑦𝑦𝑁𝑁−1 = ℎ2𝑞𝑞𝑁𝑁−2,

�1 − ℎ
2
𝑓𝑓𝑁𝑁−1� 𝑦𝑦𝑁𝑁−2 + (−2 + ℎ2𝑔𝑔𝑁𝑁−1)𝑦𝑦𝑁𝑁−1 = ℎ2𝑞𝑞𝑁𝑁−1 − �1 + ℎ

2
𝑓𝑓𝑁𝑁−1�𝛽𝛽.

         (6) 

 
Como o sistema (6) é tridiagonal, neste trabalho emprega-se o algoritmo 4.3, 

página 154, de Conte & de Boor (1980), desenvolvido para tal tipo de sistemas. 
 

Na próxima seção apresenta-se resultados computacionais desta aplicação do 
MDF obtidos a partir da sua implementação no software livre Octave, que é uma 
linguagem de alto nível para computação numérica (https://octave.org/). 
 

3. RESULTADOS E DISCUSSÃO 
 

A seguir aplica-se o MDF em três PVCs formados pelas seguintes EDOs 
homogêneas com coeficientes constantes: 
 

𝑦𝑦′′ − 5𝑦𝑦′ + 4𝑦𝑦 = 0,                  (7) 
  
𝑦𝑦′′ + 2𝑦𝑦′ + 𝑦𝑦 = 0,                  (8) 
 
𝑦𝑦′′ − 2𝑦𝑦′ + 2𝑦𝑦 = 0,                 (9) 

 
e as condições de contorno 
 

𝑦𝑦(0) = 1, 𝑦𝑦(1) = 0,                (10) 
 



 

 

respectivamente. As EDOs desses três PCVs têm dois autovalores reais diferentes, 
um autovalor real de multiplicidade 2, e dois autovalores complexos conjugados, 
respectivamente. As soluções exatas desses PVCs, obtidas por técnicas 
tradicionais de resolução analítica de EDOs lineares homogêneas com coeficientes 
constantes (ver: BOYCE; DiPRIMA, 2010), são as seguintes: 
 

𝑦𝑦 = 𝑒𝑒4𝑥𝑥−𝑒𝑒𝑥𝑥+3

1−𝑒𝑒3
 (do PVC (7) e (10)),            (11) 

 
𝑦𝑦 = 𝑒𝑒−𝑥𝑥(1− 𝑥𝑥) (do PVC (8) e (10)),            (12) 
 
𝑦𝑦 = 𝑒𝑒𝑥𝑥(cos𝑥𝑥 − cot1 sen 𝑥𝑥)  (do PVC (9) e (10)).             (13) 

 
Nas figuras 1, 2 e 3 a seguir apresentam-se as comparações das soluções 

exatas analíticas (11), (12) e (13) (curvas vermelhas) dos PVCs (7) e (10), (8) e 
(10), e (9) e (10), respectivamente, com as soluções numéricas correspondentes 
(circunferências azuis) obtidas com a implementação do MDF com 𝑁𝑁 = 100. Nos 
três casos, observa-se que as soluções analíticas e numéricas são praticamente 
indistinguíveis, sendo as diferenças máximas entre elas de ordens 10−4, 10−6 e 
10−5, respectivamente. 

 

 
 

Figura 1.  Soluções analítica e numérica do PVC definido por (7) e (10). 

 
Figura 2.  Soluções analítica e numérica do PVC definido por (8) e (10). 

 



 

 

 
Figura 3.  Soluções analítica e numérica do PVC definido por (9) e (10). 

 
 

4. CONCLUSÕES 
 
Neste trabalho foi apresentado a aplicação do MDF à resolução de PVCs para 
EDOs lineares de segunda ordem sujeitas a condições de Dirichlet. O MDF 
desenvolvido para este tipo de PVCs foi implementado em Octave e aplicado em 
três exemplos de EDOs homogêneas com coeficientes constantes 
correspondentes aos casos de dois autovalores reais diferentes, um autovalor de 
multiplicidade 2, e dois autovalores complexos conjugados, respectivamente. Nos 
três casos, a solução numérica obtida via MDF com 𝑁𝑁 = 100 foi comparada com a 
solução exata obtida analiticamente, evidenciando sua eficácia na resolução desse 
tipo de PVCs. Especificamente, observou-se que as soluções analíticas e 
numéricas são praticamente indistinguíveis, sendo as diferenças máximas entre 
elas de ordens 10−4, 10−6 e 10−5, respectivamente. 
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