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1. INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho é estudar a resolucdo, através do método de
diferencas finitas (MDF), de PVCs definidos por uma EDO linear de segunda ordem

y'+ f(0)y+gx)y =qx), x € (a,b), (1)

com f(x), g(x) e q(x) funcbes conhecidas, e sujeita as condi¢cdes de contorno

y(a) = a, y(b) =8. (2)

Este trabalho é motivado pela modelagem da conducéo do calor no solo como
etapa inicial do estudo de trocadores de calor solo-ar para regulacdo sustentavel
da temperatura com aplicacdes, por exemplo, em conforto térmico habitacional e
estabilidade térmica em armazenagem (BRUM, 2013; NOBREGA, 2021).
Inicialmente utiliza-se um modelo espacialmente unidimensional para obter a
funcdo 6 = 6(z,t) do desvio da temperatura com relacdo a média T, do solo na
profundidade z e no instante de tempo t. Tal modelo é definido pelo problema

20 020

Pl 0(0,t) = 6ysenwt, G(+oo,t) =0,
em que a é a difusividade térmica do solo, 6, € a amplitude inicial da variacao de
temperatura, e w é a frequéncia. Ap0s separar variaveis na equacao desse
problema fazendo 6(z,t) = ¢(z)t(t), obtém-se o PVC

¢” - C¢ =0, ¢(0) = 90! ¢(+OO) =0,

em que ¢ é uma constante, e cuja EDO é de segunda ordem, linear, homogénea e
com coeficientes constantes e que € um caso particular da EDO (1). Ainda, na
pratica, a condicdo de contorno no infinito pode ser trocada por uma condicédo do
tipo ¢(Z) = 0, para Z > 0 fixo suficientemente grande, e que € um caso particular
da segunda condicdo em (2). Isto justifica o tipo dos trés exemplos neste trabalho.

2. METODOLOGIA

Seguindo Conte & de Boor (1980), nesta secdo apresenta-se a aplicacdo do
MDF ao PVC (1)-(2). Para isto, divide-se o intervalo [a,b] em N partes iguais de
comprimento h, sendo x, =a, xy =b e x, =x,+nh,n=12,...,N — 1, 0S pontos
da malha resultante, em que os valores de y correspondentes séao y,, = y(x, + nh),
n=0,1,...,N. Ainda, para resolver o PVC pelo MDF, cada derivada na EDO (1) é
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substituida por uma aproximacdo em diferencas, que, neste trabalho, sdo as
seguintes diferencas centrais para as derivadas de primeira e segunda ordens:

Yn+1~Yn-1

I 1 n _zn n—
Y () o TELIL () e T T, (3)

h2
Assim, segue de (3) que a aproximacao em diferencas da EDO (1) €

Yn—1_2}.372n+37n+1 + fn% + GnVn = Gn; n=12,...,N—1, (4)

em que f;, = f(x,), gn = 9(x), g = q(x,). Multiplicando (4) por h? e agrupando
termos semelhantes, tem-se

h h
(1 _Efn)yn—l +(—2+ hzgn)yn + (1 +Efn)yn+1 = hZQn’ n=12,...,N—-1. (5)

Sendo y, = a e yy = S conhecidos de (2), segue que (5) € um sistemade N — 1
equagoes lineares com N — 1 incognitas y,, n = 1,2,...,N — 1, da forma:

2+ R2gy+(1+3f)v. = Pa - (1-3f)
1—=fo)yi+(=2+h*g)y, + (1 +=f2)y3 = h’q,

(1-3£) (1+3£)

(1 - %f3)YZ +(=2+ h293.)}’3 + (1 + %f3)Y4 = h?qs, (6)

h . h
(1 - EfN—Z)yN—3 + (=2 +h?gn_2)yn-2 + (1 + EfN—Z)YN—l = h*qy_3,
h h
(1 - ;fN—1) Yn-z + (=2 + h*gn_1)yn-1 = hPqn-1 — (1 + ;fN—l)ﬁ-

Como o sistema (6) é tridiagonal, neste trabalho emprega-se o algoritmo 4.3,
pagina 154, de Conte & de Boor (1980), desenvolvido para tal tipo de sistemas.

Na proxima se¢do apresenta-se resultados computacionais desta aplicacdo do
MDF obtidos a partir da sua implementacéo no software livre Octave, que € uma
linguagem de alto nivel para computacdo numérica (https://octave.org/).

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

A seguir aplica-se o MDF em trés PVCs formados pelas seguintes EDOs
homogéneas com coeficientes constantes:

y'—=5y'+4y =0, (7)
y'+2y'+y=0, (8)
y'=2y'+2y=0, 9)

e as condi¢bes de contorno

y(0) =1, y(1) =0, (10)
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respectivamente. As EDOs desses trés PCVs tém dois autovalores reais diferentes,
um autovalor real de multiplicidade 2, e dois autovalores complexos conjugados,
respectivamente. As solucdes exatas desses PVCs, obtidas por técnicas
tradicionais de resolucdo analitica de EDOs lineares homogéneas com coeficientes
constantes (ver: BOYCE; DiPRIMA, 2010), séo as seguintes:

4x x+3

e "—e

Y= (do PVC (7) e (10)), (11)
y=e*(1—-x) (doPVC (8)e (10)), (12)
y = e*(cosx — cotl sen x) (do PVC (9) e (10)). (13)

Nas figuras 1, 2 e 3 a seguir apresentam-se as comparacdes das solucdes
exatas analiticas (11), (12) e (13) (curvas vermelhas) dos PVCs (7) e (10), (8) e
(10), e (9) e (10), respectivamente, com as solu¢cdes numéricas correspondentes
(circunferéncias azuis) obtidas com a implementacdo do MDF com N = 100. Nos
trés casos, observa-se que as solucdes analiticas e numéricas sdo praticamente
indistinguiveis, sendo as diferencas maximas entre elas de ordens 107%, 107° e
107>, respectivamente.
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Figura 1. Solu¢des analitica e numérica do PVC definido por (7) e (10).
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Figura 2. Solu¢des analitica e numérica do PVC definido por (8) e (10).
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Figura 3. Solu¢des analitica e numérica do PVC definido por (9) e (10).

4. CONCLUSOES

Neste trabalho foi apresentado a aplicacdo do MDF a resolucdo de PVCs para
EDOs lineares de segunda ordem sujeitas a condi¢cdes de Dirichlet. O MDF
desenvolvido para este tipo de PVCs foi implementado em Octave e aplicado em
trés exemplos de EDOs homogéneas com coeficientes constantes
correspondentes aos casos de dois autovalores reais diferentes, um autovalor de
multiplicidade 2, e dois autovalores complexos conjugados, respectivamente. Nos
trés casos, a solugcdo numérica obtida via MDF com N = 100 foi comparada com a
solucéo exata obtida analiticamente, evidenciando sua eficacia na resolugéo desse
tipo de PVCs. Especificamente, observou-se que as solucfes analiticas e
numéricas sao praticamente indistinguiveis, sendo as diferencas maximas entre
elas de ordens 107%, 107% e 107>, respectivamente.
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